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D ⩽ 3

可积系统研究是物理和数学等学科的重要研究课题. 然而, 通常的可积系统研究往往被限制在 (1+1)维

和 (2+1)维, 其原因是高维可积系统极其稀少. 最近, 我们发现利用形变术可以从低维可积系统导出大量的

高维可积系统. 本文利用形变术, 将 (1+1)维的 Kaup-Newell (KN)系统推广到 (4+1)维系统. 新系统除了包

含原来的 (1+1)维的 KN系统外 , 还包含三种 (1+1)维 KN系统的互反形式 . 模型也包含了许多新的

(D+1)维 (  )的互反型可积系统 . (4+1)维互反型 KN系统的 Lax可积性和对称可积性也被证明 . 新的

互反型高维 KN系统的求解非常困难. 本文仅研究 (2+1)维互反型导数非线性薛定谔方程的行波解, 并给出

薛定谔方程孤子解的隐函数表达式.
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 1   引　言

自从反散射变换 (IST)方法 [1] 建立以来, IST

可积系统 (可以用 IST方法求解的系统)的研究引

起了物理学界和数学界的高度重视. 从而, 可积系

统的各种美妙和谐的性质被发掘出来. 如 IST可

积系统通常同时具有无穷多对称性和守恒律 [2−5]、

优美的解析行为 (Painlevé性质)[6−10]、Hirota双线

性形式和 t 函数 [11]、达布变换和贝克隆变换及非

线性叠加原理 [12−14]、双哈密顿结构和递推算子 [3,15]

等. 可积系统也被成功地推广到了离散可积系统 [16,17]

和超对称可积系统 [18,19]. 同时可积系统及其相应的

孤子理论被广泛应用到了物理学的各个领域, 如凝

聚态物理 [20,21]、粒子物理和核物理 [22]、场论 [23]、宇

宙学 [24]、流体力学 [25]、光学 [26] 和等离子体物理等 [27].

然而, 过去的研究主要集中在 (1+1)维或 (2+1)维

等所谓的低维可积系统, 主要原因在于高维可积系

统极其稀缺.

ϕ4 ϕ6

从一个复杂系统简化到一个简单系统有很多

有效的方法, 如极限法将一些任意的参数取某些特

殊极限, 对称法将微分方程的维度或阶数降低等.

要从一个简单系统的结果探索到复杂系统的规律

则要困难得多. 幸运的是, 在很多情况下, 将一个

简单系统的结果形变到复杂系统也是有可能的. 例

如可以将   方程某些类型的特解形变到   方程

的解 [28]. f4方程和 f6方程分别表示为 

2ϕ = σϕ+ λϕ3, 2 ≡ ∂2
t −

D∑
i=1

∂2
xi
,

 

2ϕ = σϕ+ λϕ3 + ξϕ5.

2ϕ = m sinϕ
2ϕ = m sinϕ+ n sin(2ϕ)

也可将 sine-Gordon (sG)方程    的某些

类型解形变到双 sG方程  

的解 [29]. 又如, 利用 Korteweg-de Vries (KdV)方
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程到修正 KdV (MKdV) 方程以及 Schwartz KdV

(SKdV)方程的 Miura型变换 , 可以从 (0+1)维

的Riccati方程得到 (1+1)维和 (2+1)维的可积 sG

方程 [30].

最近, 为了得到在各种传统可积意义下更多的

高维可积系统, 我们提出了一种形变术, 使得任意

的低维可积系统可以被推广到更高维的可积系

统 [31]. 文献 [31]具体给出了 (1+1)维 KdV方程到

(3+1)维 KdV-HD系统 , 以及从 (1+1)维 AKNS

(Ablowitz-Kaup-Newell-Segue)系 统 到 (2+1)维

AKNS系统的形变步骤和结果, 发现新的高维可积

系统与传统的可积系统具有完全不同的结构和性

质. 虽然新模型具有 Lax对、无穷多对称性等好的

性质, 但由于原模型及其数个互反系统被包含于同

一个模型, 使得传统可积系统的研究方法无法再顺

利应用于新模型. 因此, 为了更好地深入研究这一

类全新的可积系统, 本文将对另一重要的 (1+1)维

物理模型, Kaup-Newll (KN)系统 [32] 进行更高维

的推广研究. KN系统为 

ut = uxx + 2(u2v)x,

vt = −uxx + 2(v2u)x. (1)

u = U(x, τ), v = iu∗, τ = it

KN系统是第一类导数非线性薛定谔 (DNLS-I)

方程的推广 (与 DNLS-II (Chen-Lee-Liu)系统和

DNLS-III (Gerdjikov-Ivanov)系统对应). DNLS-I

对应KN系统 (1)式的  ,

i为复数.

本文第 2节介绍一般的形变方法. 第 3节将形

变方法应用到 KN系统, 利用 KN系统的 3个守恒

律引进额外的三维新空间坐标 , 从而得到一个

(4+1)维的 KN系统. 将形变方法应用于 (1+1)维

的 KN系统的 Lax对, 即可得到 (4+1)维 KN系

统的 Lax对. 同样将形变方法应用到 (1+1)维的

KN系统的高阶流, 能得到 (4+1)维 KN系统的高

阶可积流, 从而得到 (4+1)维 KN系统的高阶对

称. 第 4节研究 (4+1)维 KN系统的各种低维约

化. 第 5节给出一个 (2+1)维互反型导数非线性薛

定谔方程的行波孤子解. 第 6节是总结和讨论.

 2   保持可积性的形变术

在文献 [31]中, 我们提出了下述形变猜想.

形变猜想: 对于一个任意的 (1+1)维 m 分量

n 阶演化型局域 Lax可积 (具有 Lax对)或者对称

可积 (具有无穷多高阶对称)的可积系统
 

ut = F (u, ux, . . . , uxn),

uxj ≡ ∂j
xu, u = (u1, u2, . . . , um), (2)

如果存在 D – 1个守恒律
 

[ρi(u)]t = [Ji(u, ux, · · · , uxN )]x,

i = 1, 2, · · · , D − 1, (3)

ρi(u) ≡ ρi

Ji

其中守恒密度   仅与场有关, 但与场的空

间导数无关, 而守恒流   可以与场的空间导数有

关, 则 (D+1)维系统
 

T̂u = F (u, L̂u, · · · , L̂nu), (4)

L̂ T̂

仍然是 Lax可积或对称可积的可积系统. 其中空

间形变算子  和时间形变算子  定义为
 

L̂ = ∂x +

D−1∑
i=1

ρi∂xi
, T̂ = ∂t +

D−1∑
i=1

J̄i∂xi
,

J̄i ≡ Ji(u, L̂u, · · · , L̂Nu). (5)

注记: 该猜想已被宁波大学数学与统计学院的张丹

达和Matteo Casati所证明. 所以后文中也称该形

变猜想为形变定理, 而定理中提出的形变方法为形

变术.

如果形变前的 (1+1)维可积系统 (2)式具有

Lax对:
 

Φx = MΦ, Φt = NΦ, (6)

则形变后的 (D+1)维可积系统 (4)式的 Lax对可

以通过将形变术应用到 (6)式来得到, 即
 

L̂Φ = M̂Φ, T̂Φ = N̂Φ,

{M̂, N̂} ≡ {M, N}|∂x→L̂, uxj→(L̂ju) . (7)

通常 (1+1)维可积系统是对称可积的, 即存在

无穷多高阶对称. 要得到 (D+1)维可积系统 (4)式

的高阶对称, 不能直接将形变术应用到 (1+1)维可

积系统 (2)式的高阶对称. 需要将 (1+1)维可积系

统 (2)式的高阶对称对应的流方程写出来, 如
 

uτ = G(u, ux, . . . , ux(n+p)), p > 0. (8)

ρi此时, 需要算出 (8)式与 (2)式相同守恒密度  对

应的守恒律
 

[ρi(u)]τ = [Ki(u, ux, · · · , uxM )]x ≡ Kix,

i = 1, 2, · · · , D − 1. (9)

然后, 将形变术应用到 (8)式可得
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uτ = G(u, ux, . . . , ux(n+p))
∣∣
uxj→L̂ju

−
D−1∑
j=1

K̄juxj
≡ Ḡ, (10)

K̄j Kj K̄j = Kj |uxi→L̂iu

Ḡ

其中   是   的形变流,    . 因此,

 是 (D+1)维方程 (4)的高阶对称. 对所有 (1+1)

维系统的所有高阶流应用形变术即可得到方程

(4)的整个可积梯队.

 3   (4+1)维互反型KN系统及其可积性

 3.1    (4+1) 维互反型 KN 系统

u, v uv

J1 = ux + 2u2v, J2 = −vx + 2v2u J3 = vux−

uvx + 3u2v2

很容易验证, (1+1)维 KN系统 (1)式具有满

足形变术条件的守恒密度   和   , 相应的守恒

流为  及 

 . 根据形变定理, 可以引入空间和时间

形变算子:
 

L̂KN = ∂x + u∂y + v∂z + uv∂ξ,

T̂KN = ∂t + J̄1∂y + J̄2∂z + J̄3∂ξ, (11)

其中形变流为
 

J̄1 = ux + uuy + vuz + uvuξ + 2u2v,

J̄2 = −vx − uvy − vvz − uvvξ + 2v2u,

J̄3 = v(ux + uuy + vuz + uvuξ)

− u(vx + uvy + vvz + uvvξ) + 3u2v2. (12)

利用形变算子 (11)式和形变术, 可得 (4+1)维的

可积 KN系统:
 

T̂KNu = L̂KNJ̄1 = L̂KN(L̂KNu+ 2u2v),

T̂KNv = L̂KNJ̄2 = L̂KN(−L̂KNv + 2v2u). (13)

(13)式的详细展开式为 

 

ut = uxx + 2uvuxξ + 2uuxy + 2vuxz + u2v2uξξ + 2u2vuyξ + 2uv2uzξ + u2uyy + 2uvuyz + v2uzz

+ uv(uvuξ + 2uuy + 2vuz + 4ux) + (2u2 + 2uuξ + 2uz)(uvvξ + uvy + vvz + vx),

vt = − vxx − 2uvvxξ − u2v2vξξ − 2u2vvyξ − 2uv2vzξ − 2uvvyz − 2uvxy − 2vvxz − u2vyy − v2vzz

+ uv(uvvξ + 2uvy + 2vvz + 4vx) + (2v2 − 2vvξ − 2vy)(uvuξ + uuy + vuz + ux). (14)

 3.2    (4+1) 维 KN 系统的 Lax 可积性

众所周知, (1+1)维 KN系统 [32] 是 Lax可积的, 其 Lax对为  (
ϕ1

ϕ2

)
x

= 2λ

(
λ u

−v −λ

)(
ϕ1

ϕ2

)
, (15)

  (
ϕ1

ϕ2

)
t

= 2λ

(
2λ(2λ2 + uv) 2u(2λ2 + uv) + ux

−2v(2λ2 + uv) + vx −2λ(2λ2 + uv)

)(
ϕ1

ϕ2

)
. (16)

w ≡ 2λ2 + uv将形变术应用到 (15)式和 (16)式, 即得 (4+1)维 KN系统 (13)式或 (14)式的 Lax对为 (  )  (
ϕ1

ϕ2

)
x

=

(
2λ2 − u∂y − v∂z − uv∂ξ 2λu

−2λv −2λ2 − u∂y − v∂z − uv∂ξ

)(
ϕ1

ϕ2

)
, (17)

  (
ϕ1

ϕ2

)
t

=

(
4λ2w − J̄1∂y − J̄2∂z − J̄3∂ξ 4λuw + 2λ(L̂KNu)

−4λvw + 2λ(L̂KNv) −4λ2w − J̄1∂y − J̄2∂z − J̄3∂ξ

)(
ϕ1

ϕ2

)
. (18)

Lax对 (17)式和 (18)式可以被等价写为 

M̂Φ = 0, N̂Φ = 0, (19)

其中, 

M̂ ≡

(
2λ2 − L̂KN 2λu

−2λv −2λ2 − L̂KN

)
, Φ ≡

(
ϕ1

ϕ2

)
, (20)
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N̂ ≡

(
4λ2w − T̂KN 4λuw + 2λ(L̂KNu)

−4λvw + 2λ(L̂KNv) −4λ2w − T̂KN

)
.

(21)

Lax对的相容性条件为 

[M̂ , N̂ ] = M̂N̂ − N̂M̂ = 0, (22)

这正是 (4+1)维 KN系统 (14)式或等价为 (13)式.

 3.3    (4+1) 维 KN 系统的高阶对称

和其他 Lax可积系统一样, (1+1)维 KN系统

是对称可积的, 即具有高阶对称性. 其最简单的高

阶对称对应的流方程为 

uτ = K1x, K1 = uxx + 6uvux + 6u3v2,

vτ = K2x, K2 = vxx − 6uvvx + 6u2v3. (23)

uv

对应于高阶流方程 (23)的导数无关守恒密度除了

u 和 v 外, 还有  及相应的守恒律为 

(uv)τ = K3x,

K3 = vuxx + uvxx − uxvx + 6v2uux

− 6u2vvx + 10u3v3. (24)

τ̂

将形变术应用于高阶流方程, 需要引入 t 对应的形

变算子  : 

τ̂ = ∂τ + K̄1∂y + K̄2∂z + K̄3∂ξ, (25)

K̄1, K̄2 K̄3其中形变的守恒流  和  为 

K̄1 = L̂2
KNu+ 6uvL̂KNu+ 6u3v2,

K̄2 = L̂2
KNv − 6uvL̂KNv + 6u2v3,

K̄3 = vL̂2
KNu+ uL̂2

KNv − (L̄KNu)(L̄KNv)

+ 6v2uL̂KNu− 6u2vL̂KNv + 10u3v3. (26)

由此可得 (4+1)维的高阶流方程为 

τ̂u = L̂KNK̄1,

τ̂ v = L̂KNK̄2. (27)

从高阶流方程可得 (4+1)维 KN方程 (13), 也就

是方程 (14)的高阶对称为 

σ =

(
L̂KNK̄1 − K̄1uy − K̄2uz − K̄3uξ

L̂KNK̄2 − K̄1vy − K̄2vz − K̄3vξ

)
. (28)

 4   (4+1)维 KN系统的一些低维约化

{u, v} {y, z, ξ}

为更清楚地看清 (4+1)维 KN系统 (14)式的

新特点 , 下面讨论其低维约化的性质 . 显然 , 当

 与  无关时, (4+1)维KN系统 (13)式

退化为原来的 (1+1)维KN系统. 因此, 原 (1+1)维

KN 系统 (1)式的所有解仍然是 (4+1)维 KN系

统的特解. 因此, 这里不讨论这种平凡特例.

 4.1    (4+1) 维KN 系统的 (1+1) 维约化及其
(4+1) 维形变

 4.1.1    第一类 (1+1)维互反 KN系统及其

(4+1)维形变

{u, v} {x, z, ξ}当   与   无关时, (4+1)维 KN系

统 (13)式退化为 (1+1)维 KN系统 (1)式的第一

类互反形式: 

ut = u2uyy + 2u2vuy + 2u3vy,

vt = −u2vyy − 2uuyvy + 2u2vvy + 2v2uuy. (29)

(1+1)维互反 KN系统 (29)式的 Lax对为 

 

M̂yΦ ≡

(
u∂y − 2λ2 −2λu

2λv u∂y + 2λ2

)(
ϕ1

ϕ2

)
= 0,

N̂yΦ ≡

(
∂t + u(2uv + uy)∂y − 4λ2w −2λu(2w + uy)

−2λ(vy − 2vw) ∂t + u(2uv + uy)∂y + 4λ2w

)(
ϕ1

ϕ2

)
= 0. (30)

[M̂y, N̂y] = 0(30)式的相容性条件   正是 (1+1)维

互反 KN系统 (29)式.

显然, (1+1)维模型 (29)式符合形变定理, 因

此, 可以将形变术应用到 (29)式以得到可能的新

高维模型. 为此, 须先研究 (29)式的守恒律. 容易

验证, (29)式具有下述守恒律:
 

vt = (−u2vy + u2v2)y,

(u−1)t = (−uy − 2uv)y,

(vu−1)t = (uv)yy. (31)

根据守恒律 (31)式, 可以引入空间 y 和时间 t 的形

变算子:
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L̂y = ∂y + u−1∂x + vu−1∂z + v∂ξ,

T̂y = ∂t − (L̂yu+ 2uv)∂x + L̂y(vu)∂z

+ u2(v2 − L̂yv)∂ξ. (32)

由此, 根据形变定理, 第一类互反KN系统 (29)式的

(4+1)维可积形变具有下述形式: 

T̂yu = u2L̂2
yu+ 2u2vL̂yu+ 2u3L̂yv,

T̂yv = L̂y[u
2(v2 − L̂yv)]. (33)

既巧合也合理的是, 将 (32)式代入 (33)式, 展开

整理后可以发现结果与 (14)式完全相同 . 由于

(33)式与 (13)式的全同性 , 不再讨论 (33)式的

Lax可积性和对称可积性.

 4.1.2    第二类 (1+1)维互反 KN系统及其

(4+1)维形变

{z, t}当模型仅与   有关时, (4+1)维 KN系统

(13)式约化成第二类 (1+1)维互反 KN系统: 

ut = v2uzz + 2uv2uz + 2v(u2 + uz)vz,

vt = −v2vzz + 2uv2vz + 2v3uz. (34)

第二类 (1+1)维互反 KN系统的满足形变术要求

的守恒律, 有 

ut = (v2uz + u2v2)z,

(v−1)t = (vz − 2uv)z,

(uv−1)t = (uv)zz. (35)

由此可以引入时空形变算子:
 

L̂z = ∂z + v−1∂x + uv−1∂y + u∂ξ,

T̂z = ∂t + (L̂zv − 2uv)∂x + L̂z(vu)∂y

+ v2(u2 + L̂zu)∂ξ. (36)

从而, (34)式的 (4+1)维的可积形变为
 

T̂zu = v2L̂2
zu+ 2uv2L̂zu+ 2v[u2 + (L̂zu)]L̂zv,

T̂zv = −v2L̂2
zv + 2uv2L̂zv + 2v3L̂zu. (37)

很自然, 形变模型 (37)式虽然表面上和 (33)式与

(13)式很不相同, 实际上展开后它们全部和 (14)式

完全相同.

 4.1.3    第三类 (1+1)维互反 KN系统及其

(4+1)维形变

{x, y, z}当模型与  无关时, (4+1)维 KN系统

(13)式约化成第三类 (1+1)维互反 KN系统:
 

ut = u2v2(uξξ + uξ) + 2vu2(u+ uξ)vξ,

vt = u2v2(vξ − vξξ) + 2uv2(v − vξ)uξ. (38)

和第一类与第二类的 (1+1)维互反 KN系统所不

同的是 , 第三类的 (1+1)维互反 KN系统和原

(1+1)维 KN系统一样, u 和 v 有一定的互换对称

性. 第三类 (1+1)维互反KN系统 (38)式的 Lax对

具有下述形式: 

 

M̂ξΦ ≡

(
uv∂ξ − 2λ2 −2λu

2λv uv∂ξ + 2λ2

)(
ϕ1

ϕ2

)
= 0,

N̂ξΦ ≡

(
∂t + uv(3uv + vuξ − uvξ)∂ξ − 4λ2w −2λu(2w + vuξ)

−2λv(uvξ − 2w) ∂t + uv(3uv + vuξ − uvξ)∂ξ + 4λ2w

)(
ϕ1

ϕ2

)
= 0. (39)

[M̂ξ, N̂ξ] = 0(39)式的相容性条件   正是第三类

(1+1)维互反 KN系统 (38)式.

第三类 (1+1)维互反 KN系统 (38)式具有满

足形变术的下述守恒律:
 

(u−1)t = −(v2uξ + uv2)ξ,

(v−1)t = (u2vξ − u2v)ξ,

(u−1v−1)t = (uvξ − vuξ − 3uv)ξ. (40)

从上述守恒律, 可以引入下述空时形变算子:
 

L̂ξ = ∂ξ + u−1∂z + v−1∂y + u−1v−1∂x,

T̂ξ = ∂t − [v2(L̂ξu) + uv2]∂z + [u2(L̂ξv)− u2v]∂y

+ [u(L̂ξv)− v(L̂ξu)− 3uv]∂x. (41)

L̂ξ T̂ξ利用空时形变算子   和   , 第三类 (1+1)维互反

KN系统 (38)式可被形变到一个 (4+1)维KN系统:
 

T̂ξu = u2v2(L̂2
ξu+ L̂ξu) + 2vu2[u+ (L̂ξu)]L̂ξv,

T̂ξv = u2v2(L̂ξv − L̂2
ξv) + 2uv2[v − (L̂ξv)]L̂ξu.

(42)

毫不奇怪也不难直接展开验证, (4+1)维 KN系统
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(42)式和 (14)式完全相同. 至此得到了 (4+1)维

KN系统 (14)式的 4个用不同形变算子表示的等

价表达式——(13)式、(33)式、(37)式和 (42)式.

 4.2    (4+1) 维 KN 系统的 (2+1) 维约化

对于 (4+1)维 KN系统 (13)式的 (2+1)维约

化, 直接列出 6种非平庸的约化.

约化 1　(1+1)维KN系统 (1)式与第一类互反KN

系统 (29)式的可积组合: 

ut = (2u2v + 2uuy + ux)x + (2u3v + u2uy)y

− 2uy(2u
2v + uuy + ux),

vt = (2uv2 − 2uvy − vx)x + (u2v2 − u2vy)y. (43)

约化 2　(1+1)维KN系统 (1)式与第二类互反KN

系统 (34)式的可积组合: 

ut = (2u2v + 2vuz + ux)x + (u2v2 + uzv
2)z,

vt = (2uv2 − 2vvz − vx)x + (2uv3 − v2vz)z

− 2vz(2uv
2 − vvz − vx). (44)

约化  3  (1+1)维 KN系统 (1)式与第三类互反

KN系统 (38)式的可积组合:
 

ut = (ux + 2uvuξ + 2u2v)x　

+ (uξu
2v2 + u3v2)ξ

− 2vuξ(u
2v + uvuξ + ux),

vt = (2uv2 − vx − 2uvvξ)x　

　+ (u2v3 − vξu
2v2)ξ

+ 2uvξ(uvvξ − uv2 + vx).　 (45)

我们知道原 (1+1)维 KN系统 (1)式存在一

种导数非线性薛定谔约化 . 仔细分析可以发现 ,

(4+1)维方程一般情况下已经不存在这种类型的

约化. 然而, 有意义的是, (2+1)维约化 (45)式仍

然具有类似的约化. 为此, 对 (45)式作下述变换:
 

u(x, ξ, t) = p(x, iξ, it),

v(x, ξ, t) = iq(x, iξ, it), 　 i =
√
−1. (46)

在变换 (46)式下, (45)式成为
 

 

qt = (iqx − 2ipqqy + 2q2p)x + (ip2q2qy − p2q3)y − 2pqy(ipqqy − q2p− iqx),

pt = (−ipx + 2ipqpy + 2p2q)x − (ip2q2py + p3q2)y + 2qpy(ipqpy + p2q − ipx). (47)

{iξ, it} {y, t}

p = ±q∗

为了方便 ,  (47)式中的   已经被重新标记为   . 显然 (47)式允许导数非线性薛定谔型约化 ,

 ,
 

qt = (iqx ∓ 2i|q|2qy ± 2|q|2q)x + (i|q|4qy − |q|4q)y ∓ 2q∗qy(±i|q|2qy ∓ |q|2q − iqx). (48)

约化 4　 第一类互反 KN系统 (29)式与第二类互反 KN系统 (34)式的可积组合:
 

ut = (2u3v + u2uy + 2uvuz)y + (u2v2 + uzv
2)z − 2uy(2u

2v + uuy + vuz),

vt = (u2v2 − u2vy)y + (2uv3 − 2uvvy − v2vz)z − 2vz(2uv
2 − uvy − vvz). (49)

约化 5　第一类互反 KN系统 (29)式与第三类互反 KN系统 (38)式的可积组合:
 

ut = (u2uy + 2uξu
2v + 2vu3)y + (uξu

2v2 + u3v2)ξ − 2uvuξ(uv + vuξ + 2uy)− 2uuy(2uv + uy),

vt = (u2v2 − u2vy − vξu
2v)y + (u2v3 − vξu

2v2 − u2vvy)ξ + 2vξu
2(vξv − v2 + vy). (50)

约化 6　第二类互反 KN系统 (34)式与第三类互反 KN系统 (38)式的可积组合:
 

ut = (v2uz + uξuv
2 + u2v2)z + (uξu

2v2 + uv2uz + u3v2)ξ − 2v2uξ(u
2 + uuξ + uz),

vt = (2uv3 − vzv
2 − 2vξuv

2)z − (u2v3 − vξu
2v2)ξ + 2uvvξ(uvξ − uv + 2vz)− 2vvz(2uv − vz). (51)

{y, z} L̂KN T̂KN

本节的 (2+1)维约化系统的 Lax对均可从 (20)式和 (21)式直接去掉两个无关变量的导数得到. 例如

对于 (45)式的约化 3, 模型是  无关的, 因此其 Lax对只要将 (20)式和 (21)式中的  和  作下述

替换即可:
 

L̂KN → L̂′, T̂KN → T̂ ′, L̂′ ≡ ∂x + uv∂ξ,

T̂ ′ ≡ ∂t + (vL̂′u− uL̂′v + 3u2v2)∂ξ.
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 4.3    (4+1) 维 KN 系统的 (3+1) 维约化

对于 (4+1)维 KN系统 (13)式, 可以找到 4种 (3+1)维约化, 具体约化结果如下.

第一类 (3+1)维互反 KN系统是 (1+1)维 KN系统 (1)式、第一类互反 KN系统 (29)式和第二类互

反 KN系统 (34)式的可积融合: 

ut = (2u2v + 2uuy + 2vuz + ux)x + (2u3v + u2uy + 2vuuz)y + (u2v2 + v2uz)z − 2uy(2u
2v + uuy + vuz + ux),

vt = (2uv2 − 2uvy − 2vvz − vx)x + (u2v2 − u2vy)y + (2uv3 − 2uvvy − v2vz)z − 2vz(2uv
2 − uvy − vvz − vx).

(52)
(3+1)维可积互反 KN系统 (52)式也可以直接利用 3个 (1+1)维可积 KN型系统 (1)式、(29)式和 (34)式

中的任何一个, 以及它们的两个守恒律直接作形变得到.

第二类 (3+1)维互反 KN系统是 (1+1)维 KN系统 (1)式和第一类互反 KN系统 (29)式及第三类互

反 KN系统 (38)式的可积融合: 

ut = (ux + 2u2v + 2uvuξ + 2uuy)x + (u2uy + 2u2vuξ + 2vu3)y + (u2v2uξ + u3v2)ξ

− 2uy(2u
2v + uuy + ux)− 2vuξ(u

2v + uvuξ + 2uuy + ux),

vt = (2v2u− vx − 2uvvξ − 2uvy)x + (u2v2 − u2vy − vξu
2v)y + (u2v3 − u2v2vξ − u2vvy)ξ

+ 2uvξ(uvvξ − v2u+ uvy + vx). (53)

(3+1)维可积互反 KN系统 (53)式也可以直接利用 3个 (1+1)维可积 KN型系统 (1)式、(29)式和 (38)式

中的任何一个, 以及它们的两个相应的守恒律直接作形变得到.

第三类 (3+1)维互反 KN系统是三类 (1+1)维互反 KN系统 (1)式、(34)式及 (38)式的组合, 并加上

各组份间的相互作用项以保证可积性: 

ut = (ux + 2vuz + 2uvuξ + 2u2v)x + (v2uz + uv2uξ + u2v2)z + (u2v2uξ + uv2uz + u3v2)ξ

− 2vuξ(u
2v + uvuξ + vuz + ux),

vt = (2v2u− 2vvz − vx − 2uvvξ)x + (2uv3 − v2vz − 2uv2vξ)z + (u2v3 − u2v2vξ)ξ

+ 2(uvξ + vz)(uvvξ + vvz + vx)− 2uv2(uvξ + 2vz). (54)

(3+1)维可积互反 KN系统 (54)式还可以直接利用 3个 (1+1)维可积 KN型系统 (1)式、(34)式和 (38)式

中的任何一个, 以及它们两个相应的守恒律直接利用形变术得到.

第四类 (3+1)维互反 KN系统是三类 (1+1)维互反 KN系统 (29)式、(34)式及 (38)式的可积组合: 

ut = (u2uy + 2u2vuξ + 2uvuz + 2vu3)y + (v2uz + uv2uξ + u2v2)z + (u2v2uξ + uv2uz + u3v2)ξ

− 2vuξ(u
2v + uvuξ + 2uuy + vuz)− 2uy(2u

2v + uuy + vuz),

vt = (u2v2 − u2vy − u2vvξ)y + (2uv3 − v2vz − 2vuvy − 2uv2vξ)z + (u2v3 − u2v2vξ − u2vvy)ξ

+ 2uvξ(uvy + 2vvz − v2u+ uvvξ) + 2vz(uvy + vvz − 2uv2). (55)

(3+1)维可积互反 KN系统 (55)式可以直接利用 3个 (1+1)维可积互反 KN型系统 (29)式、(34)式和

(38)式中的任何一个, 并利用形变术来获得.

 5   (2+1)维互反型导数非线性薛定谔方程 (48)的形变孤子解

虽然本文提出了大量的新的高维可积的 KN互反系统, 然而由于新模型中包含了 KN系统及其互反的

组合, 因此对这些系统的求解变得极其困难. 本节仅讨论 (2+1)维互反型导数非线性薛定谔方程 (48)的包

络行波解. 对于方程 (48), 取定上面的正负号, 即 

qt =　(iqx − 2i|q|2qy + 2|q|2q)x + (i|q|4qy − |q|4q)y − 2q∗qy(i|q|2qy − |q|2q − iqx). (56)
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(56)式的包络行波解可设为 

q = Q(X) exp{−i[k0x+ l0y + ω0t+ θ(X)]}, 　X ≡ k1x+ k2y + ωt. (57)

将 (57)式代入 (56)式, 分离实部和虚部, 并将 q 和 Q 分离即得 

θX =
c1
Q2

− 2l0 − 3

2k2
+

2k0k1k2 − 2l0k
2
1 + 3k21 − k2ω

2k22Q
2(k2Q− k1)

,

4Q3(k2Q− k1)
3QXX + 8k2Q

4(k2Q− k1)Q
2
x + 3Q8 + 4C1Q

6 + ω2Q
4 − ω2

1 = 0, (58)

c1 C1, ω1 ω2其中  为积分常数;   和  定义为 

C1 = 2c1k2 − 2k0 + k(2l0 − 3), ω1 = 2c1k1 − 2kk0 + ωk−1
2 + k2(2l0 − 3),

 

ω2 = 4k22c
2
1 − 8c1k1 − 4k20 + 4kk0(2l0 − 1) + 4ω0 − 2ω(2l0 − 1)k−1

2 − k2(4l20 − 4l0 − 3).

(58)式中 Q 方程的解可以用下述椭圆积分表示:  ∫ Q η(k2η
2 − k1)√

c2η2 − η8 − 2C1η6 − ω2η4 − ω2
1

dη = −X −X0

2
, (59)

c2 X0其中  和  为积分常数.

C1, c2, ω2 ω1为了给出孤子解的表达式, 将任意常数  及  取为 

C1 = −a2 − b, c2 = 2a2(c2 + a2b), ω2 = a4 + 4a2b+ c2, ω2
1 = c2a4. (60)

Q = |q|, C =
√
2a2b− a4 − c2当常数满足 (60)式的关系时, 椭圆积分解 (57)式退化成单孤子解 (  ): 

C2(2b|q|2 − |q|4 − c2)

[(a2 − b)|q|2 − a2b+ c2]2
= tanh2

[
C

a2k2 − k1

(
k2 arctan

|q|2 − b√
2b|q|2 − |q|4 − c2

+X +X0

)]
. (61)

k2 = 1/2000

k2 = 1

c = 0

图 1(a)显示当形变参量 (此处为  )

较小时, (2+1)维导数非线性薛定谔方程 (56)的暗

(灰)孤子解, 此时暗孤子解 (61)式相对于孤子中

心几乎是对称的. 图 1(b)显示了当形变参量 (此处

为   )比较大时, (2+1)维导数非线性薛定谔

方程 (56)的暗 (灰)孤子解 (61)式, 此时暗孤子解

相对于孤子中心是明显不对称的. 图 1(c)给出的

是当   时由 (61)式表示的暗尖峰孤子结构.

 6   结　论

本文将形变术应用到了著名的 (1+1)维 KN

系统 , 得到了许多新型的互反型 (D+1)维可积

KN系统. 其中包括 3个新的 (1+1)维 KN系统的

互反模型、6个 (2+1)维互反型可积 KN系统、

4个 (3+1)维互反型可积 KN系统和一个 (4+1)

维互反型可积 KN系统 .  6个 (2+1)维模型中 ,

3个是原 KN系统和 3个不同类型互反系统的可
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
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(c)

b = 20, c = 1, k2 = 1/2000, k1 = 2, a = 1, X0 = 0

b = 20, c = 1, k2 = 1, k1 = 2, a = 1, X0 = 1.563 c = 0

图 1    导数非线性薛定谔方程 (56)的单孤子解 ((61)式)　(a) 参数取值为   ;

(b) 参数取值为  ; (c) 由 (61)式和  表示的暗尖峰孤子结构, 其他参数与图 (b)

相同

b = 20,

c = 1, k2 = 1/2000, k1 = 2, a = 1, X0 = 0 b = 20, c = 1, k2 = 1, k1 = 2, a = 1, X0 = 1.563

c = 0

Fig. 1. Single  soliton  solution  (Eq.  (61))  of  the  nonlinear  Schrödinger  equation  (56):  (a)  Parameters  are  selected  as   

 ;  (b)  parameters  are  selected  as      ;

(c) a dark peakon soliton solution expressed by Eq. (61) with    and other parameters are same as in panel (b). 
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积组合; 另 3个是 3个不同类型的互反系统的两两

可积组合. 4个 (3+1)维系统中, 3个是原 KN系

统和其他 2个不同互反系统的可积组合, 一个是

3个不同互反系统的可积组合 .  (4+1)维互反型

KN系统包含了所有 14个低维系统的可积约化.

(2+1)维互反型可积 KN系统 (45)式允许一个互

反型导数非线性薛定谔可积约化 (56)式. (56)式

的包络行波解可用一个复杂的椭圆积分表示. 包络

暗 (灰)孤子在比较小的形变下仍具有近似的中心

对称形式, 但在大的形变影响下, 包络暗 (灰)孤子

具有明显的中心对称破缺. 包络暗孤子是一种新型

的暗尖峰孤子.

从本文的结果可知, 高维可积系统是存在的,

而且非常丰富, 利用低维可积系统的不同守恒律,

可以得到很多不同类型的高维可积系统. 这类可积

系统和形变前的可积系统的可积性除了 Painlevé

可积性难于保持外, 其他可积性, 如 Lax可积性和

对称可积性可以得到很好的保持 . 形变系统的

Lax对可以直接从形变前的 Lax对应用形变术来

得到. 形变系统的高阶对称不能从原系统直接形变

得到, 但可以从原系统的高阶流方程的形变得到.

虽然传统的可积系统已经有很多的有效研究

方法来得到严格解, 然而, 新的系统是一种全新的

可积系统, 传统的求解方法已经不能再应用, 所有

的研究方法需要重新研究发展. 过去对于原方程的

互反方程的研究要利用互反变换变回到原方程来

研究, 然后再互反回来. 但是对于现在得到的新模

型, 这一有效方法不再适用, 因为原模型和互反模

型被结合在了同一个模型. 大大增加了这类模型研

究难度, 但也提供了新的研究机遇. 虽然形变猜想

(或定理)适用于所有可积系统, 但每个可积系统各

有特色, 仍然需要分别深入研究, 以期在某个合适

的模型首先得到对这类模型研究的突破.

感谢胡星标教授、刘青平教授和张大军教授等提供有

益的讨论.
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Abstract

D ⩽ 3

The study of integrable systems is one of important topics both in physics and in mathematics. However,

traditional  studies  on  integrable  systems  are  usually  restricted  in  (1+1)  and  (2+1)  dimensions.  The  main

reasons  come  from  the  fact  that  high-dimensional  integrable  systems  are  extremely  rare.  Recently,  we  found

that a large number of high dimensional integrable systems can be derived from low dimensional ones by means

of  a deformation algorithm. In this  paper,  the (1+1) dimensional  Kaup-Newell  (KN) system is  extended to a

(4+1)  dimensional  system  with  the  help  of  the  deformation  algorithm.  In  addition  to  the  original  (1+1)

dimensional  KN  system,  the  new  system  also  contains  three  reciprocal  forms  of  the  (1+1)  dimensional  KN

system.  The model  also  contains  a  large  number  of  new (D+1) dimensional  (  )  integrable  systems.  The

Lax integrability and symmetry integrability of  the (4+1) dimensional  KN system are also proved.  It  is  very

difficult to solve the new high-dimensional KN systems. In this paper, we only investigate the traveling wave

solutions  of  a  (2+1)  dimensional  reciprocal  derivative  nonlinear  Schrödinger  equation.  The  general  envelope

travelling wave can be expressed by a complicated elliptic integral. The single envelope dark (gray) soliton of

the derivative nonlinear Schödinger equation can be implicitly written.

Keywords: higher  dimensional  integrable  models,  Kaup-Newell  systems,  deformation  algorithm,  travelling
wave solutions
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