
 

分形格点中伊辛模型的临界行为*
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分形格点是一类特殊的格点, 它具有非整数的维度, 且打破了平移不变性. 本文对分形格点中伊辛模型

的临界行为进行了研究. 在这个系统中存在从有序到无序的连续相变, 本文利用张量网络重正化群算法计算

了不同位置格点上的物理量, 并据此在不同空间位置拟合出了相应的临界指数. 由于平移对称性的缺失, 发

现临界指数的拟合结果对空间位置有依赖关系. 另外, 在分形格点中的不同位置检验了临界指数间的标度关

系 (hyperscaling relations), 最终发现在某些格点上所有的标度关系全部成立, 而在另外一些格点上则只有部

分的标度关系成立.
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 1   引　言

ϕ4

临界现象是凝聚态物理和统计物理学中的重

要研究课题. 在临界点处, 热力学量会出现奇性,

关联长度会发散, 这些特性都可以在理论模型中运

用重正化群的方法计算得到 [1−4]. 二维方格子中的

伊辛模型代表了临界现象中的一个普适类. 它是一

个严格可解的模型, 1944年 Onsager[5] 给出二维正

方格子中伊辛模型在没有外场情况下的配分函数,

严格证明了在二维伊辛模型中存在连续相变. 此

后, 杨振宁 [6] 严格计算了二维方格子中的自发磁

矩. 而一维的伊辛模型则不存在铁磁到非铁磁的相

变: 利用 decimation重正化群算法, 可以严格计算

出系统的重正化流; 用转移矩阵的方法可以计算出

一维伊辛模型的配分函数 [4]. 进一步, 通过对  理

论的重正化群计算, Wilson和 Kogut[7] 证明了在

大于一维的格点中的伊辛模型存在铁磁到非铁磁

的相变.

相比于常规的布拉维格点, 对分形格点中的伊

辛模型的研究较少. 与常规布拉维格点所不同的

是, 分形格点不具有平移不变性, 在空间上是非均

匀的, 因此对分形格点的研究可以加深我们对非均

匀性影响的认识. 另外, 分形格点的系统通常具有

非整数的维度, 对它的研究可以帮助理解非整数维

度下的物理特性. Gefen等 [8−12] 最早用重正化群的

方法对分形格点进行研究. 对于分形格点中的伊辛

模型, 根据有无相变发生, 可以将其分为两类. 第

一类是不存在从有序到无序的相变的分形格点. 对

于这类格点, 它们有一个共同的特征, 即在这些格

点中给定一个任意大的区域, 这个区域内的自旋与

区域外的自旋相连的键的数目是有限的, 总是可以

像一维的伊辛模型一样, 精确地求解出它们的重正

化流 , 从而证明其不存在有限温度的不动点 [8].

Sierpinski gasket格点上的伊辛模型就是其中的一

个例子, 它的 Hausdorff维度是大于 1的, 但已经
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被证明不存在铁磁到顺磁的相变 [8,13]. 虽然在这个

格点系统中不存在相变过程, 却存在非平庸的行

为: 在系统尺寸有限的情况下, 或者外加非常小的

磁场时, 会出现相变过程 [14].

T = 0

T = ∞

Tc > 0

J1-J2

另一类格点则是存在从有序到无序相变的分

形格点. Sierpinski carpet格点中的伊辛模型就是

其中的一个例子. 在这个格点中, 已经被证明存在

铁磁到顺磁的相变 [8, 15]; Gefen等 [8] 利用重正化群

对该格点中的伊辛模型进行了分析, 发现  和

 都对应着重正化流中稳定的不动点, 说明在

这个系统中至少存在一个有限温度的不稳定的不

动点  . 而且, 该模型中的临界指数已经通过

蒙特卡罗 (Monte-Carlo algorithm)和有限尺度标度

(finite size scaling)相结合的方法尝试计算得到 [16].

然而, 在进行有限尺度标度计算时, 系统的格点数

指数增加, 此方法限于一定的尺度. 张量网络重正

化群算法的发展改进了这一问题, 给我们提供了

一种高精度的方法来计算经典统计模型中的物理

量 [17−29]. 利用这个方法, 可以计算非常大尺寸的

系统, 极大抑制尺寸效应带来的影响, 计算精度远

高于蒙特卡罗和有限尺度标度相结合的方法. 由于

分形格点具有重新标度的不变性 (rescaling invari-

ance), 非常便于重正化群的计算. 基于高阶奇异值

分解的张量重正化群算法 (higher  order  tensor

renormalization group, HOTRG)已被应用于计算

分形格点中的临界指数, 得到了十分准确的结果 [30].

此后, HOTRG方法还被应用于计算分形格点中的

 模型 [31] 及横场量子伊辛模型 [32]. 人们在分形

格点中还发现了拓扑相和高阶拓扑相的存在 [33−35].

本文利用 HOTRG重正化群算法计算得到了

不同位置格点上的物理量, 并据此在不同空间位置

拟合出了相应的临界指数 a, h, n 和 g. 由于平移

对称性的缺失, 我们发现临界指数的拟合结果对空

间位置有依赖关系. 本文在分形格点中的不同位置

检验了临界指数间的标度关系, 最终发现在某些格

点上所有的标度关系全部成立, 而在另外一些格点

上则只有部分的标度关系成立. 本文的内容安排如

下: 第 2节介绍使用 HOTRG对分形格点进行研

究的方法, 详细介绍了如何将各个物理量表示成张

量网络的形式, 以及如何利用 HOTRG求得最终

的结果; 第 3节给出利用 HOTRG方法计算得到

的分形格点中各个物理量的期望值, 并对相应的临

界指数进行了拟合; 第 4节进行了总结和展望, 讨

论了平移对称性的缺失和分数维度对临界行为带

来的影响.

 2   数值方法

 2.1    理论模型

本文研究的伊辛模型在图 1所示的分形格点

上, 图中每一个圆点表示一个自旋, 不同圆圈之间

的连线表示自旋之间的伊辛相互作用: 

H (σ, σ′) = −Jσσ′, (1)

+1 −1

J > 0

dH = ln 12/ ln 4 ≈ 1.792

其中自旋 s 的取值为  或  . J 表示相互作用强

度大小, 其值大于 0表示铁磁相互作用, 小于 0则

表示反铁磁相互作用. 本文研究铁磁相互作用, 故

 . 如图 1所示, 本文研究的格点具有循环的

结构. 图 1(b)所示的团簇由 12个格点组成, 如果

将图 1(b)所示的整个团簇替换图 1(b)中的每一个

格点便得到图 1(c)所示的团簇, 同样可以用图 1(c)

中的团簇替换图 1(b)中的每一个格点得到一个更

大的团簇. 该过程可以一直进行下去, 每次用新得

到的团簇替换图 1(b)中的每一个格点得到一个更

大的团簇, 最终生成本文研究的分形格点. 从图 1(b)

可以看到, 每次替换, 系统的尺寸放大了 4倍, 而格

点数增加了 12倍; 因此, 按照 Hausdorff维度的定

义, 该格点具有分数的维度  .

对于某一个键上的相互作用来说, 局域的玻尔

兹曼权重为
 

exp
[
−H (σ, σ′)

kBT

]
= exp

[
J

kBT
σσ′
]
= eKσσ′

. (2)

 

(a)

(b)
23

1

(c)

图 1    分形格点　(a) 单个自旋; (b) 12个自旋连接在一起

组成团簇 ; (c) 图 (b)的团簇替换图 (b)中的格点得到的新

的团簇 . 其中橙色的点表示自旋 , 他们之间的连线表示自

旋之间的伊辛相互作用

Fig. 1. Fractal  lattice:  (a)  A  single  spin;  (b)  12 spins  are

joined together to form a cluster; (c) each site in the cluster

shown  in  panel  (b)  is  replaced  with  the  entire  cluster  in

panel (b), yielding the new cluster. The orange dots indicate

spins and the lines between them indicate the Ising interac-

tion between them. 
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kB K =

1/T σ′

为了计算方便 , 这里取 J 和   为 1, 相应的  

 . 通过引入一个位于自旋 s 和  之间辅助的自

旋 s, 可以将玻尔兹曼权重改写为 

eKσσ′
=

1

2
(
cosh 2K̄

)1/2 ∑
s=±1

eK̄s(σ+σ′). (3)

σ = σ′ (
cosh 2K̄

)1/2
σ ̸= σ′ (

cosh 2K̄
)−1/2

当   时, (3)式右边的取值为   ; 当

 时 ,  (3)式右边的取值为   . 因

此, 为了使 (3)式等号成立, 取 

eK̄ =

√
e2k +

√
e4K − 1. (4)

通过引入矩阵 

Wσs = eK̄σs
[
2
(
cosh 2K̄

)1/2]−1/2

, (5)

就可以将玻尔兹曼权重表示成 

eKσσ′
=
∑

s
WσsWσ′s, (6)

其中, 矩阵W形式为 

W =

(√
cosh (K)

√
sinh (K)√

cosh (K) −
√
sinh (K)

)
. (7)

将玻尔兹曼权重用矩阵W来表示, 可以将伊

辛模型的配分函数映射到一个和本文研究的格点

具有相同几何结构的张量网络上. 其中, 每一个自

旋对应一个张量, 且张量阶数等于该自旋最近邻个

数. 对于具有 4个最近邻的格点, 可以由W得到

单个自旋所对应的张量 T, 

Txx′yy′ =
∑
σ

WσxWσx′WσyWσy′ . (8)

对于包含 3个最近邻的格点, 如果在 x 方向有两个

最近邻, 而 y 方向只存在一个最近邻, 其对应的张

量为 

Xxx′y =
∑

σ
WσxWσx′Wσy; (9)

如果在 y 方向有两个最近邻, 而 x 方向只有一个最

近邻, 则其对应的张量为 

Yxyy′ =
∑

σ
WσxWσyWσy′ . (10)

类似地, 对于包含 2个最近邻的格点, 其 x, y 方向

各只有一个最近邻, 所对应的张量为 

Cxy =
∑

σ
WσxWσy. (11)

可以验证对张量网络的所有下标收缩求和后即得

到配分函数: 

Z = Tr
∏

i
Txix′

iyiy′
i
, (12)

Tr其中  表示对张量之间所有相连的指标求和缩并.

 2.2    重正化群方法

Ux Uy Ux

Uy T (n)

在将配分函数表示为张量网络 (12)式的形式

后, 通过粗粒化进行 HOTRG重正化群计算. 粗粒

化过程类似生成分形格点的逆过程, 即在每次粗粒

化的过程中, 将每个团簇中十二个张量的下标求和

缩并, 从而得到粗粒化后新的张量. 在用 HOTRG

进行张量网络收缩的时候, 首先需要利用高阶奇异

值分解求得幺正的张量  ,   
[19] (参见图 3).   ,

 的计算过程如下, 首先对两个   张量的上下

指标求和: 

M (n)
xx′yy′ =

∑
i
T (n)

x1,x′
1,y,i

T (n)
x2,x′

2,i,y
′ , (13)

T (n)

n = 0 T (0) M (n)

x = x1 ⊗ x2 x′ = x′
1 ⊗ x′

2 x1

x2 x1 x2

x′

M (n)

M (n)

这里的   表示 n 次粗粒化之后得到的张量, 当

 时 ,    为 (8)式中所定义的 T. 其中  

的指标   ,    , 这里把指标   ,

 合作了一个指标 x, 因此指标 x 的维度为  ,  

维度的乘积,   与之类似. 上述过程可以用图 2(a)

来表示. 接下来, 把张量   当作一个矩阵来处

理, 把  的 x 指标看成一个独立的指标, 把剩下

的三个指标合作另一个指标, 从而得到 

M (n)L ≡ M
(n)
x,x′yy′ . (14)

M (n)L (M (n)L)†进一步通过对厄密矩阵   做奇异值

分解: 

M (n)L(M (n)L)† = ULΓ L (UL)† , (15)

UL Γ L Γ L

M (n)L (M (n)L)†
M (n) x′

得到幺正矩阵  及对角矩阵  ;   的对角项为

厄密矩阵  的本征值. 该过程的示意

图如图 2(b)所示. 同样地, 可以把   的   指标

当成独立的指标, 把其他的指标合作另一个指标: 

M (n)R ≡ M
(n)
x′,xyy′ . (16)

UR Γ R

UR UL M (n)L (M (n)L)†
M (n)R (M (n)R)† UR UL

U ′x UR UL

UR UL

UR UL U ′x

UR UL

用相同的方法求得幺正矩阵  和  . 这样, 幺正

矩阵   ,    的每一列分别为   ,

 的本征态. 如果  ,   的维度小

于我们预设的截断长度 D, 取   为   ,    中任

意一个即可. 如果  ,   的维度大于截断长度 D,

需进行截断, 只保留其中本征值最大的 D 列. 截断

后的  和  一般情况下并不相等, 这里取  为

 ,   中带来较小截断误差的那个矩阵. 截断误

差的计算如下: 

ϵR(L) =
∑

i>D
Γ

R(L)
ii , (17)
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∑
i>D

ϵR < ϵL U ′
x UR

U ′
x UL

x = x1 ⊗ x2 x′ = x′
1 ⊗ x′

2

U ′x Ux
x1,x2,i

其中  表示除去 D 个最大本征值后, 对剩下的

本征值求和. 如果  , 取  为  ; 反之, 则取

 为  . 在前面的计算中将两个指标合为了一个

指标:    ,    ; 接下来, 需要复

原原来的指标表示, 即将  写成三阶张量  ,

U ′x这里把   的行指标拆成了两个指标, 该过程如

图 2(c)所示.

Ux

T
(n)
1 T

(n)
1

M
(n)
1

y = y1 ⊗ y2 y′ = y′1 ⊗ y′2 y1 y2

y1 y2 y′

M
(n)
1

y′

Ux Uy

在求得  后, 可以通过图 2(d)所示的张量网

络的收缩过程得到  . 然后将两个  的左右指

标求和得到   , 该过程如图 2(e)所示, 这里有

 ,    , 把指标   ,    合作了一

个指标 y, 指标 y 的维度为   ,    维度的乘积,   

与之类似. 接下来, 同样可以把   当作矩阵处

理, 分别把它的 y 或  指标看成独立的指标, 把剩

下的三个指标合到另一个指标. 这样, 重复前文计

算  的过程, 可以计算得到  .

Ux Uy

T (n) X(n) Y (n) C(n) Ux

Uy T (n+1) X(n+1) Y (n+1) C(n+1)

T (n) X(n) Y (n) C(n)

n = 0

在求得  和  之后, 进行如图 3所示的张量

网络的收缩过程, 从  ,   ,   ,   ,   ,

 出发, 收缩得到  ,   ,   ,   .

这里  ,   ,   ,   表示的是经过 n 次粗粒

化过程后得到的张量, 当   时, 他们分别对应

(8)式—(11)式定义的T, X, Y, C. 由于分形格点的特

性, 粗粒化前后的格点具有相同的结构, 因此可以

一直重复这个粗粒化的过程. 最终在粗粒化足够多

次之后, 选取周期性边界条件计算配分函数: 

Zn (T ) =
∑
x,y

T (n)
x,x,y,y. (18)

如图 4(a)所示, 在经过几次粗粒化的过程之后, 计

算得到的平均自由能 

f (T ) = − T

N
ln (Z (T )) (19)

 

(b)




~
~

MLM†:

M M UL L (UL)†

(a) 

1
12

2
12
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图 2    HOTRG张量重正化群计算过程的图形表示　(a)将

两个   张量的上下指标求和得到张量   , 在这里有

 ,    ,    ,    合为了指标 x,    ,   

合为了指标  ; (b)对  奇异值分解得到  ,

 ;  (c)将   的 x 指 标 拆 分 成   ,    指 标 得 到   ;

(d)将两个  张量, 两个  张量求和缩并得到张量  ;

(e)将两个  张量左右相连得到  , 在这里有 

 ,    ,    ,    合为了指标 y,    ,    合为了指

标  

M (n)

T (n) x1 x2

x′
1 x′

2 x′ x = x1 ⊗ x2

x′ = x′
1 ⊗ x′

2 x1 x2
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2

x′ x = x1 ⊗ x2 x′ = x′
1 ⊗ x′

2 x1 x2

Fig. 2. Graphical representations  of  HOTRG   renormaliza-

tion steps: (a) Determination of tensor     by contract-

ing two     tensors. Here, indexes    ,     are combined

into index x and   ,    are combined into    (  ,

 ,    ,    ); (b) performing a singular value de-

composition of matrix    to obtain matrices

  and    ; (c) dividing the index x of     into     and

  to obtain tensor    ; (d) determination of tensor   

by contracting two    and two    tensors; (e) determi-

nation  of  tensor      by  contracting  two      tensors.

Here, indexes   ,    are combined into index x and   ,  

are combined into   (  ,   ,   ,   ).
 

 

(a) (b)

(c) (d)

T 

Y  U

U

X

C

Ux Uy T (n)

X(n) Y (n) C(n) T (n+1)

Y (n+1) X(n+1) C(n+1)

图  3    粗粒化过程的图形表示 , 从张量   ,    ,    ,

    ,   出发, 对张量网络求和缩并得到 (a)   ,

(b)   , (c)   , (d)  

T (n+1) Y (n+1)

X(n+1) C(n+1)

Ux Uy T (n) X(n) Y (n)

C(n)

Fig. 3. Graphical representations of the coarse graining pro-

cesses.  Obtaining  the  tensors  (a)    ,  (b)    ,

(c)    and (d)    by contracting the tensor net-

works  consisting  of    ,    ,    ,    ,      and

 .
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12n

就已经收敛. 这里的 N 表示总自旋数. 如果需要

n 次粗粒化过程, 计算的就是具有  个自旋的分

形格点. 当 n 足够大时, 可以认为系统达到了热力

学极限, 尺寸效应带来的影响忽略不计.

D = 16 D = 24

10−11

使用上述 HOTRG进行粗粒化的过程会带来

一定的误差, 通过增加 HOTRG过程中的截断长

度, 可以将误差控制在一个较小的范围. 如图 4(b)

所示, 在临界点处, 随着截断长度的增加, 计算得

到的自由能收敛; 取截断长度   相比  

得到的自由能的相对误差小于   . 事实上, 由

于本文研究的格点所具有的特性, 即使在临界点, 每

次奇异值分解得到的奇异值谱仍是指数衰减的 [26].

因此只需要选取适中的截断长度就能得到较为精

确的结果.

 2.3    物理量的计算

物理量 O 的期望值定义为 

⟨O⟩ = TrO exp

(
−β
∑
m,n

H (σm, σn)

)/
Z. (20)

⟨σi⟩式中分母即为配分函数, 对于单点函数   , 其分

子部分的计算与配分函数的计算方法类似; 唯一的

不同之处在于, 需要把格点 i 处张量替换为杂质点

张量, 

T̃ss′s′′s′′′ =
∑
σ

σ WσsWσs′Wσs′′Wσs′′′ . (21)

⟨σiσj⟩

T̃

而对于两点函数  , 其分子部分的计算则需要

将 i, j 格点处的张量同时替换为 (21)式中的  . 其

他多点函数的计算方法与之类似, 都可以通过插入

杂质点张量来实现. 本文以下计算的物理量都可以

⟨σi⟩
用单点函数和两点函数表示. 例如格点 i 上的磁矩

 , 格点 i, j 之间的关联函数 

G (i, j) = ⟨σiσj⟩ − ⟨σi⟩ ⟨σj⟩ . (22)

h ̸= 0∑
⟨m,n⟩

H(σm, σn)∑
⟨m,n⟩

H(σm, σn)−
∑

m
hσm

需要注意的是 , 如果考虑外加磁场   的

情况 , 需将 (20)式中   替换成

 .

 3   数值结果

α 3.1    临界指数 

U = −J ⟨σiσj⟩ σi σj

首先, 计算热力学量——比热的临界行为. 利

用插入杂质点张量的算法, 先计算出某一个键上的

内能    (这里自旋   和   为通过这个

键相连的两个自旋). 然后对内能数值求导得到

比热: 

c (T ) =
dU (T )

dT
. (23)

D = 16

n = 50

由于本文研究的格点并不具有平移不变性, 在不同

格点位置的计算结果一般并不相同, 需要给定键的

所在位置. 格点 i, j 为这个键相连的两个格点, 用

下面的方法确定它们的位置: 前面提到, 分形格点

的产生过程中, 每次将 12个格点或者团簇合成一

个更大的团簇; 每次合并总让格点 i 或其所在的团

簇位于图 1(b)中所示的位置 1; 而格点 j 则为其正

上方的最近邻. 当格点粗粒化次数为 1或者 2时,

键的位置分别对应图 1(b)和图 1(c)虚线框所标出

的位置. 在计算过程中, 截断长度选取为   ,

粗粒化的次数为  次. 本文后续的计算中, 如

无特别说明, 均采用上述 D, n 取值.

 

0 10

(a)



20
-1.66

-1.65

-1.64

-1.63

-1.62

Times of coarse graining

0 10 20
-1.6269740

-1.6269738

-1.6269736

-1.6269734

-1.6269732

-1.6269730
(b)





图 4    在临界温度处, 系统平均自由能随 (a)粗粒化次数 (截断长度 D = 24)以及 (b)随截断长度 D(粗粒化次数为 20)的变化关系图

D = 24

Fig. 4. Average free energy calculated by HOTRG method at the critical point (a) as a function of coarse graining times (trunca-

tion lengths are chosen as   ) and (b) as a function of truncation lengths D (coarse graining times are chosen as 20). 
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Tc

Tc

Tc

Tc ≈ 1.317188

理论预言比热在临界温度  附近会出现奇性,

可以从图 5的计算结果确定系统的临界温度   .

图 6是取不同截断长度 D 时   的计算结果, 可以

看到, 随着截断长度的增加, 确定出临界温度收敛,

 . 比热在临界点附近呈现如下关系 [4]: 

cc (T ) ∝ |t|−α
, (24)

cc t = (T − Tc)/Tc

c(Tc)

其中  表示比热中的奇异部分,   为

约化温度. 如果临界温度处的比热  是有限值,

可以认为在临界温度附近奇异的项占据主导, 忽略

平庸的项带来的影响, 得到 

cc (T ) = c(T )− c(Tc). (25)

T < Tc T > Tc

T < Tc α ≈ −0.441

T > Tc α ≈ −0.378

T < Tc T > Tc

T < Tc

T < Tc

根据 (24)式, 可以拟合临界指数 a, 图 5中黄色

的实线和红色的虚线分别表示在   和  

时的拟合结果.   时的拟合结果为  ,

 时的拟合结果为   . 由于在温度

 时拟合的误差小于  时的误差, 这里以

 时的拟合结果为准 (见 (26)式以下的讨论).

上述结果并非如 Genzor等 [30] 认为的 a非常接近

于 0. 在   处的局部放大图如图 7所示, 这里

采用的是双对数坐标, 蓝色的星号表示利用HOTRG

得到的结果, 红色的虚线表示拟合的结果.

进一步检验了拟合结果的精确性. 用参数
 

R2 ≡ 1−

∑
i
(ci − ĉi)

2∑
i
(ci − c̄)

2
(26)

ci

ti ĉ ti

c̄

R2 [0, 1]

R2

1−R2

T < Tc

|t| ∈ [tub/120, tub]

来衡量拟合的误差大小 [36], 其中   表示用 HOT-

RG计算得到在温度   处的比热,    表示在温度  

处拟合的结果,   表示的是 c 的平均值. 由 (26)式

计算得到   取值在   之间, 其值越接近于 1意

味着拟合的误差越小, 越接近于 0则拟合的误差越

大. 对于本文拟合的结果, 其   值非常接近于 1;

为了在对数坐标中看出不同区间内拟合误差的对

比, 在图 8中所画的是  , 其值越接近于 0表

示误差越小. 如图 8所示, 温度   时, 在不同

的约化温度区间   对 a 进行拟合 ,

其中误差条表示拟合结果置信度为 95%的置信区

间. 图 8横轴表示的是约化温度的上边界 (upper

 

1.61.51.41.3



c





1.21.1
0

0.2

0.4

0.6

1.0

Numerical
Fitting ( > c)

Fitting ( < c)

T < Tc T > Tc

Tc = 1.317188

图 5    比热随温度变化的关系图. 其中蓝色的圈表示利用

HOTRG数值计算得到的结果, 计算选取的截断长度为 D =

16. 黄色的实线和红色的虚线分别表示   和  

时对 (24)式的拟合结果, 紫色虚线标出的是临界温度所在

位置, 其大小为  

D = 16

T < Tc T > Tc

Tc =

1.317188

Fig. 5. Capacity as a function of temperature. The numeric-

al  results  calculated  by  HOTRG  methods  are  depicted  as

blue circles (the truncation length is chosen as   ). The

yellow  solid  line  (red  dashed  line)  is  a  fitting  curve  for

Eq.(24) when    (  ). The vertical purple dashed

line  shows  the  location  of  the  critical  temperature   

 . 

 

4 6 8 10 12 14 16 18
1.31716

1.31718

1.31720

1.31722

1.31724

1.31726

1.31728




c

Tc

图  6    不同截断长度 D 下利用 HOTRG算法确定出的临

界温度  

Fig. 6. The  critical  temperatures  determined  by  HOTRG

method as a function of the truncation lengths D. 

 

1 2 3 4 5 6

0.012

0.014

0.016

0.018

0.020

0.022

0.024

Numerical

Fitting

-4


c


cc图 7    比热的奇异部分  随约化温度 t 变化的关系图. 其中

蓝色星号表示利用 HOTRG求得的数值结果, 红色的虚线

表示对 (24)式拟合的结果, 横轴和纵轴采用的都是对数坐标

ccFig. 7. Singular part of the capacity     as a function of re-

duced  temperature  t. Numerical  results  obtained  by   HO-

TRG method are depicted by blue stars, and the red dashed

line  is  a  fitting  curve  for  Eq.(24). Both  the  horizontal   co-

ordinate and the vertical coordinate are logarithmic here. 
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tubboundary)  . 从图中可以看出, 在一段温度区间

内, 拟合的误差非常小. 同样在这段温度区间内,

拟合出来的临界指数 a 的大小几乎不发生改变,

可以认为在这段区间内拟合结果收敛. 而在远离临

界温度的区域, 此时比热中奇异的项相对于平庸的

项不再占据主导, 这会导致拟合结果不准确.

如果太靠近临界温度, 拟合的误差又增大了,

可能的原因有几种: 1)在临界点附近的纠缠会增

大, 利用 HOTRG做近似的误差会增大; 2)太过于

靠近临界温度会使得对温度数值求导时的温度间

隔太小, 进一步放大误差; 3)使用数值方法并不能

完全准确地确定临界温度, 导致拟合的结果会出现

偏差, 这在靠近临界温度的区间带来的影响更加明

显. 上述可能导致误差的原因有待后续定量研究.

δ 3.2    临界指数 

再者, 计算了临界温度下, 磁矩 m 随外加磁

场 h 的变化关系. 在临界区域内, m 与 h 满足关系 [4]:
 

m ∝ h1/δ. (27)

m = ⟨σi⟩在这里, 取   , 其表示的是在格点 i 上的磁

矩. 由于系统不具有平移不变性, 因此如果取不同

的格点会得到不同的计算结果. 在这里格点 i 所在

位置即为计算临界指数 a 时选取的格点 i 的位置.

δ ≈ 160.1

[160.0225, 160.2164]

如图 9所示, 通过对 (27)式的拟合, 得到临界指数

 , 拟合结果置信度为 95%的置信区间为

 .

γ 3.3    临界指数 

χ磁化率  可以通过
 

χ =
∂m

∂h

∣∣∣∣
h=0

(28)

m = ⟨σi⟩

[0, 10−11]

χ

求得. 在这里, 取  , 其表示的是在格点 i 上

的磁矩. 其中格点 i 所在位置与前文中计算临界指

数 d 时选取的位置相同. 本文在磁场 h 为 

的区间内对磁矩数值求导得到  , 其与温度的关系

如图 10所示. 在临界区域, 磁化率与温度满足以

下关系 [4]:
 

χ ∝ t−γ . (29)

γ ≈ 2.81839

[2, 8169, 2.8198]

如图 10所示, 通过对 (29)式的拟合, 得到临界指

数   , 拟合结果置信度为 95%的置信区

间为  .

β 3.4    临界指数 

T < Tc在温度区间  时, 即使没有外加磁场, 系

统也会存在一个自发的磁矩. 在临界区域内自发磁

矩与温度满足如下关系 [4]:
 

m ∝ −tβ . (30)
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ub

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

10-3

10-2

10-1

100


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
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1−R2 1−R2

图 8    不同约化温度区间  下临界指数a((24)式)
的拟合结果及误差 . 其中蓝色的线表示 a 的拟合结果 , 红

色的线表示拟合的误差   . 横轴和右边的纵轴  

采用的是对数坐标. 误差棒表示拟合参数置信度为 95%的

置信区间

1−R2

[tub/120, tub]

1−R2

Fig. 8. The  fitting  results  (blue)  and  errors      (red)

for the critical exponent a (Eq. (24)) at different induced temp-
erature  intervals    .  The  horizontal  coordinate

and  the  right  vertical  coordinate      are  logarithmic

here. The error bars represent the confidence intervals with

a confidence level of 95% for the fitted parameter. 
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图  9    在临界温度下 , 磁矩随外加磁场 h 变化的关系图 .

其中蓝色的点表示利用 HOTRG计算得到的结果, 红色的

实线表示对 (27)式的拟合结果. 其中横轴与纵轴采用的都

是对数坐标

Fig. 9. Magnetic moment as a function of the external mag-

netic field h at the critical temperature. The blue dots show

the numerical results obtained by HOTRG method, and the

red solid line is a fitting curve for Eq. (27). Both the hori-

zontal coordinate  and  the  vertical  coordinate  are   logar-

ithmic here. 
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m = ⟨σi⟩

β ≈ 0.0176

[0.17579, 0.17630]

在这里, 取  , 表示的是格点 i 上的磁矩. 选

取格点 i 所在的位置与计算临界指数 d 和 g 时格

点 i 的位置相同. 如图 11所示, 对 (30)式拟合得

到临界指数  , 拟合结果置信度为 95%的

置信区间为  .

η ν 3.5    临界指数  和 

σi σj

σi σj

接下来计算系统自旋  与  之间的关联函数.

不同温度条件下,    与   之间的关联随距离 r 的

σi σj关系如图 12所示,   与  在分形格点中所处的位

置由附录 A1给出. 在临界区域内, 自旋之间的关

联 G 与距离 r 满足以下关系式 [4]:
 

G ∝ r2−d−η exp (−r/ξ), (31)

 

10-310-4

Numerical

Fitting
1012

1010

108

106





T > Tc图 10    在   时 , 磁化率随约化温度 t 变化的关系图 .

其中蓝色的星号表示利用 HOTRG计算得到的结果, 红色

的虚线表示利用 (29)式进行拟合的结果. 其中横轴与纵轴

采用的都是对数坐标

T > Tc

Fig. 10. Magnetic susceptibility as a function of the reduced

temperature t when   . The blue stars show the numeri-

cal results obtained by HOTRG method, and the red dashed

line is a fitting curve for Eq. (29). Both the horizontal co-

ordinate and the vertical coordinate are logarithmic here. 
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Numerical

Fitting
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

T < Tc图  11    在   时 , 自发磁矩随约化温度 t 变化的关系

图 . 其中蓝色的星号表示利用 HOTRG计算得到的结果 ,

红色的虚线表示对 (30)式进行拟合的结果. 其中横轴与纵

轴采用的都是对数坐标

T < Tc

Fig. 11. Spontaneous magnetic moment as a function of the

reduced temperature  t when    .  The  blue  stars  show

the numerical results obtained by the HOTRG method and

the red dashed line is a fitting curve for Eq.(30). Both the

horizontal coordinate and the vertical coordinate are logari-

thmic. 
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Numerical (=1.9T10-5)
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Numerical (=0.00512)

Fitting (=0.00512)

=2.16T103 (=0.00512)

T > Tc图 12    在   时, 自旋-自旋关联函数随距离变化的关

系图. 其中不同颜色的点表示不同温度下 HOTRG的计算

结果, 不同颜色的实线表示不同温度下对 (31)式进行拟合

的结果, 不同颜色的虚线标出了不同温度下拟合得到的关

联长度. 其中横轴采用的是对数坐标

T > Tc

Fig. 12. The spin-spin correlation funcitons as a function of

the distance r when    . The dots show the numerical

results obtained by HOTRG method. The solid lines are fit-

ting curves for Eq.(31). The vertical dashed lines show the

locations  of  the  correlation  lengths.  Different  colors  mean

different  deduced  temperatures.  The  horizontal  coordinate

is logarithmic here. 
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 (fitted curve for Eq.(32))
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T > Tc

d+ η − 2 d+ η − 2

图 13    在   时, 不同约化温度 t 下关联长度 x 与指数

 的拟合结果 . 其中蓝色的圈表示   的拟

合结果 , 红色的星号表示 x 的拟合结果 , 红色的虚线表示

对 (32)式进行拟合的结果 . 其中横轴 t 和纵轴 x 采用了对

数坐标. 误差棒表示拟合参数置信度为 95%的置信区间

d+ η − 2

Fig. 13. Fitting  results  for  correlation  lengths  x  (blue
circles) and the exponent     (red stars) at different

reduced  temperatures  t.  The  red  dashed  line  is  a  fitting

curve for Eq.(32). The horizontal coordinate t and the right

vertical  coordinate  x  are  logarithmic  here.  The  error  bars
represent the confidence intervals with a confidence level of

95% for the fitted parameter. 
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其中 x 表示关联长度, 图 12中实线表示对 (31)式

拟合得到的结果, 其中竖直的虚线画出的是关联长

度所在位置, 可以看到温度越靠近临界温度, 关联

长度越大.

不同温度情况下拟合出的关联长度如图 13

所示, 在临界区域内, 关联长度与温度满足如下关系 [4]: 

ξ ∝ t−ν . (32)

ν ≈ 1.5986

[1.595, 1.601]

d+ η − 2 ≈ 0.025

η ≈ 0.2325

据此拟合出临界指数  , 拟合结果置信度

为 95%的置信区间为   . 图 13中红色

的虚线表示拟合得到的结果. 同样在不同温度下拟

合得到了指数   , 结果如图 13所

示 . 如果认为这里的维度 d 为系统的 Hausdorff

维度, 则  .

 4   总　结

本文利用 HOTRG的方法研究了分形格点中

的伊辛模型, 在该模型中存在从有序到无序的连续

相变. 本文拟合了分形格点中相应的临界指数, 计

算了分形格点中的关联性质. 根据标度假说, 临界

指数之间满足标度关系 [4]: 

α+ 2β + γ = 2, (33)
 

δ − 1 = γ/β, (34)
 

2− α = dν, (35)
 

γ = (2− η) ν, (36)

因此, 6个临界指数中只有 2个是独立的.

P (1)

P (1)

P (1)

P (1)

所有在   点拟合得到的临界指数如表 1所

列,    的定义在附录 A2给出. 临界指数 h 和 n

是与关联函数相关的临界指数, 通过计算   位

置自旋与其他格点位置自旋的关联得到 h 和 n, 即

3.5节的结果. 临界指数 a 是与比热相关的临界指

数, 通过计算   位置自旋与它正上方最近邻自

旋间相互作用能的比热获得. 将表 1的结果代入

到 (33)式—(36)式中的四个标度关系中, 为了验

证等式左边 (left  hand  side,  LHS)和等式右边

(right hand side, RHS)是否相等, 可以用 

ϵ =

∣∣∣∣LHS− RHS
RHS

∣∣∣∣ (37)

来表征等式左右两边的相对误差. 其数值结果如

表 2所列, 可以发现, 所有的标度关系都得到了很

好的满足, 等式左右两边相对误差在 0.01左右. 本

d+ η − 2 ≈ 0.025

文中, 系统的维度 d 一共出现了两次, 第一次出现在确

定临界指数 h 的过程中:   , 第二次

出现在标度关系 (35)式中. 因此, 可以得出结论,

在分数维度下, 标度关系依然满足, 且在标度关系

中出现的维度 d 即为系统的 Hausdorff维度.

 
 

表 2    标度关系式的检验

Table 2.    Examination of the hyperscaling relations.

标度关系式 (33)式 (34)式 (35)式 (36)式

LHS 2.0146 204.0 2.8290 2.8160

RHS 2.0000 204.06 2.8655 2.8255

ϵ 0.0073 2.84× 10−4 0.0127 0.0095
 
 

P (n)

P (n)

P (n)

P (n)

由于本文所选择的分形格点不具有平移不

变性 , 我们在系统的不同位置   插入了杂质

点张量, 对临界指数进行了拟合 (  的定义在

附录 A2中给出). 对于临界指数 a, 它是与比热相

关的临界指数, 应该定义在某一个键上, 其所对应

的键为: 位置   处自旋与它正上方最近邻自旋

间的键. 图 14给出的便是在 n 取不同值时, 在 

处拟合得到的临界指数, 可以看到, 在不同位置上

临界指数 a, b, d 的拟合结果存在差别. 因此, 可以

 

P (1)表 1    在  位置拟合得到的的临界指数.
P (1)Table 1.    Critical exponents fitted at position   .

临界指数 a b g d h n

拟合结果 –0.8290 0.0138 2.816 205.0 0.2325 1.5986
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
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

P (n)图  14    在位置   处拟合得到的临界指数 (a) a, (b) b,
(c) d 和 (d) g 随 n 的变化关系图 . 误差棒表示拟合参数置

信度为 95%的置信区间

P (n)

Fig. 14. Ffitting results for the critical exponents (a) a, (b) b,
(c) d and (d) g at different positions     as functions of

n.  The error bars represent the confidence intervals with a

confidence level of 95% for the fitted parameter. 
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n ̸= 1

P (n)

得出结论, 系统平移对称性的缺失导致了在不同空

间位置拟合出的临界指数存在差异. 然而, g 的拟

合结果却几乎不随空间位置发生改变. 如何解释这

一行为, 是一个有待下一步研究的问题. 同样本文

也在其他位置检验了标度关系, 发现当   时,

在  位置, 标度关系 (34)式和 (36)式仍然满足,

然而包含临界指数 a 的 (33)式和 (35)式却不再

满足, 如何解释这一行为, 也是下一步需要研究的

问题.

感谢中国人民大学物理学系谢志远副教授和付阳锋同

学的讨论.

 附录 A1

σi σj正文 3.5节中自旋   ,    的位置, 可以由如下方法确

定: 已经知道, 在分形格点的产生过程中, 每次将 12个自旋

或者团簇合成一个更大的团簇, 我们称这样一个过程为一

次聚合.

σi σj

σi σj

1)设 m 为某一任意正整数 , 当聚合的次数 k 小于

m 时, 分别将  与  或其所在的团簇聚合到两个不同的更

大的团簇中. 如果 k 为奇数, 聚合的过程中  与  或其所

在的团簇位于图 1(b)所示的位置 1, 如果 k 是偶数, 则在位

置 2.

σi σj

σi

σj

2)当聚合的次数 k 等于 m 时, 则让   与   或其所在

的团簇聚合到同一个更大的团簇中. 如果 k 为奇数, 则让 

或其所在的团簇位于图 1(b)所示位置 1; 如果 k 是偶数, 则

在位置 2; 同时令  或其所在的团簇位于图 1(b)所示的位

置 3.

σi

σj

3)当聚合的次数 k 大于 m 时, 如果 k 为奇数, 则令 

与  共同所在的团簇位于图 1(b)所示的位置 1; 如果为偶

数, 则在位置 2.

σi σj

r = 4m−1

通过上述方法确定了   与   在分形格点中所在的位

置, 它们之间的距离为  .

 附录 A2

P (n)

σi

σi

这一部分介绍  位置的定义. 在每一次粗粒化过程

中, 将 12个自旋或者团簇合成一个更大的团簇, 在计算的

过程中这样选取自旋  的位置: 连续 n 次粗粒化过程使得

自旋  所在的团簇位于图 1(b)所示的位置 1, 接下来的连

σi

32− 32 mod n

P (n)

续 n 次粗粒化过程又让自旋   所在的团簇位于图 1(b)

所示的位置 2, 如此循环往复 . 取总的粗粒化次数为

 , 这样可以保证其为 n 的整数倍. 把上述杂质

点张量所在的位置定义为  .
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Abstract

log4(12) ≈ 1.7925

Tc/J = 1.317188

Fractal  lattices  are  a  special  kind  of  lattice:  they have  non-integer  Hausdorff  dimensions  and  break the

translation invariance.  Studying these lattices  can help us understand the influence of  non-integer dimensions

and lacking of translational symmetry on critical behaviors. We study the Ising model in a fractal lattice with a

non-integer  dimension  of    by using  the  higher  order  tensor  network  renormalization  group

(HOTRG)  algorithm.  The  partition  function  is  represented  in  terms  by  a  tensor  network,  and  is  finally

calculated  by  a  coarse  graining  process  based  on  higher  order  singular  value  decomposition.  When  the

truncation length and the time of coarse graining increase, the results are found convergent. Magnetic moment,

internal energy and correlation properties are calculated by inserting impurity tensors into the tensor network

at different temperatures and in different external magnetic fields.  The magnetic susceptibility is obtained by

differentiating  the  magnetic  moment  with  respect  to  the  magnetic  field,  and  the  capacity  is  calculated  by

differentiating the internal energy with respect to the temperature. Our numerical results show that there is a

continuous  order-disorder  phase  transition  in  this  system,  and  the  critical  temperature  is  found  to  be

 .  Physical  quantities  show  singular  behaviours  around  the  critical  point,  and  the  correlation

length is found to be divergent at the critical point, which is consistent with the result of the renormalization

group theory. The corresponding critical exponent is obtained by fitting the numerical data around the critical

point. We also calculate the critical exponents at different positions by inserting impurity tensors into different

places of the lattice. Owing to the lack of translational symmetry, it is found that the critical exponents a, b, d
fitted  at  different  positions  vary,  but  the  critical  exponent  g  remains  almost  the  same.  From  the  scaling
hypothesis,  it  can be  deduced that  the  critical  exponents  satisfy  the  hyperscaling relations  which contain  the

dimension of the lattice. Our numerical results show that all of the hyperscaling relations are satisfied when the

fractional dimension and the critical exponents we have obtained are substituted into them on some sites of the

fractal lattice, but only two of the four hyperscaling relations are satisfied on other sites.
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