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不确定性是量子系统的一个基本特征. 长期以来量子力学中一直采用可观测量的标准偏差来刻画这种

不确定性. 但近年来, 研究者们通过分析一些具体例子发现, 用可观测量的测量结果的 Shannon熵来描述这

种不确定性更为合适. 形式上, Shannon熵也是一种更为一般的 Rényi熵的极限形式. 本文从对未知态的测量

结果的可重复概率的角度, 讨论了如何利用已有的测量结果预测新的测量结果, 以及可观测量的不确定度的

定量表示的问题. 利用可观测量出现多次相同结果的概率定义了一种推广的 Rényi熵, 并用这种推广的 Rényi

熵给出了Maassen-Uffink型熵不确定关系的一种简单证明.
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 1   引　言

∆q∆p ⩾ h

量子力学和经典力学之间最显著的差别是经

典力学原则上允许以任意的精度描写一个力学系

统的所有力学量随时间的演化, 但量子力学却不允

许同时给量子系统中所有可观测量都赋予一个确

定值. 相反, 量子系统的各种可观测量通常存在一

定的不确定性, 尤其是那些互不对易 (或不相容)

的可观测量的不确定程度之间存在着严格的制

约关系, 称为不确定关系. 这类不确定关系最初来

自 Heisenberg [1] 利用微观粒子的波粒二象性对用

显微镜观测微观粒子位置的理想实验的分析. 他指

出, 对粒子坐标的观测会不可避免地对其动量造成

不可控制的扰动, 因而粒子的坐标和动量不可能被

同时精确测量, 并给出了测量微观粒子的每个坐标

和相应的动量的误差满足限制条件  
 [2].

最早根据量子力学严格证明这种不确定关系

的是 Kennard[3]. 不久, Robertson[4], Schrödinger[5]

先后对这种只适用于坐标和动量的不确定关系进

Â, B̂

∆A∆B ⩾
1

2

∣∣⟨[Â, B̂]⟩ρ∣∣

行极大的推广, 推广的不确定关系对任意一对可观

测量的不确定度都给出了限制. 通常量子力学书籍

中给出的正是这种 Robertson型不确定关系 [6]. 它

表明, 任意一对不对易的可观测量   一般不可

能同时具有精确值, 它们的标准差满足  

 , 即它们的乘积大于某个通常和系统

状态有关的最小值.

ρ(x) ∝ δ(x+ a) + δ(x− a) ρ′ (x) ∝ θ (x+ a)

×θ (a− x) ρ (x) x = ±a
50% ρ′ (x) (−a, a)

ρ (x)

但近几十年来, 特别是由于发展量子信息理论

和技术等需求的促进, 研究者们逐渐认识到这种被

广泛采用的表达不确定关系的形式却存在着某些

值得改进之处. 在传统的量子力学中可用可观测量

的标准偏差定量描述其不确定度. 但通过分析一些

具体的例子却发现这种描述方式并不是十分恰当,

因为在某些直观看来不确定性应该更大的情况下

标准差却更小. 例如, 如果比较两个一维空间的概率

密度:   和 

 的不确定程度.   只在  点各有

 概率的分布,    则是在区间   均匀分

布的概率. 显然, 满足分布  的粒子比满足分布
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ρ′ (x) x

ρ (x) x ∆x = a

ρ′ (x) ∆x = a/
√
3

 的粒子具有更加确定的坐标   . 但满足分布

 的粒子坐标  的标准偏差  却大于分布

 给出的标准偏差   . 为了克服用标

准偏差表示不确定性的这种违反直觉的缺点 ,

Everett[7] 曾猜想应该改用可观测量的熵来表示量

子力学中的不确定关系. 这一想法被 Hirschman[8],

Beckner[9], Białynicki-Birula[10] 实现, 他们先后证

明了坐标和动量的熵之和总大于一个常数. 随后,

这种用可观测量的熵表达的不确定关系被以多种

方式推广到了任意一对可观测量. 其中最为著名的

是 Maassen和 Uffink[11] 在 Deutsch[12] 的成果基础

之上加以改进所得到的 Maassen-Uffink熵不确定

关系. 近年来, 研究者不仅给出了多种证明熵不确

定关系的方法 [13], 并深入讨论了它们和基于标准

偏差的不确定关系之间的联系, 还在此基础上对熵

不确定关系进行了大量推广 [14, 15] 和改进 [16−23]. 本

文则从实验上如何根据已经测得的测量结果预测

未知的测量结果、或者连续多次观测到相同的测量

结果的重复概率的观点出发, 以一种更加直观的方

式推导出表示测量结果不确定度的熵度量, 并引入

了一种含有两个参数的推广的Rényi熵, 且由此给出

了一种Maassen-Uffink型熵不确定关系的简单证明.

 2   确定性、不确定性的定量表示和熵

 2.1    测量结果的可重复性和可预测性

x1, x2, · · · , xN x̂

pi = p (xi)

x̂

r

为了考察如何定量刻画一组具有不确定性 (或

者不可预测性)的观测结果的不确定程度, 考虑某

个具有离散本征值  的可观测量  . 假

定在某个未知的状态下, 这些本征值出现的概率

 . 设想在这个未知状态下 (因此并不预先

知道各个本征值出现的概率), 对这个可观测量  

重复进行了  次观测, 并考虑如何表示这组观测结

果的确定性或不确定性的程度. 需要强调的是, 对

于量子系统, 由于测量操作会改变被测系统的状

态, 使得每个特定系统都无法被重复使用, 因此重

复观测必须是对多个处于同样状态的系统独立地

进行的; 或者等价地, 使一个系统反复地抹去历史,

多次重复地回到同一个需要被测量的状态. 而这种

抹去系统历史的操作也就使得所谓测量“同一个”

系统完全失去了意义. 也就是说, 本质上本文讨论

的重复测量必须是对大量相同系统组成的系综进

行的.

x̂

r → ∞

x̂ x̂

x̂ r r

一个极端的情况是, 如果对可观测量  重复进

行了无穷多次独立的测量, 即  , 却总是得到

某个完全相同的结果, 则显然可以根据这些重复出

现的测量结果断定: 在这个未知状态下, 可观测量

 是完全确定的. 而在一般情况下, 可观测量   具

有不确定性的根本特征在于, 即使在同样状态下进

行的重复测量, 也不可能总是得到相同的测量结

果. 为了建立某种关于不确定程度的定量度量, 一

个值得注意的性质是: 如果在同一个未知的状态下

对可观测量   重复进行了   次测量, 则连续   次获

得相同观测结果的总概率为 

Px(r) ≡ P
({
xi1 , xi2 , · · · , xir |xi1 = xi2 = · · · = xir

})
=

N∑
i=1

pi
r,

(1)

r Px (r) x̂

r r

x

x

r

x

r

x̂

其总是次数   的非增函数. 将把概率   称作  

的   次重复概率. 显然, 重复概率随次数   衰减越

慢, 对于该未知状态下的  的值的预测 (方法是根

据前面已经获得的测量结果“猜测”后面仍将获得

相同的结果)就会越肯定,   的不确定程度就应该

越小; 相反, 如果这一重复概率随次数  衰减越快,

则这种预测就越不确定,   的不确定程度也就越大.

因此, 一种能够刻画重复概率随重复次数  的递减

快慢的方法, 就是对可观测量  的确定或不确定程

度的一种定量描述.

 2.2    香农 (Shannon) 熵、范数、Rényi 熵及
推广的 Rényi 熵

Px (r) r

Px (r) r

刻画函数  随参数  变化快慢的最直接方

式, 显然是将  看作  的连续函数, 则其导数: 

d
dr
Px (r) =

N∑
i=1

pi
rlnpi (2)

r

r = 1

r = 1

反映了该函数随参数  的变化的快慢程度. 一个最

常用的选择是取   处的导数的负值 (重复概率

为减函数, 导数总是负的). 事实上该点的变化率的

负值正是分布的 Rényi熵在   处的值, 也是该

分布的 Shannon熵 [24]: 

H (P ) = − dPx (r)

dr

∣∣∣∣
r=1

= −
N∑
i=1

pilnpi. (3)

dPx (r)

dr
r r = 1

但是, 此处面临的困难在于: 导数  仍是随次

数  的剧烈变化的函数, 特别是在  附近, 图 1
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所示为某个典型的概率分布的重复概率函数及其

导数. 因此, 一个特定点的导数值只能反映函数在

该点附近的变化快慢, 但并不能决定函数在更大范

围的变化趋势.

Px (r)

r

r

Px (r) = qr q

P = (p1, p2, · · · , pN ) r

另一种反应函数  变化快慢的途径, 是注

意到该函数随变量  具有近似指数衰减的特征, 因

此可以把该函数改写成重复次数  的一个的形式上

的“指数”函数的形式  . 容易看出, 其中 

是该概率分布  的  -范数: 

q = ||P ||r =

(
N∑
i=1

pi
r

)1/r

. (4)

于是有 

Px (r) = ||P ||rr. (5)

||P ||r r r ∼ 1

||P ||r r

r r

r ≫ 1 ||P ||r max (p1, p2, · · · ,

pN )

概率分布的范数   仍然是  的函数, 特别是在 

附近,   是随  的快速变化的函数. 因此重复概

率并不是  的一个真正的指数函数. 只有当  较大时, 如

 时,   才会趋向一个固定值 

 , 此时重复概率才会渐进地趋向一个真正的指

数函数.

Px (r)

对重复概率更为普适的一种逼近形式, 是把这

种渐进的指数函数  改写成如下形式: 

Px (r) = e−(r−1)Hr , (6)

r − 1

r = 1 Px (1) = 1 Px (r)

Hr Hr

式中指数取作正比于   的形式 , 是考虑到当

 时, 总有   . 在这种形式下,    衰

减的快慢则由  的大小决定,   定义为 

Hr (P ) = − 1

r − 1
lnPx (r) = − 1

r − 1
ln

N∑
i=1

pi
r. (7)

Hr (P ) P = (p1,

p2, · · · , pN ) r = 1

r = 1

此处引入的函数  一般称为概率分布 

 的 Rényi熵 [25]. 由于   时 (7)式中

的分母为零, 因此该式在  处的值只能定义为

如下极限:
 

H1 (P ) ≡ lim
r→1

Hr (P ) . (8)

r = 1容易验证, 按该极限定义的 Rényi熵在   处的

值正是 Shannon熵:
 

H (P ) = H1 (P ) = −
N∑
i=1

pilnpi. (9)

Hr r

dPx (r)

dr
Hr

P Hr

r0 Hr0

e−(r−1)Hr0 Px (r)

Hr0 e−(r−1)Hr0 r0 Px (r0)

r

尽管 Rényi熵   依然是随   变化的函数, 但与导

数   相比,    的变化比较平缓, 因此更适于

刻画重复概率的整体变化趋势. 图 2给出了图 1中

的同一个概率分布   的 Rényi熵   , 以及分别取

不 同   处 的 Rényi熵   给 出 的 指 数 函 数

 与   的比较. 由定义容易看出, 不同

 给出的   仅在   处    精确重合 ,

在其他  值处则会互相偏离.

ǁP ǁr
Hr

由于范数   具有一些在下文讨论中起到关

键作用的数学性质, 因此进一步把 Rényi熵   用

范数表示为
 

Hr (P ) = −ln||P ||
r

r−1
r . (10)
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(d)

pi Px(r) Px(r) ||P ||r图 1    (a) 可观测量本征值的概率分布   ; (b) 可观测量的重复概率   ; (c) 重复概率   的导数; (d) 概率分布 P 的范数  

pi Px (r)

Px (r) ||P ||r P

Fig. 1. (a)  Probability  distribution      of  the  eigenvalues  of  an  observable;  (b)  repeatable  probability      of  the  observable;

(c) derivative of the repeatable probability   ; (d) norm    of the probability distribution   .
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||P ||r
r, r′

更一般地, 可以用范数   定义一种含有两个参

数  的推广的 Rényi熵: 

Hr′

r (P ) ≡ −ln||P ||r
′

r . (11)

r, r′
这种推广的 Rényi熵具有如下的关键性质: 当参数

 满足: 

1

r′
+

1

r
= 1 (12)

Hr (P ) =

Hr′

r (P ) r′ r

时 , 该式就得出通常的 Rényi熵 , 即有  

 . 满足这种关系的一对数  和  通常称为相

互 Hölder共轭的.

下面将用 (11)定义的推广的 Rényi熵的范数

表示形式, 证明量子系统的任意两个可观测量的熵

满足的一个不等式, 即Maassen-Uffink熵不确定关系.

 3   熵不确定关系

 3.1    线性算子的范数和 Riesz-Thorin 插值
定理

p, q ∈ [1,+∞)

Lp Lq p−
|| · ||p和q− || · ||q T : Lp →

Lq c > 0 f ∈ Lp (Rn)

||T (f) ||q ⩽ c||f ||p c

T (p, q) ||T ||Lp→Lq ||T ||(p,q)

为此, 需要通过定义在矢量或函数空间中的范

数, 引入线性算子的范数. 设   是两个

大于等于 1的实数,   和  分别是定义了  范数

 范数  的矢量空间. 对于算子 

 , 如果存在   , 使得对所有   , 有

   , 则把满足该不等式的最小常数 

称作  的  范数, 记作  或  .

(X,µ1) (Y, µ2) 1 ⩽
p0, p1, q0, q1 <∞

设   和   是两个测度空间, 且设  

 , 如果线性映射: 

T : Lp0 (µ1) + Lp1 (µ1) → Lq0 (µ2) + Lq1 (µ2) . (13)

Lp0 (µ1) Lq0 (µ2) Lp1 (µ1)

Lq1 (µ2) 0 ⩽ θ ⩽ 1 p, q

将   有界地映射到   、   有

界地映射到  , 则对任意  , 定义  : 

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
, (14)

 

1

q
=

1− θ

q0
+

θ

q1
. (15)

则 Riesz-Thorin插值定理 [26, 27] 要求: 

||T ||p→q ⩽ ||T ||1−θ
Lp0→Lq0 ||T ||

θ
Lp1→Lq1 . (16)

 3.2    Maassen-Uffink 熵不确定关系

Â B̂ Â

|ai⟩(i = 1, 2, · · · , n) B̂ |bj⟩
(j = 1, 2, · · · , n)
xi = ⟨ai|ψ⟩ yj = ⟨bj |ψ⟩ |ψ⟩

|ai⟩ |bj⟩
Ti,j = ⟨bi|aj⟩

考虑任意两个可观测量  和  . 设可观测量 

具有本征态  ,   的本征态为  ,

 . 为了简便 , 将采用下面的记号

 ,   来标记一个态  分别在基

矢   和   下的分量 . 考虑由表象变换矩阵

 定义的线性映射, 它有如下性质.∑
i
|⟨ai|ψ⟩|

2
=
∑

i
⟨bi|ψ⟩|

2
1)因为  , 所以

  ∑
i

|yi|2 =
∑
i,j

|Ti,jxj |2. (17)

||T ||Lp→Lq

||T ||L2→L2
= 1

根据线性映射的范数   的定义, (17)式表

明  .

T max
(i.j)

|Ti.j | = c2)假设变换矩阵  满足  , 则有
 

||y||∞ = max
(i)

|Tx|i ⩽ c
∑

j
|xj | . (18)

||T ||L1→L∞
= c同样由线性映射的范数定义可得    .

(p0, q0) =

(2, 2) (p1, q1) = (1,∞) (aθ, a
′
θ)

根据Riesz-Thorin插值定理, 对于在点 

 和点   中间的任意点   ,

只要满足: 

1

aθ
=

1− θ

p0
+

θ

p1
=

1 + θ

2
, (19)

 

1

a′θ
=

1− θ

q0
+

θ

q1
=

1− θ

2
, (20)
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T则线性映射  的范数应满足如下限制: 

||T ||La→La′ ⩽ ||T ||1−θ
L2→L2

||T ||θL1→L∞
= cθ. (21)

T x y由  的范数的定义, 矢量  和  的范数满足 

||y||a′
θ
= ||Tx||a′

θ
⩽ cθ||x||aθ

. (22)

x y

Â B̂

根据量子力学的玻恩规则, 矢量  和  的范数可以改

写为可观测量  和  取不同本征值的概率的范数: 

||x||a = ||P ||1/2a/2, ||y||a = ||Q||1/2a/2, (23)

P = (|x1|2, |x2|2, · · · , |xn|2) Q = (|y1|2, |y2|2,

· · · , |yn|2)
其中  ,    

 . 因此有
 

||Q||a′
θ/2

⩽ c2θ||P ||aθ/2
. (24)

(24)式可以等价地写成: 

||P ||−1/θ
aθ/2

· ||Q||1/θa′
θ/2

⩽ c2. (25)

将 (25)式两边同时取对数, 并考虑到推广的 Rényi

熵和概率的范数的关系: 

H
−1/θ
aθ/2

(P ) = −ln||P ||−1/θ
aθ/2

,H
1/θ
a′
θ/2

(Q) = −ln||Q||1/θa′
θ/2
.

(26)

因此推广的 Rényi满足如下不等式: 

H
−1/θ
aθ/2

(P ) +H
1/θ
a′
θ/2

(Q) ⩾ −lnc2. (27)

注意到: 

1

aθ
=

1 + θ

2
⇒ 2

aθ
− θ = 1,

 

1

a′θ
=

1− θ

2
⇒ 2

a′θ
+ θ = 1,

aθ/2 −θ a′θ/2 θ  和   以及   和   分别是两对 Hölder共轭

数, 根据推广的 Rényi熵和 Rényi熵之间的关系,

(27)式表明任意两个可观测量的 Rényi熵满足不

确定关系: 

Haθ/2 (P ) +Ha′
θ/2

(Q) ⩾ −lnc2. (28)

θ→0 lim
θ→0

aθ/2= lim
θ→0

a′θ/2

= 1

对 (28)式取极限, 令  , 由于    

 , 得到: 

H (P ) +H (Q) ⩾ −lnc2. (29)

该式是关于香农熵的 Maassen-Uffink型不确定关

系. 显然, 信息熵的定义很容易被推广到任意的混

合态, 因此这种熵的不确定关系也容易被推广到更

一般的混合态情况.

 4   结　论

当对一个可观测量进行多次独立测量时, 测量

结果中重复出现相同结果的重复概率随重复次数

的衰减特征反映了该可观测量的不确定程度. 当一

个可观测量的不确定程度越大, 其测量结果中出现

相同结果的重复概率随重复次数的衰减也越快; 反

之, 不确定性越小, 则重复概率的衰减越慢. 可观

测量的香农熵和 Rényi熵都可以由其重复概率和

重复次数之间的函数关系统一地给出, 它们可以被

形式地看作重复概率随重复次数的“衰减指数”. 利

用熵和重复概率之间的这种联系, 可以更直接地解

释熵不确定关系的物理意义. 按着这种解释, 熵不

确定关系限制了同时对两个不同的可观测量进行

多次测量时, 两个量都出现相同结果的重复概率随

次数的衰减特征. 两个可观测量的总熵的下界越

大, 表明它们都出现相同结果的重复概率随重复次

数的衰减越快, 也就是越不容易二者都重复出现相

同结果. 反之, 总熵的下界越小, 重复概率衰减越

慢, 越容易二者都重复出现相同的结果. 而原始的

Robertson不确定关系则是限制的多次测量结果围

绕其平均值的最小分散程度.
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Abstract

Uncertainty is a fundamental characteristic of quantum system. The degree of uncertainty of an observable

has long been investigated by the standard deviation of the observable. In recent years, however, by analyzing

some special  examples,  researchers have found that the Shannon entropy of the measurement outcomes of  an

observable is more suitable to quantify its uncertainty. Formally, Shannon entropy is a special limit of a more

general Rényi entropy. In this paper, we discuss the problem of how to predict the measurement outcome of an

observable  by  the  existing  measurement  results  of  the  observable,  and  how  to  quantitatively  describe  the

uncertainty of the observable from the perspective of the repeatable probability of the measurement results of

this observable in an unknown state. We will argue that if the same observable of different systems in the same

state  is  repeatedly  and  independently  measured  many  times,  then  the  probability  of  obtaining  an  identical

measurement result is a decaying function of the number of measurements of obtaining the same result, and the

decay rate of the repeatable probability for obtaining the same measurement results and the repeatable number

of  measurements  can  represent  the  degree  of  uncertainty  of  the  observable  in  this  state.  It  means  that  the

greater  the  uncertainty  of  an  observable,  the  faster  the  repeatable  probability  decays  with  the  number  of

repeatable measurements; conversely, the smaller the uncertainty, the slower the repeatable probability decays

with the number of repeatable measurements. This observation enables us to give the Shannon entropy and the

Rényi entropy of an observable uniformly by the functional relation between the repeatable probability and the

number of repeatable measurements. We show that the Shannon entropy and the Rényi entropy can be formally

regarded as the “decay index” of the repeatable probability with the number of repeatable measurements. In

this way we also define a generalized Rényi entropy by the repeatable probability for consecutively observing

identical results of an observable, and therefore we give a proof of the Maassen-Uffink type entropic uncertainty

relation  by  using  this  generalized  Rényi  entropy.  This  method  of  defining  entropy  shows  that  entropic

uncertainty relation is a quantitative limitation for the decay rate of the total probability for obtaining identical

measurement results when we simultaneously measure two observables many times.

Keywords: uncertainty, entropy, uncertainty relation
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