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基于包含 Lee-Huang-Yang修正的物态方程, 研究了具有排斥相互作用的双组分玻色-爱因斯坦凝聚体在

平均场弱失稳区间的基态相图. 根据相平衡条件, 确定了等质量混合体系中不混溶态、部分混溶态以及均匀

混溶态之间的相边界. 在原子密度足够稀薄的情形下, 给出了相边界和量子临界点的解析表达式. 讨论了密

度响应的静态极化率在量子临界点附近的发散行为. 对于不等质量的双组分凝聚体, 利用低浓度展开的物态

方程, 得到了部分混溶态出现的阈值密度, 并提出了判断部分混溶构型的解析方法, 为钠、钾、铷等冷原子混

合体系的实验观测提供了明确的理论指引.
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 1   引　言

量子流体的混溶性是多体物理的一个重要课

题. 在传统凝聚态体系中, 3He-4He超流体的混溶

性曾受到理论和实验方面的广泛关注 [1−3], 但限于

考察对象的单一性, 相关研究难以得到进一步的拓

展. 近年来, 冷原子物理的飞速发展, 为探索量子

混合气体中新颖的多体效应提供了理想的平台. 利

用丰富的调控技术手段, 实验上已经实现了由多种

元素、同位素组成的玻色-玻色混合气体 [4−14]、玻

色-费米混合气体 [15−19]、费米-费米混合气体 [20−23].

准确了解这些体系的混溶条件是全面、深入研究其

他物性的前提基础.

∆g ≡ g12/
√
g11g22 − 1

双组分玻色-爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein

condensate, BEC)的混溶性决定于同组分相互作

用与异组分相互作用的竞争. 根据平均场理论 [24,25],

在零温、无外势场情形下, 体系的混溶条件可以用

单一相互作用参数  进行表征,

gij

i, j = 1, 2

∆g < 0

∆g > 0

其中   是 i 组分与 j 组分原子间 s波相互作用的

强度 (这里设定为排斥作用),   标记原子种

类. 当   时, 两组分凝聚体可以均匀混溶; 当

 时, 两组分则不能混溶. 通过 Feshbach共振

技术调控原子间的散射长度, 实验上已在多个冷原子

体系中观测到了从混溶态到不混溶态的转变 [4,7,8,12].

理论模拟表明, 在简谐势阱中, 双组分 BEC的混

溶条件会偏离上述热力学极限的平均场结果 [26−28],

除了相互作用强度, 原子数、组分比和质量比也都

是决定混溶相边界的因素 [29−33]. 在不同实验参数

下, 凝聚体的密度分布会呈现对称或非对称的不混

溶结构 [29,30,32]. 有限温度的热效应同样可能影响体

系的混溶性, 但目前为止, 不同理论方法给出的结

论尚不一致 [34−36].

∆g最近, Naidon和 Petrov[37] 指出, 当  为正数

且值很小时 (即在平均场弱失稳区间), 量子涨落会

对体系的稳定性产生不可忽略的影响, 从而导致部

分混溶态 (partially-miscible state)的出现. 这种

新物态实质上是单分量 BEC与混合 BEC达成共
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存平衡的相分离态, 故又被形象地称为从单分量背

景气体中涌出的“混合气泡 (mixed bubble)”[37]. 由

于部分混溶性体现了超越平均场近似的量子多体

效应, 因此其后续的实验观测具有重要意义.

∆2
g

∆g

本文从包含量子涨落修正的物态方程出发, 研

究了双组分 BEC在平均场弱失稳区间的基态相

图, 对部分混溶相的密度范围给出了更为全面的描

述. 根据相平衡条件, 确定了等质量玻色混合气体

中不混溶态、部分混溶态以及均匀混溶态之间的相

边界, 并给出了它们在准至  阶的解析表达式. 这

些表达式适用于  足够小、原子密度足够稀薄的

情形. 此外，还讨论了密度响应极化率在量子临界

点附近的发散行为. 对于不等质量的双组分 BEC,

利用物态方程在低杂质浓度下的展开形式, 得到了

部分混溶态出现的阈值密度, 并提出了用质量比和

相互作用参数判断部分混溶态构型的解析方法, 为

钠、钾、铷等冷原子体系的实验探索提供了明确的

理论指引.

 2   等质量双组分 BEC的混溶性

 2.1    物态方程与相平衡条件

∆g

首先, 考虑等质量的双组分 BEC. 当体系处于

 为小正数的相互作用区间时, 零温下单位体积

内的能量可以写为 [38]
 

E (n1, n2) =∑
i,j=1,2

gij
2
ninj +

8m3/2

15π2ℏ3
(g11n1 + g22n2)

5/2
, (1)

n1 n2

ℏ ∆g

∆g

∆2
g

其中, 等号右边第 1项为平均场相互作用能, 第

2项为量子涨落贡献的 Lee-Huang-Yang (LHY)

能量,   ,   分别为两种组分的原子密度, m 为原

子质量,   为约化 Planck常数. 由于  值较小, 此

处忽略了 LHY能量对于  的依赖, 将其近似取为

在平均场失稳边界上的值. 该假设不会影响导出的

准至  阶的解析结果.

nSi

(nM1 , n
M
2 )

物态方程 (1)是基于体系具有均匀密度的假

定. 当体系发生相分离时 (设每个相内仍保持密度

均匀), 其也可以用于确定共存态的相平衡构型. 考

察 3种相分离态: 不混溶态 (immiscible state, IM),

以及两种不同构型的部分混溶态 (PM1和 PM2),

其结构示意如图 1(a)所示. 按图中符号, 将相分

离态中由 i 组分原子组成的单分量 BEC的密度设

为   , 将部分混溶态中双组分 BEC的密度设为

 .

对于不混溶态, 相分离的热力学平衡条件为
 

P
(
nS1, 0

)
= P

(
0, nS2

)
,

µ1

(
nS1, 0

)
< µ1

(
0, nS2

)
,

µ2

(
nS1, 0

)
> µ2

(
0, nS2

)
. (2)
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g

(n+, n−) ni < 0

α ∆g

图 1    (a) 双组分 BEC的不混溶态 (IM)和两种部分混溶态 (PM1, PM2)示意； (b), (c) 等质量玻色混合气体在平均场弱失稳区

间的基态相图. HM表示均匀混溶相, 点线是本文给出的密度准至   阶的解析相边界. 旋节线 (虚线)与部分混溶态的相边界相

交于★标记的临界点 . 插图是在   平面绘出的相图 , 其中绿色条纹填充的部分表示   的非物理区间 . (b)图和 (c)图

的   分别取 3和 1/3, 二者的   均为 0.01

n+ n−

ni < 0 α = 3 α = 1/3 ∆g = 0.01

Fig. 1. (a)  Illustrations  of  immiscible  state  (IM) and two kinds  of  partially  miscible  states  (PM1 and PM2) of  dual-species  BEC;

(b), (c) ground state phase diagram of equal-mass Bose mixtures in the regime of a weak mean-field-instability. HM represents the

homogenous miscible phase, dotted-lines are the analytical phase boundaries given in the text. The spinodal line (dashed) meets the

boundary of partially miscible state at the critical point denoted by ★. Inset: phase diagram in the    -   plane. The area filled

by green stripes is the unphysical region with   . In plot (b),   ; in plot (c),   , for both plots,   .
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µi

P =
∑

i
µini − E µi =

∂E

∂ni

其中, 第 1个等式为力学平衡条件, 后两个不等式

保证了两种组分的原子在分离相中不会互相扩散.

P 为压强,   为 i 组分原子的化学势, 它们可以通

过热力学关系式  和  表达

成密度的函数.

对于 PM1态, 相平衡条件写为 

P
(
nS1, 0

)
= P

(
nM1 , n

M
2

)
,

µ1

(
nS1, 0

)
= µ1

(
nM1 , n

M
2

)
,

µ2

(
nS1, 0

)
> µ2

(
nM1 , n

M
2

)
. (3)

由于该态中 1组分是两个平衡相的共同成分,

故其化学势须在两相中保持相等; 而 2组分原子的

化学势仍为不等式关系. 类似地, PM2态的相平衡

条件为 

P
(
0, nS2

)
= P

(
nM1 , n

M
2

)
,

µ2

(
0, nS2

)
= µ2

(
nM1 , n

M
2

)
,

µ1

(
0, nS2

)
> µ1

(
nM1 , n

M
2

)
. (4)

(1 ↔ 2)

这相当于将 PM1态的相平衡条件中的原子组分指

标进行了互换  .

∆g > 0

容易验证, 若忽略 LHY能量的贡献, 平衡条

件 (2)式在  时总有解, 而平衡条件 (3)式和

(4)式都不能成立, 这意味着平均场理论预言的基

态只能是不混溶态. 考虑 LHY能量的涨落修正后,

部分混溶态可以在适当参数条件下出现.

 2.2    不混溶态到部分混溶态的转变

平均场能量和 LHY能量对于原子密度具有不

同幂次的依赖关系. 在低密度极限下, LHY能量在

相平衡条件中的影响甚小, 因而两种组分的凝聚体

仍会保持互不混溶. 但随着原子密度逐渐增大, 这

种局面可能会被打破, 导致不混溶态与部分混溶态

间的转变. 对比前文的相平衡条件可知, 该转变发

生时 (2)式的其中一个化学势不等式会变为等式.

若这种改变出现在 1组分上, 则不混溶态转变为

PM1态, 相应的转变条件为 

P
(
nIM1 , 0

)
= P

(
0, nIM2

)
,

µ1

(
nIM1 , 0

)
= µ1

(
0, nIM2

)
,

µ2

(
nIM1 , 0

)
> µ2

(
0, nIM2

)
, (5)

nIM1 nIM2其中  和  是发生转变时达到相平衡的两种单

分量 BEC的密度. 若这种改变出现在 2组分上,

则不混溶态转变为 PM2态, 相应的转变条件为: 

P
(
nIM1 , 0

)
= P

(
0, nIM2

)
,

µ2

(
nIM1 , 0

)
= µ2

(
0, nIM2

)
,

µ1

(
0, nIM2

)
> µ1

(
nIM1 , 0

)
. (6)

g11 = g22

从对称性上不难看出, 当两种原子的相互作用

强度相等时 (即   ), 条件 (5)式和 (6)式都

不可能满足. 因此, 在这种情况下, 体系不会发生

部分混溶转变, 基态只能一直保持为不混溶态.

g11 ̸= g22

nIM1 nIM2 ∆g

nIMi ∆g

∆2
g

当   时 , 可以由转变条件 (5)式或

(6)式中的前两个等式解得   和   . 考虑到  

是小量, 可以将  写成  的幂级数展开形式, 并

对展开项做适当截断. 对于不混溶态与 PM1态间

的转变, 准至  阶, 可得到
 

nIMi =
225π
1024a3

√
g

gii

α5/2(
2 + 3α5/2 − 5α3/2

)2∆2
g,

i = 1, 2， (7)

α ≡
√

g22/g11 g ≡ √
g11g22 a ≡ √

a11a22 aii

∆2
g

其中  ,   ,    ( 

为同种原子之间的散射长度). 对于不混溶态与

PM2态的转变, 同样准至  阶, 得到
 

nIMi =
225π
1024a3

√
g

gii

α−5/2(
2 + 3α−5/2 − 5α−3/2

)2∆2
g,

i = 1, 2. (8)

α α−1

∆g

这相当于将 (7)式中的   替换为   . 这些解析结

果适用于描述   很小、发生在极稀薄情形下的

转变.

α ̸= 1

nIMi

α > 1 nIMi

α < 1 nIMi

对于给定的相互作用参数   ,  (7)式和

(8)式都能给出有限大小的  . 但实际上, 体系只

会发生一种不混溶到部分混溶的转变 (要么转变

为 PM1态, 要么转变为 PM2态). 究竟发生哪种

转变, 取决于哪种组分在更低的密度先达成化学势

的相变平衡. 直接比较 (7)式和 (8)式的密度可知,

当   时, (7)式给出的   更小, 因而不混溶态

会转变为 PM1态 ; 当   时 ,  (8)式给出的  

更小, 因而不混溶态会转变为 PM2态. 这个结论

也可以通过分析 (5)式和 (6)式中的不等式条件

得出.

nIMi由上面得到的  , 可以写出不混溶态与部分

混溶态的相边界方程： 

n1

nIM1
+

n2

nIM2
= 1. (9)
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n1 n2 (nIM1 , 0)

(0, nIM2 ) nIMi

nIM1 /nIM2 = α

该相边界在   -  平面中是连接   点和

 点的直线 (见图 1). 这从几何上体现了  

的物理意义, 即 i 组分的凝聚体在不混溶态中所能

达到的上界密度 (所以变量符号用 IM作上标). 此

外, 从 (7)式和 (8)式还可看出, 无论是哪种转变,

两种单分量 BEC的密度比均为  . 这个

简单关系意味着, 在力学平衡的等压条件中, 平均

场项的大部分贡献被抵消, 而未抵消的剩余部分是

与 LHY能量可比的同阶小量. 这也就是为何量子

涨落会对体系的混溶性产生重要影响的原因.

 2.3    部分混溶态到均匀混溶态的转变

(nM1 , n
M
2 )

在部分混溶态中, 特定组分的单分量 BEC与

混合 BEC达成共存平衡. 给定的平衡密度下, 两

个共存相的体积占比可以连续变化 . 当混合

BEC的占比趋于 100%时, 共存态即转变为均匀

混溶态. 因此, 密度   在相图中的演化轨迹

实际上就对应于体系从部分混溶到均匀混溶的转

变线.

α > 1

nS1 ∆2
g

对于在   时出现的 PM1态, 它与均匀混

溶态间的相边界可以通过消去平衡条件 (3)式前

两式中的   得到. 取密度变量准至   阶, 相边界

方程可解析地写为 

15
√
π

32a3/2
α7/2∆g

(
nM2

)2
= 2

(
nM1 + αnM2

)5/2 − (
nM1 + α2nM2

)3/2
×

(
2nM1 + 5αnM2 − 3α2nM2

)
. (10)

n2

nIM2

nM1 → 0

该相边界与 (9)式描述的不混溶边界共同圈定了

PM1态的相区 (见图 1(b)]. 两条边界在   轴上的

交点即对应于不混溶态的上界密度  . 这个结论

可以通过对 (10)式取   的极限来加以验证.

nM2 → 0

n1

∂(µ1, µ2)

∂(n1, n2)
= 0

n1 n2

另一方面, 当 (10)式中的   时, 该相边

界还会与旋节线在   轴上相交. 旋节线是均匀相

发生动力学失稳的标志线. 它将相分离态的参数区

间 (包括不混溶相区和部分混溶相区)分成了两个

部分: 在密度较小的一侧, 均匀相是动力学不稳定

的; 在密度较大的一侧, 均匀相是局域稳定的, 但

由于其能量比相分离态高, 因而只能以亚稳态形式

存在. 在二元体系中, 旋节线方程可以一般地表达

为   [24]. 对于本文考虑的情形, 它约化

为  -  平面内的直线方程： 

n1

nC1
+

n2

nC2
= 1. (11)

nC1 nC2 n1 n2

∆2
g

其中   和   分别是旋节线在   轴和   轴上的截

距. 当密度准至  阶时, 可得到：
 

nCi =
π

64a3
g

gii

α2

(α− 1)4
∆2

g, i = 1, 2. (12)

(nC1 , 0)

不难验证, 旋节线与 (10)式给出的 PM1态的相边

界相交于  点. 这个点就是部分混溶相变的临

界点.

α < 1

nM1 nM2 α

α−1 (nIM1 , 0)

(0, nC2 )

沿用类似的计算步骤 , 也可以得到   时

PM2态与均匀混溶态间的相边界, 其解析表达式

相当于将 (10)式中的  与  互换, 并将  替换为

 . 该相边界与不混溶边界相交于  , 与旋

节线相交于临界点  .

α = 3 α = 1/3

∆2
g

∆g α

α → 1 nIMi nCi

图 1所示为   和   两种情形下的基

态相图, 其中实线是通过数值求解相平衡条件得到

的相边界, 点线是准至  阶的解析结果. 二者在小

的   参数下符合得很好. 当   的取值更接近或更

远离 1时, 部分混溶的相区会相应地向密度更大或

更小的区间移动. 当   时,    和   都趋于无

穷, 这意味着部分混溶转变实际上不会发生, 体系

将一直保持不混溶状态.

 2.4    与单模近似结果的对比

不同于本文方法, 文献 [37]采用了单模近似计

算体系的相图. 该理论引入了两个新的密度变量： 

n+ = n1 cos θ + n2 sin θ,

n− = −n1 sin θ + n2 cos θ, (13)

θ = arctanα
∂µi

∂n+
≫ ∂µi

∂n−
n+

n−

n+

E(n−)

其中   . 由物态方程 (1)不难推知, 在低

密度区间,   , 因此可称  为硬模密度,

 为软模密度. 当发生相分离时, 为了使体系能量

达到最小, 两个平衡相的硬模密度会非常接近. 如

果忽略两相中   值的微小差别, 则相分离构型完

全由单变量能量函数  决定 [37]. 这就是单模近

似的基本思想.

∆2
g

(n+, n−)

nPM+,min < n+ < nPM+,max

nPM+,min n+ nPM+,max

n+

上文由相平衡条件推导出的相边界与单模近

似方法给出的结果在准至  阶一致. 为了验证这

一点, 将前面得到的相图重新在  平面内画

出 [见图 1(b),(c)中的插图 ]. 可以看到, 部分混溶

态的相区出现在  区间内, 其中

 对应于不混溶边界的  值,   对应于部

分混溶临界点的   值. 对于 PM1态, 利用 (7)式
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∆2
g和 (12)式, 可明确写出 (准至  阶)：

 

nPM+,min =
225π
1024a3

α3(
2 + 3α5/2 − 5α3/2

)2√
1 + α2

∆2
g，

(14)
 

nPM+,max =
π

64a3
α3

(α− 1)4
√
1 + α2

∆2
g. (15)

n+

α α−1

这正是文献 [37]给出的部分混溶态的密度范围. 类

似也可以写出 PM2态所处的  值区间, 这相当于

将 (14)式和 (15)式结果中的  替换为  .

nPM+,min < n+ < nPM+,max需要指出的是,   只是部分

混溶态出现的必要条件. 在此区间内, 体系也可能

是均匀混溶的 [见图 1(b),(c)中的插图 ]. 换言之,

(14)式和 (15)式并不能完整地概括基态相图的特

征. 从这个意义上说, 本文得到的相边界是对之前

理论工作的重要补充. 本文结果更全面地描述了部

分混溶态的密度范围, 为实验观测提供了明确的参

考依据.

 2.5    临界点的奇异性

(nC1 , 0) (0, nC2 )

部分混溶态与均匀混溶态间的转变在量子临

界点终止. 对于 PM1态和 PM2态, 量子临界点的

密度分别为   和   . 趋近临界点时, 体系

密度响应的静态极化率 (static susceptibility)会

表现出发散的奇异性.

δĤ = −
∑

i=1,2
ΛiN̂i

N̂i Λi

Λi

设想体系在均匀混合状态下出现粒子数变化

的扰动 . 微扰哈密顿量写为   ,

其中  为 i 组分的原子数算符,   为扰动强度. 在

线性响应条件下, 扰动引起的密度变化正比于  ,

δni =
∑

j=1,2
χijΛj χij , 线性系数  即为静态极化率,

它等于 i 组分原子的平衡态密度对 j 组分原子化学

势的偏导数: 

χij =

(
∂ni

∂µj

)
µ3−j

, i, j = 1, 2. (16)

利用热力学关系和雅可比行列式的性质, 极化率又

可写为 

χii =
γ3−i

γ1γ2 − γ2
12

, i = 1, 2, (17)
 

χ12 = χ21 = − γ12
γ1γ2 − γ2

12

, (18)

γi ≡
∂2E
∂n2

i

γ12 ≡ ∂2E
∂n1∂n2

γ1γ2 − γ2
12 = 0

其中   和   可以根据物态方程

(1)算出. 由于临界点是旋节线与部分混溶相边界

的交点, 它满足旋节线方程  , 因此极

化率张量的所有分量在临界点都是发散的.

在临界点附近, 静态极化率的奇异部分可以简

化为 

χii =
1

gii∆g

(
n1

nC1
+

n2

nC2
− 1

)−1

, i = 1, 2, (19)
 

χ12 = χ21 = − 1

g∆g

(
n1

nC1
+

n2

nC2
− 1

)−1

. (20)

χ11 χ22

χ12 χ21

该结果表明, 对于密度高于旋节线的均匀混溶相,

 和   均为正数, 这符合热力学的稳定性要求;

而   和   为负数, 说明异组分之间的密度响应

是反相的 (out-of-phase).

α = 3 χ11 χ12

(nC1 , 0) χ22 χ11

图 2所示为   时静态极化率   和  

在临界点  附近的变化曲线 (  的行为与 

类似). 实线是根据 (17)式和 (18)式算得的数值

 

0 0.05 0.10 0.15
102

103

104

1.2C1

1.5C1

(a)


1
1
/

−1

2/1

1=1.0C1

-104


1
2
/

−1

0 0.05 0.10 0.15

1.2C1

1.5C1

(b)

2/1

1=1.0C1

-102

-103

n1 χ11 χ12 n1 = nC
1

α = 3 ∆g = 0.01

图 2    在不同   取值下 , 静态极化率   和   随 2组分原子浓度的变化曲线 . 两图中的点划线分别对应于   时 (19)式

和 (20)式给出的解析结果. 相互作用参数:   ,  

χ11 χ12 n1

n1 = nC
1

α = 3 ∆g = 0.01

Fig. 2. Static  susceptibilities      and      as  functions  of  the  concentration  of  species  2 with      fixed  at  different  values.  The

dash-dotted lines in two plots correspond to the analytical results given by Eqs. (19) and (20), respectively, with   . Interac-

tion parameters:   , and   .
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n1 = nC1结果, 点划线是固定   时 (19)式和 (20)式

给出的解析结果, 后者很好地刻画了极化率在临界

点处的奇异性.

除了静态极化率发散之外, 体系在临界点附近

还会表现出声子模软化、关联长度发散等特征行

为. 对于这些临界现象的描述, 超出了纯热力学分

析的范畴, 有待今后进一步探讨.

 3   不等质量的双组分 BEC

∆g

在当前冷原子实验中, 用同一种原子制备的双

组分 BEC还很难实现  为小正数的参数条件. 现

实中更有希望的实验方案是在不等质量的异核原子

组成的玻色混合气体中探测部分混溶态及其相变.

当两组分存在质量失配时, 混合 BEC的平均

场能量与等质量情形相同 , 但量子涨落贡献的

LHY能量更为复杂, 其积分形式为 [39,40]
 

ELHY =
1

2

∫
d3k
(2π)3

[
ℏωk,+ + ℏωk,− − ϵk,1

− ϵk,2 − g11n1 − g22n2 +
g211n

2
1

2ϵk,1

+
g222n

2
2

2ϵk,2
+

2g2n1n2

ϵk,1 + ϵk,2

]
, (21)

ϵk,i = ℏ2k2/2mi

mi ℏωk,±

其中, k 为波矢,   为 i 组分的单粒子

能量 (  为原子质量),    是 Bogoliubov元激

发能谱: 

ℏωk,± =

{
1

2

[
(ℏωk,1)

2 + (ℏωk,2)
2
]

± 1

2

√
[(ℏωk,1)2 − (ℏωk,2)2]

2
+ 16g2n1n2ϵk,1ϵk,2

} 1
2
,

(22)

ℏωk,i =
√
ϵk,i(ϵk,i + 2giini)

ELHY ∆g

其中，  . 为了简化, 这里

同样忽略了  对  的依赖.

由于不等质量情况下物态方程没有简洁的解

析形式, 实际理论计算时只能针对特定参数 (质量

比和相互作用强度), 通过数值求解相平衡条件确

定体系的基态相图. 这样的预测方式对于实验上可

能采用的多种原子组合来说不方便, 而且也难以建

立起不同体系之间的图象联系. 为弥补这个不足,

这里提出一种简单方法, 可以解析地给出部分混溶

态出现的阈值密度, 并判断其相分离构型.

n1 → 0 n2 → 0

注意到在求解不混溶态到部分混溶态的转变

条件时, 实际上只用到了   和   两个极

限情形的物态方程, 因此可以采用玻色极化子图象

简化计算, 将组分含量大的原子视为多体背景, 把

组分含量小的原子视为杂质. 当杂质浓度足够低

时, 将 (21)式保留至浓度的线性项, 可以得到：
 

ELHY = E BG
LHY

[
1 +

15

4

g2

g2BG

nI
nBG

f
( mI

mBG

)]
, (23)

E BG
LHY = 8m

3/2
BG (gBGnBG)

5/2/(15π2ℏ3)

nBG nI

gBG
mI

mBG

其中  为背景BEC

的 LHY能量,    和   分别为背景原子和杂质原

子的密度,   为背景原子间的相互作用强度, f 是

原子质量比  的无量纲函数
 

f(x) =



x

1− x2

(
1− x2

√
1− x2

artanh
√

1− x2

)
,

0 < x < 1,

x

x2 − 1

(
x2

√
x2 − 1

arctan
√

x2 − 1− 1

)
,

x > 1.
(24)

(23)式中括号中的第 2项实际上就对应于极化子

能量的二阶微扰修正 [41].

ni → 0

∆2
g

将 1组分、2组分原子分别视为杂质 (另一组

分视为多体背景), 即可得到  时低浓度展开

的物态方程. 再根据转变条件 (5)式和 (6)式, 便

可确定不混溶态的上界密度. 当不混溶态转变为

PM1态时, 准至  阶, 可得到
 

 

nIMi =
225π
256a3

√
g

gii

α5/2β3/2[
4 + 6α5/2β3/2 − 15α3/2β3/2f

(
β−1

)]2∆2
g, i = 1, 2, (25)

β ≡ m2/m1 ∆2
g其中  . 当不混溶态转变为 PM2态时, 同样准至  阶, 有

 

nIMi =
225π
256a3

√
g

gii

α−5/2β−3/2[
4 + 6α−5/2β−3/2−15α−3/2β−3/2f(β)

]2∆2
g, i = 1, 2. (26)
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α→α−1 β→β−1

m1 = m2 = m f(1) = 2/3

这相当于对 (25)式进行变量替换,   ,   .

若取   , 由   可知, (25)式和

(26)式即分别回到等质量情形的 (7)式和 (8)式.

α β与之前的处理类似, 对于给定的参数   和   ,

可以通过比较 (25)式和 (26)式的密度大小, 判断

究竟会发生哪种不混溶转变. 引入无量纲的判别函

数 W, 

W (α, β) =α1/4β3/4
[
2α− 15f(β−1)

]
− α−1/4β−3/4

[
2α−1 − 15f(β)

]
, (27)

W > 0 nIMi

W < 0

nIMi

β = 1

W ≷ 0 α ≷ 1

容易验证, 当  时, (25)式的给出的  更小,

因而不混溶态会转变为 PM1态 ; 当   时 ,

(26)式给出的   更小 , 因而不混溶态会转变为

PM2态 . 在等质量情形下 (  ), 判别条件

 就约化为  .

α β

W > 0

W < 0

利用上面的结果, 很容易从解析上判断在现

实冷原子系统中会出现哪种构型的部分混溶态.

图 3所示为判别函数 W 在  -  参数平面内的零值

线. 在该曲线上方,   , 对应于 PM1态出现的

参数区间; 在该曲线下方,   , 对应于 PM2态

出现的参数区间. 图中还标记了几种常见的玻色混

合气体在参数空间中的位置, 由此可以很清楚地判

断出各体系可能出现的部分混溶构型. 相关结果如

表 1所示.

nIMi

∆g = 0.01 nIMi

1015 cm−3

由 (25)式和 (26)式求得  后, 再代入相边界

方程 (9), 即可得到部分混溶态出现的阈值条件. 表 1

所示为   时各实验体系的   值. 可以看

到 , 在 23Na+39K和 41K+87Rb体系中 , 不混溶态

的上界密度达到了   量级 , 这在冷原子

实验中一般很难获得. 仅从密度的阈值条件看, 部

分混溶态在 39K+41K体系中更容易实现. 而且, 由

(8)式和 (26)式对比可知, 该同位素体系可以很好

地用等质量情形的结果描述 (质量失配引起的修正

约为 2%).

α β

nIMi

需要说明的是, 在上面的讨论中, 始终假定

对于给定的参数  和  , 基态只会出现一种部分混

溶态 . 但实际上在不等质量情形下 ,  PM1态和

PM2态有可能在同一体系中出现 [37]. 此时, 不混

溶态的转变条件并非由 (5)式和 (6)式给出. 此前

文献 [37]的数值结果表明, 当两组分的质量失配

不超过 5倍时, 这种特殊情况对应的参数区间是

极小的 (非常靠近 W 的零值线). 由钠、钾、铷原

子组成的混合气体, 事实上都不满足这种极特殊

的参数条件, 因此表 1中  的计算结果并不会受

影响.

 

1 2 3 4
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5





39K-87Rb

41K-87Rb

39K-41K

23Na-87Rb

23Na-39K

α β图 3    W 函数在   -  平面内的零值线 . 在零值线两侧 , 可

实现的部分混溶态具有不同的构型 (见正文). 圆点标出了

几种实验上已制备出的双组分 BEC在参数平面内的位置

W = 0 α βFig. 3. Contour  plot  of      in    -   plane.  In  the  two

regions  separated  by  the  contour,  the  achievable  partially

miscible  state  has  different  configuration  (see  text).  Big

dots mark several experimentally realized mixtures at their

positions in the parameters plane. 

nIM
i

a0 nIM
i

∆g 0.01

表 1    冷原子玻色混合气体中可实现的部分混溶构型, 以及不混溶相边界的密度值  . 这里约定质量轻的元素为组分 1,

质量重的元素为组分 2. 散射长度为平均场失稳阈值处的数据 (以 Bohr半径  为单位), 取自所列的参考文献.   的预

测值是根据 (25)式和 (26)式计算的,   均设为 

nIM
i

a0 nIM
i

∆g = 0.01

Table 1.    Configuration of partially miscible state and      in various Bose mixtures of cold atoms. Here, the lighter ele-

ments are set as species 1, and the heavier elements are set as species 2. Intraspecies scattering lengths at the mean-field im-

miscibility threshold, measured in unit of Bohr radius    , are taken from the listed references. The predicted     are com-

puted using Eqs. (25) and (26), with   .

玻色混合气体 a11/ a0   a22/a0 部分混溶构型 nIM
1 /(1014cm−3) nIM

2 / (1014cm−3)   文献

23Na + 39K 52 7.8 PM2 21.46 72.14 [9]

23Na + 87Rb 54.5 100.4 PM1 2.87 4.12 [8]

39K + 41K 470 65 PM2 0.026 0.073 [10]

39K + 87Rb 10.2 100.4 PM1 3.19 1.52 [7]

41K + 87Rb 65 100.4 PM1 16.14 18.96 [12]
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采用上面的玻色极化子图象, 如果将物态方程

保留至杂质浓度的更高阶, 还可以得到量子临界点

随质量比参数的变化行为. 对于这个问题的考察,

我们留待今后作进一步研究.

 4   结　论

综上所述, 本文运用包含 LHY修正的物态方

程, 研究了双组分 BEC在平均场弱失稳区间的基

态相图. 对于等质量的混合体系, 给出了各相边界

的解析表达式, 可以很好地描述稀薄情形下不混溶

态、部分混溶态以及均匀混溶态之间的转变, 同时

指出了密度响应的静态极化率在量子临界点附近

的奇异性. 对于不等质量的混合体系, 利用物态方

程在低杂质浓度下的展开形式, 得到了部分混溶态

出现的阈值密度, 并提出了依据原子质量比和相互

作用参数判断部分混溶构型的解析方法. 这些结果

揭示了量子涨落效应对双组分 BEC混溶性的重要

影响, 也为当前冷原子物理的实验探索提供了有价

值的参考依据.
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Abstract

The miscibility of quantum liquids is an interesting topic in many-body physics, which has been intensively

investigated  in  3He-4He superfluids  and the  mixtures  of  ultracold  atoms.  In  the  context  of  dual  species  Bose-

Einstein condensates,  the mean-field description has been well  established, according to which, the miscibility

condition  is  density  independent  and  determined  only  by  the  ratio  of  inter-  and  intra-species  interaction

strength.  Recently,  Nadion  and  Petrov  proposed  that  [Phys.  Rev.  Lett.  126  115301],  in  the  vicinity  of  the
mixing-demixing threshold, quantum fluctuations play an important role to affect the equilibrium stability, and

as a result, the partially miscible state emerges. This new phase of quantum matter opens up new perspectives

to explore the beyond mean-field effect in ultracold atomic gases.

In this work, according to the equation of state taking the Lee-Huang-Yang correction into consideration,

we  investigate  the  ground  state  phase  diagram  of  repulsive  binary  Bose  mixtures  in  the  interacting  regime

suffering  a  weak  mean-field  instability.  Under  the  thermodynamic  balance  conditions,  the  phase  boundaries

between the immiscible state, partially miscible state and the homogenous state are determined. For the equal-

mass  case,  these  phase  transitions  only  take  place  on  condition  that  intra-species  interactions  are  in  an

asymmetric  form.  In  terms  of  interaction  parameters,  we  explicitly  derive  analytical  expressions  of  the  phase

boundaries, which are appropriate to describe the transitions in sufficiently dilute atomic gases. At the quantum

critical  point,  where  the  partially  miscible  state  terminates,  the  susceptibility  tensor  of  the  density  response

exhibits  a  divergent  behavior.  For  the  unequal-mass  case,  the  beyond-mean-field  equation  of  state  cannot  be

written in a compact form, thus the determination of the phase boundaries is more involved. By expanding the

Lee-Huang-Yang  energy  expression  to  the  terms  linear  in  the  concentration  of  the  minority  species,  we

analytically  obtain the threshold density for  the partially  miscible  transition.  We also  propose  a  discriminant

function, from which the configuration of the partially miscible state can be identified for the given mass ratio

and  interaction  strength.  Applications  of  these  theoretical  results  to  experimental  systems,  such  as  sodium,

potassium, and rubidium gases, are presented.
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