
 

专题: 非线性系统理论及其前沿应用

可积系统的双线性约化方法*
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本综述主要介绍了双线性约化方法在可积系统求解中的应用 . 这一方法基于双线性方法和解的双

Wronskian表示. 对于通过耦合系统约化而获得的可积方程, 先求解未约化的耦合系统, 给出用双Wronskian

表示的解; 进而利用双Wronskian的规则结构, 施以适当的约化技巧, 获得约化后的可积方程的解. 以非线性

Schrödinger方程族和微分-差分非线性 Schrödinger方程为具体例证, 详述此方法的应用技巧. 除了经典可积方

程, 该方法也适用于非局部可积系统的求解. 其他例子还包括 Fokas-Lenells方程和非零背景的非线性 Schrödinger

方程等可积系统的求解.
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 1   引　言

许多可积的物理模型可以描述为相应耦合系

统的约化. 例如著名的非线性 Schrödinger (NLS)

方程:
 

iqt + qxx + 2|q|2q = 0, (1)

可视为耦合系统
 

iqt = −qxx + 2q2r, (2a)
 

irt = rxx − 2r2q, (2b)

r = −q∗

(x, t) ∈ R2

∗ |q|2 = qq∗

r = −q∗

在约化  之下的结果, 而方程组 (2) 从属于

著名的 Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS) 方

程族. 其中, q 和 r 都是    的函数, i 是虚

数单位,   表示复共轭,   . 在上述约化背景

下 , 求解 NLS方程可以转化为预先求解二阶

AKNS系统 (2), 获得 q 和 r 的显式表达式, 进而在

这些解上施加约束以使其满足  , 最终获得

NLS方程 (1)的解.

r = −q∗

r(x, t) = −q∗(−x, t)

以 NLS方程为例, “双线性约化方法”指利用

双线性方法求解耦合系统 (2), 借助双Wronski行

列式 (Wronskian)给出 q 和 r 的显式表达式. 这种

表示具有规则的结构, 允许存在一系列的自由参数.

通过一定的技巧, 将对 q 和 r 的约束 (如   )

转化为对自由参数的约束, 而双 Wronskian的规

则结构为实施这种约化技巧提供了方便. 这一技巧

于 2018年由 Chen等 [1,2] 提出, 应用于求解非局部

(nonlocal)可积的 NLS方程族. 这类方程作为一类

新型的可积系统 , 由 Ablowitz和 Mussilimani[3]

在 2013年提出, 他们在 q 和 r 上施以“非局部”约

束    , 从 (2)式得到“逆空间”的

非局部 NLS方程： 

iqt(x, t) + qxx(x, t) + 2q2(x, t)q∗(−x, t) = 0. (3)

这种非局部约化还可以推广到微分-差分系统以及

逆时间和带有时空平移的情形 [4,5]. 双线性约化方

法不仅适用于非局部可积系统的解的构造与研究,

同样适用于经典的可积系统, 包括微分-差分方程.

这一方法已经被应用于求解 AKNS方程族 [1]、半
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离散 NLS方程 [6,7]、半离散修正 Korteweg-de Vries

(KdV)方程 [8]、半离散非等谱 NLS方程 [9]、具有互

反变换的负一阶 AKNS方程与短脉冲方程 [10]、

负阶AKNS方程族 [11]、导数NLS系统 [12–14]、Gross-

Pitaevskii方程 [15]、Fokas-Lenells方程 [16,17]、具有

时空平移的可积系统 [18,19]、(2+1)维混合 AKNS

系统 [11,20] 以及非零背景下的可积系统 [21] 等.

本文旨在综述“双线性约化方法”, 以 NLS方

程族和半离散 NLS方程为具体例证, 介绍这一方

法的基本思想与应用技巧, 并列出其他代表结果.

第 2节将介绍涉及的基本概念与符号, 第 3节将

以 NLS方程族为例, 详述这一方法. 第 4节将以半

离散 NLS方程为例, 介绍这一方法在空间离散可

积方程中的应用. 第 5节和第 6节将分别给出这一

方法在求解 Fokas-Lenells方程和非零背景下的

NLS方程上的应用, 最后给出结论. 关于 Hirota双

线性方法特别是孤子解的 Wronskian表示, 推荐

参考文献 [22].

 2   基本概念与符号

Hirota的双线性算子 D 定义为 [23]
 

Dm
x D

n
y f(x, y) · g(x, y)

= (∂x − ∂x′)m(∂y − ∂y′)n

× f(x, y)g(x′, y′)|x′=x,y′=y, (4)

f(x,  y) g(x, y)

f(t) g(t)

t = (t1, t2, · · · , tn)

式中,   和  都是关于 (x, y)的无穷可微

函数. 上述定义也可以等价叙述为 (   和   是

关于   的无穷可微函数) 

exp

(
n∑

i=1

εiDti

)
f(t) · g(t) = f(t+ ε) · g(t− ε), (5)

ε = (ε1, ε2, · · · , εn), εi ∈ R其中,   .

Wronski行列式 (Wronskian) 是一类特殊矩

阵的行列式, 该矩阵中的各列满足后一列是前一列

的导数. 假设: 

ϕ = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN )T, (6)

ϕi = ϕi(x)其中,     是关于 x 的无穷可微函数, 则由

f 生成的Wronskian可以记为 

W = |ϕ, ϕ(1), ϕ(2), · · · , ϕ(N−1)|,

ϕ(i) = ∂ixϕ式中  . 这种行列式也可以简记为 [24]
 

W = |0, 1, 2, · · · , N − 1| = |N̂ − 1|.

双Wronskian由一对列向量生成. 假设: 

φ = (φ1, φ2, · · · , φN+M )T,

ψ = (ψ1, ψ2, · · · , ψN+M )T, (7)

φi = φi(x) ψi = ψi(x)其中,    和   都是关于 x 的无穷

可微函数. 由它们生成的行列式: 

W = |φ,φ(1), φ(2), φ(N−1); ψ,ψ(1), ψ(2), · · · , ψ(M−1)|,

称为双Wronskian, 简记为 [25]
 

W = |0, 1, 2, · · · , N − 1; 0, 1, 2, · · · ,M − 1|

= |N̂ − 1; M̂ − 1|.

Casoratian是Wronskian的离散形式. 假设: 

φ(n) = (φ1(n), φ2(n), · · · , φN (n))T, n ∈ Z, (8)

Casoratian可以表示为 [26]
 

C(φ) = |φ(n), φ(n+ 1), · · · , φ(n+N − 1)|

= |0, 1, 2, · · · , N − 1| = |N̂ − 1|. (9)

类似地, 双 Casoratian定义为 

C(φ,ψ) = |φ(n), φ(n+ 1), · · · , φ(n+N − 1);

ψ(n), ψ(n+ 1), · · · , ψ(n+M − 1)|

= |0, 1, 2, · · · , N − 1; 0, 1, · · · ,M − 1|

= |N̂ − 1; M̂ − 1|, (10)

其中, j 和 y 都是关于 n 的 (N+M)维列向量.

在双线性约化方法中, 解都是通过双Wronkian

或双 Casoratian进行表示.

 3   NLS方程族

本节将以 NLS方程族为例, 详细介绍双线性

约化方法的基本思想与应用技巧.

 3.1    AKNS 方程族的双 Wronskian 解

NLS方程族从属于著名的 AKNS方程族: 

utn = Kn =

(
K1,n

K2,n

)
= Ln

(
−q
r

)
,

u =
( q
r

)
, n = 1, 2, · · · , (11)

可以从 AKNS谱问题 [27] 导出, AKNS谱问题为 

Φx =

(
λ q

r −λ

)
Φ, Φ =

(
ϕ1

ϕ2

)
, (12)

(x, t) ∈ R2 λ (ϕ1, ϕ2)

导出步骤可以参考文献 [28]的第 2节. 这里, q 和

r 是  的函数,   为谱参数,   是波函
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数, L 是 AKNS方程族的递推算子: 

L =

(
−∂x + 2q∂−1

x r 2q∂−1
x q

−2r∂−1
x r ∂x − 2r∂−1

x q

)
,

∂x =
∂

∂x
∂−1
x ∂x = ∂x∂

−1
x = 1

t2l it2l

其中 ,    ,    .  AKNS方程

族中的偶指标方程 (将   替换为   ), 即 

iut2l = −K2l, l = 1, 2, · · · , (13)

在约束 

r(x, t) = δq∗(σx, t), δ, σ = ±1 (14)

之下, 可以约化为 NLS方程族: 

iqt2l = −K1,2l|(14), l = 1, 2, · · · , (15)

δ = ∓1

σ = −1

其中,     分别对应散焦和聚焦的 NLS方程

族. 特别地, 当   时, (15) 式称为逆空间的非

局部 NLS方程族 [3]. 对于 NLS方程族, 还存在逆

时间和逆时空的非局部形式. 本文仅以 (15)式为例

详述双线性约化方法的过程. 对于其他非局部约化

对应的精确解, 可以参考文献 [1].

接下来给出 AKNS方程族 (11)和未约化的

NLS方程族 (13) 的双 Wronskian形式的解 . 将

AKNS 方程族 (11) 改写为下面的递推形式:  (qtn+1

rtn+1

)
= L

(
qtn
rtn

)
, n = 1, 2, · · · . (16)

借助于变换 

q =
h

f
, r = − g

f
, (17)

t1 = x

可以将方程族 (16)进行双线性化 (特别地 , 取

 ), 得到 [29]
 

(Dtn+1
−DxDtn)g · f = 0, (18a)

 

(Dtn+1
−DxDtn)f · h = 0, (18b)

 

D2
xf · f = 2gh. (18c)

n = 1并称之为双线性 AKNS方程族. 特别当   时,

上述方程给出耦合系统 (2)的双线性形式: 

(Dt −D2
x)g · f = 0, (19a)

 

(Dt −D2
x)f · h = 0, (19b)

 

D2
xf · f = 2gh. (19c)

双线性 AKNS方程族 (18)具有双Wronskian解.

定理 1　双线性 AKNS方程族 (18) 具有如下

的双 Wronskian 解 [30,31]: 

f = |N̂ − 1; M̂ − 1|, (20a)
 

g = 2N−M+1|N̂ ; M̂ − 2|, (20b)
 

h = 2M−N+1|N̂ − 2; M̂ |, (20c)

其中, 构成上述双Wronskian的列向量 j 和 y(见

(7)式)定义为 

φ = exp
(
1

2

∞∑
j=1

Ajtj

)
C+,

ψ = exp
(
−1

2

∞∑
j=1

Ajtj

)
C−, (21)

A ∈ C(N+M)×(N+M) (N +M)

C±

式中,    是任意的  阶常

矩阵,   是列向量, 形如： 

C± =
(
c±1 , c

±
2 , · · · , c

±
N+M

)T
, c±i ∈ C.

x = t1

上述定理的证明可以参考文献 [31]. (21) 式中

的向量 j 和 y 满足微分方程 (  )： 

φx =
1

2
Aφ, ψx = −1

2
Aψ, (22a)

 

φtj = 2j−1∂jxφ, ψtj = (−2)j−1∂jxψ, j = 1, 2, · · · .
(22b)

因此, 通常 A也称为系数矩阵. 可以证明, 矩阵

A和它的任意相似矩阵引出相同的解 q 和 r.

需要说明的是, 对于 AKNS 方程族 (16) 中的

某一具体方程 

utn = Kn, (23)

{Kj}

e±
1
2

∑
j ̸=1,n Ajtj

C±

由 (16)式定义的所有等谱流   都是方程 (23)

的对称. 在此结论之下, 当考虑具体的方程 (23)

时 ,  (21)式中的     都可以视为常数 ,

被吸收到任意列向量  之中. 特别对于约化前的

NLS方程族 (13), 其解可以描述如下.

t1 = x

定理 2　约化前的 NLS方程族 (13)有形如

(17)式的解, 其中 f, g, h 由双 Wronskian (20)式

表示, j 和 y 取为 (  ) 

φ = exp
(
1

2
Ax+

i
2

∞∑
j=1

A2jt2j

)
C+, (24a)

 

ψ = exp
(
−1

2
Ax− i

2

∞∑
j=1

A2jt2j

)
C−. (24b)

 3.2    解的约化

以定理 2中未约化的 NLS方程族 (13)为例,

下面将详述如何将其解约化成为 NLS方程族 (15)

的解.
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定理 3 [1,2,22]　考虑 (20)式中的双Wroskian f,

g 和 h, 其中的生成列向量 j 和 y 定义为 (24)式.

此时, 未约化的 NLS方程族 (13)有解 (17)式. 对

于列向量 j 和 y 施以如下约束: M = N,
 

C− = TC+∗, (25)

以及
 

AT + σTA∗ = 0, (26a)
 

TT ∗ = δσ I2N , (26b)

2N × 2N I2N 2N其中, T为   矩阵,    是   阶单位矩阵.

在上述约束下, NLS 方程族 (15) 有解:
 

q(x, t) = 2
|N̂ − 2; N̂ |

|N̂ − 1; N̂ − 1|
, (27)

其中 j 取自 (24a)式:
 

ψ(x, t) = Tφ∗(σx, t). (28)

证明. 为了证明方便, 引入符号：
 

φ̂(N)(ax)[bx] =
(
φ(ax), ∂bxφ(ax), ∂

2
bxφ(ax),

· · · , ∂Nbxφ(ax)
)
, a, b = ±1. (29)

首先, 考察在约束条件 (25)式和 (26a)式下, 列向

量 j 和 y 的关系. 可得
 

ψ(σx, t)

= exp
(
−1

2
σAx− i

2

∞∑
j=1

A2jt2j

)
C−

= exp
(
1

2
TA∗T−1x− i

2

∞∑
j=1

(TA∗T−1)2jt2j

)
TC+∗

= T exp
(
1

2
A∗x− i

2

∞∑
j=1

A∗2jt2j

)
C+∗

= Tφ∗(x, t),

M = N

此即为 (28)式. 这样, (20)式中的双 Wroskian f,

g 和 h 可以写为 (已取  )
 

f = |φ̂(N−1)(x)[x];T φ̂
∗(N−1)(σx)[x]|, (30a)

 

g = 2|φ̂(N)(x)[x];T φ̂
∗(N−2)(σx)[x]|, (30b)

 

h = 2|φ̂(N−2)(x)[x];T φ̂
∗(N)(σx)[x]|. (30c)

f

σδ

对于上述  , 利用 (26b)式, 并随后提出在前 N 列

中出现的因子  , 可得 

f∗(σx, t) = |φ̂∗(N−1)(σx)[σx];T
∗φ̂(N−1)(σ2x)[σx]|

= |T ∗|(σδ)N |T φ̂∗(N−1)(σx)[σx]; φ̂
(N−1)(x)[σx]|.

∂σx σ∂x

将上式中的后 N 列逐列移到前 N 列, 再将各列的

导数   改写为  , 进一步得到 

f∗(σx, t) = |T ∗|(σδ)N (−1)N |φ̂(N−1)(x)[x];

T φ̂∗(N−1)(σx)[x]|

= |T ∗|(σδ)N (−1)Nf(x, t).

类似可有 

g∗(σx, t) = |T ∗|δN+1σN (−1)N−1h(x, t).

这样, 对于形如 (17)式的 q 和 r, 可得 

r∗(σx, t) = − g∗(σx, t)

f∗(σx, t)
=
δh(x, t)

f(x, t)
= δq(x, t),

此即为约化关系 (14)式. 这样, 当矩阵 A和 T满

足方程 (26)时, (27)式给出NLS 方程族 (15) 的解.

定理 3将解的约化转化为求解 A与 T满足

的矩阵方程族 (26). 考虑分块矩阵形式的特解 .

假设： 

T =

(
T1 T2
T3 T4

)
, A =

(
K1 (0)N
(0)N K4

)
, (31)

Ti Ki N ×N (0)N其中,    和   都是   矩阵,    表示 N 阶零

矩阵 . 不难证明 , 方程组 (26)有如表 1 所列的

特解.

对于未约化的 NLS方程族 (13), 由于系数矩阵

A及其任意相似矩阵引出的解是一致的, 所以只

需考虑与矩阵A的标准型相对应的列向量 j 和 y.

表 1    矩阵方程 (26)的解
Table 1.    Solutions to matrix equation (26).

No. (σ, δ) T A 

1) (1,−1) T1 = T4 = (0)N T3 = −T2 = IN  ,  K1 = −K∗
4 = KN ∈ CN×N 

2) (1, 1) T1 = T4 = (0)N T3 = T2 = IN  ,  K1 = −K∗
4 = KN ∈ CN×N 

3) (−1,−1) T1 = T4 = (0)N T3 = T2 = IN  ,  K1 = K∗
4 = KN ∈ CN×N 

4) (−1, 1) T1 = T4 = (0)N T3 = −T2 = IN  ,  K1 = K∗
4 = KN ∈ CN×N 

5) (−1,−1) T1 = −T4 = IN , T2 = T3 = (0)N K1 = KN ∈ RN×N , K4 = −HN ∈ RN×N 
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KN对于表 1中的情况 1)—4), 当   为对角阵

时, 形如: 

KN = Diag(k1, k2, · · · , kN ), ki ∈ C,

可得 

φ =
(
c1eθ(k1), c2eθ(k2), · · · , cNeθ(kN ), d1eθ(−σk∗

1 ),

d2eθ(−σk∗
2 ), · · · , dNeθ(−σk∗

N )
)T
,

ci ∈ C其中,   , 

θ(kl) =
1

2
klx+

i
2

∞∑
j=1

k2jl t2j . (32)

KN当  为 Jordan矩阵, 即 

KN = JN [k]
.
=


k 0 0 · · · 0 0

1 k 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 k


N

,

(33)

k ∈ C其中  , 可得 

φ =

(
ceθ(k),

∂k
1!

(ceθ(k)), · · · ,
∂N−1
k

(N − 1)!
(ceθ(k)),

deθ(−σk∗),
∂k∗

1!
(deθ(−σk∗)), · · · ,

∂N−1
k∗

(N − 1)!
(deθ(−σk∗))

)T

,

c, d ∈ C其中  .

KN ,HN ∈ RN×N对于表 1中的情形 5),   , 当 

KN = Diag(k1, k2, · · · , kN ),

HN = Diag(h1, h2, · · · , hN ), ki, hi ∈ R,

可得 

φ =
(
c1e

θ(k1), c2eθ(k2), · · · , cNeθ(kN ),

d1eθ(−h1), d2eθ(−h2), · · · , dNeθ(−hN )
)T
,

ci, di ∈ C θ(k) KN = JN [k],

HN = JN [h]

其中  ,    定义如 (32)式; 当  

  时, 可得 

φ =

(
ceθ(k),

∂k
1!

(ceθ(k)), · · · ,
∂N−1
k

(N − 1)!
(ceθ(k)),

deθ(−h),
∂h
1!

(deθ(−h)), · · · ,
∂N−1
h

(N − 1)!
(deθ(−h))

)T

,

c, d ∈ C h, k ∈ R θ(k)

KN HN

其中 ,    ,    ,    定义如 (32)式 . 当

然, 当   与  之中一个为对角阵另一个为 Jordan

矩阵时, 对应的列向量 j 和 y 也可以相应给出.

本节已经展示了双线性约化方法在求解经典

和逆空间 NLS方程族中的应用. 这一方法还可以

应用于逆时间、逆时空、具有时空平移的非局部

NLS方程族和修正 KdV(mKdV)方程族的求解.

这些都是与 AKNS方程族相关的应用. 更多的结

果, 包括解的动力学特点等, 可以参考文献 [1, 18].

 4   半离散 NLS方程

本节介绍以半离散 NLS方程为例展示双线性

约化方法在求解微分-差分方程中的应用.

 4.1    经典和非局部半离散 NLS 方程

经典的半离散 NLS方程
 

iQn,t=(Qn+1+Qn−1−2Qn)+QnQ
∗
n(Qn+1+Qn−1),

(34)

联系于 Ablowitz-Ladik (AL) 谱问题 [32]:
 

Θn+1 =MnΘn, Mn =

(
λ Qn

Rn 1/λ

)
, Θn =

(
θ1,n

θ2,n

)
,

(35)

Qn = Q(n, t) Rn = R(n, t)

Z× R λ (θ1,n, θ2,n)

其 中 ,    以 及   是 定 义 在

 上的函数,     是谱参数,     是波函

数. 联系于半离散 NLS方程 (34)的 (未约化)耦合

系统为
 

iQn,t = Qn+1+Qn−1− 2Qn−QnRn(Qn+1+Qn−1),
(36a)

 

iRn,t = −(Rn+1+Rn−1−2Rn)+QnRn(Rn+1+Rn−1).
(36b)

除了方程 (34)以外, 上述耦合系统还允许有如下

约化 [4]:
 

iQn,t = (Qn+1 +Qn−1 − 2Qn)

− δQnQ
∗
n(Qn+1 +Qn−1),

Rn = δQ∗
n, (37)

 

iQn,t = (Qn+1 +Qn−1 − 2Qn)

− δQnQ
∗
−n(Qn+1 +Qn−1),

Rn = δQ∗
−n, (38)

 

iQn,t = (Qn+1 +Qn−1 − 2Qn)

− δQnQn(−t)(Qn+1 +Qn−1),

Rn = δQn(−t), (39)
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iQn,t = (Qn+1 +Qn−1 − 2Qn)

− δQnQ−n(−t)(Qn+1 +Qn−1),

Rn = δQ−n(−t). (40)

δ = ±1 Q−n = Q(−n, t) Qn(−t) =

Q(n,−t) Q−n(−t) = Q(−n,−t)
在这些方程中,   ,   ,  

 ,    , 后 3个方程分别

称为逆空间、逆时间、逆时空的半离散 NLS方程.

 4.2    双线性约化方法

将先求解未约化的耦合系统 (36), 给出双线性

形式和双 Casoratian解, 然后再考虑约化.

 4.2.1    耦合系统 (36)的解

在变换 

Qn =
gn
fn
, Rn =

hn
fn

(41)

之下, 可以将 (36) 式双线性化为 

iDtgn · fn = gn+1fn−1 + gn−1fn+1 − 2gnfn, (42a)
 

iDtfn · hn = fn+1hn−1 + fn−1hn+1 − 2fnhn, (42b)
 

f2n − fn−1fn+1 = gnhn, (42c)

Dt其中,    是 Hirota 双线性算子, 定义如 (4)式.

引入“双跳步” 的双 Casoratian 

Cas(m+1,p+1)(Φn, Ψn)

= |Φn, E
2Φn, · · · , E2mΦn;Ψn, E

2Ψn, · · · , E2pΨn|

= |Φ̂(m)
n ; Ψ̂

(p)
n |

= |0, 1, 2, · · · ,m; 0, 1, 2, · · · , p| = |m̂; p̂|, (43)

Φn Ψn (m+ p+ 2)式中,   和   是  维列向量:
 

Φn = (ϕ1,n, ϕ2,n, · · · , ϕm+p+2,n)
T,

Ψn = (ψ1,n, ψ2,n, · · · , ψm+p+2,n)
T,

ϕj,n = ϕj(n, t) ψj,n = ψj(n, t)

Z× R E

Ejfn = fn+j

其元素    和    是定义在

 上的函数, 算子   是关于 n 的平移算子, 定

义如    . 但上述双 Casoratian是“双跳

步” 的, 不同于 (10)式中定义的标准形式.

接下来将给出 (42)式的解.

定理 4　双线性方程组 (42) 有定义如 (43)式

的双 Casoratian 解: 

fn = |m̂; p̂|, gn = |m̂+ 1; p̂− 1|,

hn = −|m̂− 1; p̂+ 1|. (44)

Φn Ψn其中列向量  和  满足: 

EΦn = AΦn, iΦn,t =
1

2
(E2 − 2 +E−2)Φn, (45a)

 

E−1Ψn = AΨn, iΨn,t = −1

2
(E2 − 2 +E−2)Ψn,

(45b)

(m+ p+ 2)× (m+ p+ 2)

Qn Rn

式中 , A是   可逆复矩阵 ,

与 n 和 t 无关. A及其任意相似矩阵引出相同的形

如 (41)式的  和  .

Φn Ψn

该定理的证明可以参考文献 [6]. 满足条件

(45)式的列向量  和  可以取为 

Φn = Ane−
i
2 (A

2−2Im+p+2+A−2)tC,

Ψn = A−ne
i
2 (A

2−2Im+p+2+A−2)tD, (46)

C,D ∈ Cm+p+2其中,   .

 4.2.2    约化到经典半离散 NLS 方程 (37)

Φn Ψn p = m首先对列向量    和   施以约束   , 即

考虑: 

Φn = Ane−
i
2 (A

2−2I2(m+1)+A−2)tC, (47a)
 

Ψn = A−ne
i
2 (A

2−2I2(m+1)+A−2)tD, (47b)

C,D ∈ C2m+2其中,    . 关于经典半离散 NLS 方程

(37)的解, 首先给出结论, 再进行详细证明.

定理 5　经典半离散 NLS方程 (37)有解: 

Qn =
gn
fn
, fn = |m̂; m̂|, gn = |m̂+ 1; m̂− 1|, (48)

Φn其中  定义见 (47a): 

Ψn = TΦ∗
n, (49)

系数矩阵A与 T满足方程: 

A−1T − TA∗ = 0, (50a)
 

TT ∗ = δI2(m+1), δ = ±1. (50b)

Φn A=eB B∈C(2m+2)×(2m+2)  可以等价表示为 (  ,   )
 

Φn = enB− i
2 (e2B−2I2(m+1)+e−2B)tC, (51)

相应于 (50)式的约束条件是 

BT + TB∗ = 0, TT ∗ = δI2(m+1). (52)

D = TC∗证明　在条件 (50a)以及  之下, 可见 

Ψn = A−ne
i
2 (A

2−2I2(m+1)+A−2)tD

= (TA∗T−1)n

× e
i
2 ((TA∗T−1)2−2I2(m+1)+(TA∗T−1)−2)tTC∗

= TA∗ne
i
2 (A

∗2−2I2(m+1)+A∗−2)tC∗

= TΦ∗
n,
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即 (49)式. 由此可以将 (44) 式中的双 Casoratian

写为 (参考 (43)式) 

fn = |Φ̂(m)
n ; Ψ̂

(m)
n | = |Φ̂(m)

n ; T̂Φ
∗(m)
n |, (53a)

 

gn = |Φ̂(m+1)
n ; Ψ̂

(m−1)
n | = |Φ̂(m+1)

n ;
̂

TΦ
∗(m−1)
n |,

(53b)
 

hn = −|Φ̂(m−1)
n ; Ψ̂

(m+1)
n | = −|Φ̂(m−1)

n ;
̂

TΦ
∗(m+1)
n |.

(53c)

在另一约束条件 (50b)式之下, 可得 

fn = |Φ̂(m)
n ; T̂Φ

∗(m)
n | = |T || ̂

δT ∗Φ
(m)
n ; Φ̂

∗(m)
n |

= (−δ)m+1|T ||Φ̂∗(m)
n ; T̂ ∗Φ

(m)
n |

= (−δ)m+1|T ||Φ̂(m)
n ; T̂Φ

∗(m)
n |∗

= (−δ)m+1|T |f∗n.

(m+ 1) (m+ 1)

在上式中 , 先后经历了提出矩阵 T, 利用条件

(50b)式, 以及将后   列逐列移到前  

列的过程.

hn = −(−δ)m|T |g∗n类似可得   . 于是有 

Rn

Q∗
n

=
hn/fn
g∗n/f

∗
n

=
hn
g∗n

· f
∗
n

fn
= δ, (54)

Rn = δQ∗
n即  .

σ = 1

需要说明的是, B和 T 满足的矩阵方程 (52)

与方程 (26) (取  ) 一致, 因此它的解可以参照

表 1的情形 1)和 2), 进一步不难给出 (51)式的显

式形式. 此处不再赘述.

 4.2.3    约化到逆空间半离散 NLS 方程 (38)

对于空间离散下的逆空间非局部 NLS方程,

实现解的约化需要特殊处理. 仍然先列出结论, 然

后给出详细证明.

定理 6　逆空间半离散 NLS 方程 (38)有解: 

Qn =
gn
fn
, fn = | ̂

A−mΦ
(m)
n ;

̂
AmTΦ

∗(−m)
−n |,

gn = | ̂
A−mΦ

(m+1)
n ;

̂
AmTΦ

∗(−m+1)
−n |, (55)

Φn

̂
AmTΦ

∗(−m)
−n (AmTΦ∗

−n,A
m−2TΦ∗

−n, · · · ,

A−mTΦ∗
−n)

其中,    定义如 (47a) 式或等价形式 (51)式, 符

号   为矩阵  

 , 矩阵A和 T满足方程 

AT − TA∗ = 0, (56a)
 

TT ∗ = −δ|A∗|2I2(m+1), (56b)

对于 B, 有 

BT − TB∗ = 0, TT ∗ = −δ|eB
∗
|2I2(m+1). (57)

A−mC AmD

证明 . 对于非局部逆空间半离散 NLS方程 (38),

由于 Casoratian向量 (47)式中 C 和 D 都是任意

的, 分别以  和  替换 C 和 D, 则下述双

Casoratian：
 

fn = | ̂
A−mΦ

(m)
n ; ÂmΦ

(m)
n |,

gn = | ̂
A−mΦ

(m+1)
n ;

̂
AmΦ

(m−1)
n |,

hn = −| ̂
A−mΦ

(m−1)
n ;

̂
AmΦ

(m+1)
n |, (58)

Φn Ψn

仍然是双线性方程 (42)的解. 注意在上式中两个

列向量    和   仍然定义为 (47)式中的形式. 现

在对这两个列向量施以约束:
 

D = TC∗

以及 (56a)式, 可见
 

Ψn = A−ne
i
2 (A

2−2I2(m+1)+A−2)tD

= (TA∗T−1)−n

× e
i
2 ((TA∗T−1)2−2I2(m+1)+(TA∗T−1)−2)tTC∗

= TA∗−ne
i
2 (A

∗2−2I2(m+1)+A∗−2)tC∗

= AΦ∗
−n.

fn利用这一结果, 可以将 (58)式中的  改写为
 

fn = |A−mΦn,A
−m+2Φn, · · · ,AmΦn;

AmTΦ∗
−n,A

m−2TΦ∗
−n, · · · ,A−mTΦ∗

−n|. (59)

AmT = TA∗m利用 (56a)式有  , 于是进一步有
 

fn = |A−mΦn,A
−m+2Φn, · · · ,AmΦn;

TA∗mΦ∗
−n,TA

∗m−2Φ∗
−n, · · · ,TA∗−mΦ∗

−n|

= (−δ|A∗|−2)m+1|T ||T ∗A−mΦn,

T ∗A−m+2Φn, · · · ,T ∗AmΦn;

A∗mΦ∗
−n,A

∗m−2Φ∗
−n, · · · ,A∗−mΦ∗

−n|.

(m+ 1)

(m+ 1)

这里从第 1行中提出了矩阵 T, 并且利用了

(56b)式. 进一步, 将上式中后  列逐列移至

前  列, 得到
 

fn = (δ|A∗|−2)m+1|T ||AmΦ−n,

Am−2Φ−n, · · · ,A−mΦ−n;

TA∗−mΦ∗
n,TA

∗−m+2Φ∗
n, · · · ,TA∗mΦ∗

n|∗.

A−mT = TA∗−m再利用由 (56a)式得到的  , 可得
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fn = (δ|A∗|−2)m+1|T ||AmΦ−n,

Am−2Φ−n, · · · ,A−mΦ−n;

A−mTΦ∗
n,A

−m+2TΦ∗
n, · · · ,AmTΦ∗

n|∗.

m+ 1 1, 2, · · · ,
m, m+ 1) (m+ 1, m, · · · , 2, 1)

m+ 1

最后, 对于前  列, 做逆序置换, 即将 ( 

 列置换到   列的位

置; 同样对后  列也做逆序置换, 可得 

fn = (δ|A∗|−2)m+1|T ||A−mΦ−n,A
−m+2Φ−n, · · · ,

AmΦ−n;A
mTΦ∗

n,A
m−2TΦ∗

n, · · · ,A−mTΦi∗n|∗

= (δ|A∗|−2)m+1|T |f∗−n.

上述过程可见, 在处理双 Casoratian的非局部约

化时, 与经典的约化情况在细节上有许多不同. 类

似操作可以得到 

hn = δm|A∗|−2(m+1)|T |g∗−n.

Rn/Q
∗
−n = δ由此有  , 从而得到半离散非局部 NLS

方程 (38)的解 (55)式.

矩阵方程 (57)的解, 可取形如: 

B =

(
Km+1 (0)m+1

0m+1 K∗
m+1

)
,

T = |eB |

(
(0)m+1 Im+1

−δIm+1 (0)m+1

)
,

Km+1 ∈ C(m+1)×(m+1)

Φn Km+1

其中    为常数矩阵 . 具体的

  的形式可以根据  的标准型给出. 此外, 类

似的约化处理可以得到逆时间和逆时空的半离散

NLS方程 (39)和方程 (40)的解. 具体细节可以参

考文献 [6, 18].

 5   Fokas-Lenells方程

 5.1    Mikhailov 方程

Fokas-Lenells (FL) 方程 

iut − νutx + γuxx + σ|u|2(u+ iνux) = 0,

σ = ±1, γ, ν ∈ R. (60)

由Fokas[33] 在 1995年利用NLS方程的双Hamilton

结构构造而得; 2009年 Fokas和 Lenells[34] 给出这

一方程的可积性 (Lax对), 建立了此方程与 Kaup-

Newell(KN)谱问题之间的联系; 同年, Lenells[35]

给出该方程的光学背景, 并通过一系列变换将其改

写成 

uxt + u− 2iδ|u|2ux = 0, δ = ±1, (61)

并且给出 Lax对. 该 Lax对表明方程 (61)为 KN

方程族的负一阶方程的势形式. 所指的 FL方程即

为方程 (61). 此方程可以从耦合系统 

uxt + u− 2iuvux = 0, (62a)
 

vxt + v + 2iuvvx = 0, (62b)

通过约化 

v = δu∗ (63)

得到. 上述耦合系统也称为 Mikhailov方程 [36], 由

Mikhailov在 20世纪 70年代研究有质量的Thirring

模型时得到. 关于 FL方程、Mikhailov方程、有质

量的 Thirring模型和 KN谱问题之间的联系可以

参考文献 [16] 的附录 1以及其引用的文献. 如果

采用非局部约化 

v(x, t) = δu(−x,−t), (64)

从耦合系统 (62)可得非局部的 FL方程 

uxt + u− 2iδuu(−x,−t)ux = 0, δ = ±1. (65)

应用双线性约化方法, 将首先求解约化前的耦

合系统 (62), 然后通过约化得到方程 (61)和方程

(65) 的解. 通过变换 

u =
g

f
, v =

h

s
. (66)

Mikhailov方程 (62) 可以化为双线性形式 [16]: 

DxDt g · f + gf = 0, (67a)
 

DxDt h · s+ hs = 0, (67b)
 

DxDt f · s+ iDx g · h = 0, (67c)
 

Dt f · s+ igh = 0, (67d)

其中 D 为 Hirota 双线性算子, 定义如 (4)式. 在

此节中, 生成双Wronskian的列向量为 

ϕ = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN+M )T, ψ = (ψ1, ψ2, · · · , ψN+M )T,

标准形式的双Wronskian可以表示为 

W (ϕ;ψ) = |0, 1, · · · , N − 1; 0, 1, · · · ,M − 1|

= |N̂ − 1; M̂ − 1|.

求解方程 (67), 还需要如下形式的双 Wronskian: 

|Ñ ; M̂ − 1| = |1, 2, · · · , N ; 0, 1, · · · ,M − 1|,

|N̂ ; M̃ − 1| = |0, 1, · · · , N ; 1, 2, · · · ,M − 1|,

|N ; M̂ | = |2, 3, · · · , N ; 0, 1, · · · ,M |,

|Ñ ; M̃ | = |1, 2, · · · , N ; 1, 2, · · · ,M |.

双线性形式 (67)具有如下形式的双Wronskian解.
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定理 7　双线性方程组 (67) 有解 [16]: 

f = |Ñ ; M̂ − 1|, g = |N̂ ; M̃ − 1|,

h = − i
2
|N ; M̂ |, s = |Ñ ; M̃ |, (68)

其中列向量 f 和 y 满足: 

ϕx =
i
2
A2ϕ, ϕt = −1

4
∂−1
x ϕ, (69a)

 

ψx = − i
2
A2ψ, ψt = −1

4
∂−1
x ψ, (69b)

C(N+M)×(N+M)系数矩阵 A 是    中任意矩阵. f 和

y 显式形式可以写为 

ϕ = exp
( i
2
A2x+

i
2
A−2t

)
C, (70a)

 

ψ = exp
(
− i
2
A2x− i

2
A−2t

)
B, (70b)

(x, t) (N +M)

u v

其中, B 和 C 是与   无关的   阶列向量.

在变换 (66)式之下, 系数矩阵 A及其任意相似矩

阵引出同样的  和  .

 5.2    解的约化

 5.2.1    约化到 FL方程 (61)

M = N B = SC∗

C2N×2N

从约化前的耦合系统 (62)的解到 FL方程 (61)

的解 , 需取   ,    , 并且要求矩阵

A和 S(都属于  ) 满足: 

A2 = δSS∗, δ = ±1. (71)

类似于第 3节中 NLS方程的情况, 不难验证: 

ψ = Sϕ∗

以及 

f∗ = (2i)NδN |S|−1s, g∗ = (2i)NδN−1|S|−1h,

v(x, t) = δu∗(x, t)从而在变换 (66)式之下成立  , 即

约化关系 (63)式. 此时有 

u(x, t) =
|N̂ ; Ñ − 1|
|Ñ ; N̂ − 1|

, (72)

ψ = Sϕ∗其中, f 定义如 (70a)式,   . 具体细节可以

参考文献 [16].

 5.2.2    约化到非局部 FL方程 (65)

M=N B=SC

S

对于非局部FL方程 (65), 需取  ,   ,

并且要求矩阵A和  满足 

A2 = δSS, δ = ±1. (73)

此时有 

ψ(x, t) = Sϕ(−x,−t)

以及 

f(−x,−t) = (−2i)NδN |S|−1s(x, t),

g(−x,−t) = (−2i)NδN−1|S|−1h(x, t),

v(x, t) = δu(−x,−t)

ψ(x, t) = Sϕ(−x,−t)

从而成立  , 即约化关系 (64)式.

此时方程 (65)的解也可以表示为 (72)式的形式,

其中, f 定义如 (70a)式, 但是  .

具体细节可以参考文献 [16].

 5.2.3    矩阵方程 (71)和方程 (73)的解

关于方程 (71)的求解, 可取变换: 

S = AT , (74)

T ∈ C2N×2N其中   . 此时, 求解方程 (71)可以转化

为求解 

AT − TA∗ = 0, TT ∗ = δI2N . (75)

σ = −1 δ −δ此即为方程 (26) (   并替换  为  ), 其解可

以参考表 1.

关于方程 (73)的解, 也可以利用变换 (74)式,

转化为求解 

AT − TA = 0, T 2 = δI2N . (76)

其解可设A和 T具有分块矩阵形式 (31)式, 并取 

T1 = −T4 =
√
δ IN , T2 = T3 = (0)N ,

K1 =KN ∈ CN×N , K4 =HN ∈ CN×N . (77)

除了引入变换 (74)式以外, 矩阵方程 (71)和

方程 (73)还能直接求解. 引入实下三角 Toeplitz

矩阵 [22,37,38]: 

TN [a1,j ]=



a1,1 0 0 · · · 0

a1,2 a1,1 0 · · · 0

a1,3 a1,2 a1,1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
a1,N a1,N−1 a1,N−2 · · · a1,1


N×N

,

a1,j ∈ R.
(78)

同阶此类矩阵按矩阵乘法构成封闭的可交换集合.

矩阵方程 (71)和方程 (73)有解: 

A = Diag(TN1
[aN1,j ], TN2

[aN2,j ], · · · , TNk
[aNk,j

]),
(79a)

 

S =
√
δDiag(ε1TN1

[aN1,j ],

ε2TN2
[aN2,j ], · · · , εkTNk

[aNk,j
]), (79b)∑k

i=1
Ni = 2N εi = ±1其中  ,   . 除了 FL方程以外,
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导数 NLS方程也有类似的解 [14]. 这种解可以引出

方程的代数孤子解 [14,17].

 6   非零背景的 NLS方程

非零背景下的 NLS方程 (1)存在时间和空间

方向的呼吸子解和怪波解等, 这些解也可以通过双

线性约化方法得到.

(q0, r0)考虑约化前的耦合方程组 (2), 并设  是

方程组 (2)的一组解. 通过变换 

q = q0 +
g

f
, r = r0 +

h

f
, (80)

耦合方程组 (2)可以被双线性化为 [21]
 

D2
xf · f = −2gh− 2q0hf − 2r0gf, (81a)

 

(D2
x − iDt − 2q0r0)g · f + q0D

2
xf · f = 0, (81b)

 

(D2
x + iDt − 2q0r0)h · f + r0D

2
xf · f = 0, (81c)

q0 = r0 = 0

2(m+ 1)

其中, D 为 Hirota双线性算子, 定义如 (4)式. 注

意, 当  时, 上述双线性方程组退化到零

背景情形 (19)式. 设 f 和 y 为  维列向量,

引入拟双Wronskian: 

f = |ϕ,Aϕ,A2ϕ, · · · ,Amϕ; ψ, (−A)ψ, (−A)2ψ,

· · · , (−A)mψ| = |ϕ̂m; ψ̂m|, (82a)
 

g = 2|ϕ,Aϕ,A2ϕ, · · · ,Am+1ϕ; ψ, (−A)ψ, (−A)2ψ,

· · · , (−A)m−1ψ| = |ϕ̂m+1; ψ̂m−1|, (82b)
 

h = −2|ϕ,Aϕ,A2ϕ, · · · ,Am−1ϕ;

ψ, (−A)ψ, (−A)2ψ, · · · , (−A)m+1ψ| = |ϕ̂m−1; ψ̂m+1|,
(82c)

A ∈ C2(m+1)×2(m+1)其中,  . 可以证明, 双线性方程

组 (81)有如下解.

定理 8[21] 　双线性方程组 (81)有形如 (82)式

的解, 其中 f 和 y 满足方程：  (
ϕ

ψ

)
x

=M

(
ϕ

ψ

)
, M=

(
A q0I2m+2

r0I2m+2 −A

)
,

(83)
 

i
(
ϕ

ψ

)
t

=N

(
ϕ

ψ

)
,

N =

(
2A2 − q0r0I2m+2 2Aq0 + q0,xI2m+2

2Ar0 − r0,xI2m+2 −2A2 + q0r0I2m+2

)
,

(84)

(q0, r0)式中   为耦合系统 (2)的一组解. 此外, 矩阵

A和它的任意相似矩阵在变换 (80)式之下引出耦

合系统 (2)相同的解.

耦合系统 (2)的上述拟双 Wronskian解可以

约化到经典和非局部的 NLS方程的解. 可以证明

(参见文献 [21]).

C(2m+2)×(2m+2)定理 9　设 A和T是  中的矩阵.

1) 经典 NLS 方程 (1) 有解: 

q = q0 +
g

f
, (85a)

 

f = |ϕ̂m;T ϕ̂∗m|, g = 2|ϕ̂m+1;T ϕ̂
∗
m−1|, (85b)

(q0, r0) r∗0 = δq0其中    满足方程组 (2)且   , 向量 f

满足矩阵方程: 

ϕx = Aϕ+ q0Tϕ
∗, (86a)

 

iϕt = (2A2−δq0q∗0I2m+2)ϕ+(2Aq0+q0xI2m+2)Tϕ
∗,

(86b)

矩阵A和 T 满足条件： 

AT + TA∗ = 0, TT ∗ = δI2m+2, δ = ±1. (87)

2) 逆空间的非局部 NLS方程 (3) 有解: 

q = q0 +
g

f
, (88a)

 

f = (−1)
m(m+1)

2 |ϕ̂m;T ϕ̂∗m(−x)|,

g = 2(−1)
m(m−1)

2 |ϕ̂m+1;T ϕ̂
∗
m−1(−x)|, (88b)

(q0, r0) r∗0(x, t) = δq0(−x, t)其中    满足方程组 (2)且   .

向量 f 满足矩阵方程: 

ϕx(x) = Aϕ(x) + q0(x)Tϕ
∗(−x), (89a)

 

iϕt(x) = (2A2 − δq0(x)q
∗
0(−x)I2m+2)ϕ(x)

+ (2Aq0 + q0,x(x)I2m+2)Tϕ
∗(−x), (89b)

矩阵A和 T满足条件: 

AT − TA∗ = 0, TT ∗ = −δI2m+2, δ = ±1. (90)

q0 r0

矩阵方程 (87)和方程 (90)的解可依据表 1给

出. 此外, 上述约化也可以应用于逆时间和逆时空

的 NLS方程的求解 (参见文献 [21]). 在文献 [21]

中讨论了当  和  为平面波解时, 经典 NLS方程

和非局部 NLS方程的解, 细节可以参考文献 [21].

 7   结　论

本文综述了“双线性约化方法”. 这一方法将求

解某些可积方程转化为求解约化前的耦合系统, 利

用双线性方法给出双 Wronskian解, 再施以约化
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技巧, 利用双Wronskian 的规则结构, 得到目标方

程的精确解. 早期对 NLS方程 (1)的求解 (利用双

线性方法), 需借助变换 [25]: 

q =
g

f
, (f = f∗),

f = f∗

K1

K1 K4

还需要讨论所谓的实条件  . 在双线性约化方

法中, 这些讨论自然的归结为求解形如 (26)式的

矩阵方程, 而且通过 A的标准型可以实现对目标

方程精确解的分类. 文中, 形如 (26)式和 (76)式

的矩阵方程是双线性约化方法中的基本约束关系

(见文献 [1, 16, 20]等), 列出了 A的两种基本标准

型对应的解, 即  为对角阵和 Jordan矩阵时对应

波函数 j 的解. 由于 A所涉及的约束方程和决定

波函数 j 的微分方程组都是线性的, 理论上 A的

任意标准型对应的波函数 j 的解可以通过上述两

种基本情况组合得到. 在分块矩阵的结构 (31)式

之下,   和  的关系揭示了相应方程对应的特征

值的分布. 双线性约化方法不仅可以应用于经典可

积方程的求解, 也可以应用于求解非局部的可积系

统. 对比文献 [39, 40, 41], 可见双线性约化方法的优

势所在 (参考文献 [1, 20]). 此外, 这一方法还可以

应用于非等谱方程的求解 (文献 [9, 15])和需要引

入互反变换的系统的求解 (文献 [10, 19]). 此综述

侧重于详细介绍双线性约化方法的基本思想与应

用技巧, 对于所获精确解的动力学行为的分析, 可

以参考相应的论文, 如文献 [1, 14, 16, 17, 19]等.
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Abstract

The  paper  is  a  review  of  the  bilinearization-reduction  method  which  provides  an  approach  to  obtain

solutions  to  integrable  systems.  Many  integrable  coupled  systems  can  be  bilinearized  and  their  solutions  are

presented in terms of double Wronskians (or double Casoratians in discrete case). The bilinearization-reduction

method is based on bilinear equations and solutions in double Wronskian/Casoratian form. For those integrable

equations that are reduced from coupled systems, one can first solve the unreduced coupled system, obtaining

their  solutions  in  double  Wronskian/Casoratian  form,  then,  implement  suitable  reduction  techniques,  so  that

solutions of the reduced equation can be obtained as reductions of those of the unreduced coupled system. The

method proves  effective  in  solving  not  only  classical  integrable  equations  but  also  the  nonlocal  ones.  The  so-

called nonlocal integrable equations were introduced by Ablowitz and Musslimani via reductions with reverse-

space (or reverse-time, or reverse-space-time). Note that this method particularly provides a convenient bilinear

approach  to  solve  nonlocal  integrable  systems.  In  this  review,  the  nonlinear  Schrödinger  hierarchy  and  the

differential-difference nonlinear Schrödinger equation are employed as demonstrative examples to elaborate this

method.  These  two  examples  will  be  pedagogically  helpful  in  understanding  the  reduction  technique.  The

reduction  is  implemented  by  imposing  suitable  constraints  on  the  basic  column  vectors  of  the  double

Wronskian/Casoratian.  Realizations of  the constraints are converted to solve a set of  matrix equations which

varies  with  the  constraints.  Special  solutions  of  the  matrix  equations  are  provided,  which  are  also  helpful  in

understanding  the  eigenvalue  structure  of  the  involved  spectral  problems  corresponding  to  the  considered

equations.  Other  examples  include  the  Fokas-Lenells  equation  and  the  nonlinear  Schrödinger  equation  with

nontrivial background. Since many nonlinear equations with physical significance are integrable as reductions of

integrable  coupled  systems,  the  paper  provides  a  review as  well  as  an  introduction  about  the  bilinearization-

reduction method that can be used to solve these nonlinear integrable models.
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