
 

专题: 非线性系统理论及其前沿应用

非宇称时间对称耦合器中的非局域孤子*

蒋宏帆    林机    胡贝贝    张肖†

(浙江师范大学物理系, 金华　321004)

(2023 年 1 月 17日收到; 2023 年 2 月 12日收到修改稿)

研究了非宇称时间对称复数势下非线性耦合器中多类型非局域孤子的存在性和稳定性, 发现基态孤子、

偶极孤子、多极孤子分别从线性谱中不同的离散特征值分叉出来形成孤子族, 其功率受非局域程度和传播常

数的影响. 在相变以下, 各个类型孤子均在相对较低功率区间是稳定的. 随着非局域程度的增加, 基态孤子族

的稳定区域变小, 其他孤子族的稳定区域则变大. 在相变以上, 基态孤子则在相对中功率区是稳定的, 并且从

第二大离散特征值分叉出的偶极孤子不存在稳定区域. 孤子线性稳定性分析结果中的特征值总是以共轭对

的形式出现. 此外, 还研究了耦合系数对孤子态的影响.
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 1   引　言

光学耦合器的主要工作原理是光波的分布式

耦合导致了波导本征模之间的能量转移和重新分

配, 其在全光开关、光波路由和光波复用等方面具

有重要的应用价值. 大家熟知的代表性光学系统有

双芯光纤 [1–4] 和布拉格光栅 [5] 以及可以产生二次

谐波的非线性双芯平板波导 [6]. 光学耦合器的应用

主要集中在非线性光学系统中, 对于非线性光学耦

合器中存在的孤子态, 其稳定性和传输特性对于光

学器件的性能和信息的有效传递起关键性作用, 因

此研究耦合器中不同类型孤子态的存在性和稳定

性具有重要的意义.

r =
√
d

空间非局域非线性表征了光学在介质中的非

线性响应, 此时由非线性诱导的介质折射率的局部

变化依赖于光强在给定点附近的分布 [7,8]. 非局域

非线性不同于局域非线性的特点是引入了一个新

的空间尺度, 即非局域作用半径 (  ). 非局域

作用半径与其他作用的自然作用尺度彼此发生竞

争将彻底改变光学系统中的非线性激发 [9], 导致

新现象的产生, 例如抑制光束的自陷和横向不稳定

性 [10,11] 以及新型孤子态的形成 [12–15] 等. 目前, 典型

的具有非局域响应的材料分别有向列相液晶 [16,17]、

热致光学材料 [18]、光折变晶体 [19,20] 等, 这些介质分

别由于液晶分子再取向、热扩散、载流子的漂移等

原因引起空间非局域性. 在纳米光子学和表面等离

子学领域, 介质中光与物质的相互作用在深度亚波

长尺度, 也可以诱导产生有效的非局域 [21]. 非局域

非线性介质中存在的空间光孤子一般称为非局域

孤子. 迄今为止, 存在于非线性耦合器中不同类型

的非局域孤子已经被相继报道. 如双峰孤子、多极

亮暗孤子、多极灰孤子、周期孤子、准周期孤子和

类 Airy 孤子等丰富的孤子结构 [22–24].

V (x) V (x) = V ∗(−x)

另一方面, 在非线性薛定谔方程中引入外势为

孤子新现象的研究提供了更多的可能性 [25]. 特别

的是, 势阱函数  满足条件  的宇

称时间 (PT)对称耗散系统出现了保守系统才存在
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W (x) = g(x)2+

igx(x)

λ∗ −λ −λ∗

的现象, 如具有完全实谱 [26] 且支持连续稳定的孤

子模式 [27]. 因此, PT对称系统打破了传统保守系

统和耗散系统之间的界限, 成为令人感兴趣的新研

究方向. 尽管 PT对称的概念在量子力学中提出,

但是由于描述量子力学和光场的薛定谔方程相同,

PT对称系统可以通过引入具有增益损耗的复数型

折射率分布在光学结构上实现 [28,29]. 然而, 光学 PT

对称要求折射率实部偶对称, 代表增益损耗的虚部

奇对称, 这是极为严苛的条件. 为了突破这一限制,

研究者们将目光转向了能实现实谱的非 PT对称

系统 [30,31], 这类系统的增益损耗分布可以是非平衡

的, 更具有灵活性. 当非 PT对称复数势实部的参

数超过一个阈值时, 系统会发生相变, 此时离散

复特征值从连续谱内部的实特征值分叉出来 .

2014年, Tosy等 [32] 首次研究发现非 PT对称复势

中存在稳定的连续孤子族. 随后, Konotop等 [33] 对

这一现象进行了解释. 此外, 形如  

 的这类复数势 (其中 g(x)为任意实函数)被

证明是唯一支持连续孤子族存在的一维非 PT对

称复数势 [34]. 进一步研究发现, 类似于保守系统和

PT对称系统, 非 PT对称系统中孤子线性稳定性

谱的特征值显示出四重对称性 (l,   ,  ,  )[35].

相对于 PT对称系统中孤子的研究, 非 PT对称系

统中孤子的研究较少. 然而, 近期已有的研究表明

了与非 PT对称复数势相关的空间孤子具有独特

的性质 [36–40].

虽然前人对于非线性耦合器和非局域孤子的

研究已经做了大量的工作, 但是非 PT对称非线性

耦合器中非局域孤子的存在性和稳定性还未见报

道. 选取文献 [35] 中提到的非 PT对称复数势形

式, 得到了该复数势下非线性耦合器中能够稳定传

输的非局域孤子, 孤子类型包含基态孤子、偶极孤

子、三极孤子以及四极孤子, 并且发现这些孤子族

分别从线性谱中不同的离散特征值分叉出来. 相变

以下, 孤子的稳定传输区间均在相对功率较低处;

相变以上, 孤子稳定传输区间发生了改变. 本工作

还探讨了非局域程度对孤子功率以及稳定性的影

响, 并分析了耦合系数对孤子态的影响.

 2   理论模型

光束在有外势作用下的克尔非线性平面双芯

波导中传播可用含外势的耦合非线性薛定谔方程

描述 [22,37]:
 

i
∂U

∂z
+

∂2U

∂x2
+W (x)U +MU + a1V = 0, (1a)

 

i
∂V

∂z
+

∂2V

∂x2
+W (x)V +NV + a2U = 0, (1b)

 

d
∂2M

∂x2
−M + b1|U |2 = 0, (1c)

 

d
∂2N

∂x2
−N + b2|V |2 = 0. (1d)

z

a1 a2

b1

b2

式中, U 和 V 为光束振幅;    为光束的传播方向;

M 和 N 分别对应 U 和 V 的诱导折射率; d 是非局

域作用半径的平方, 表征非局域程度;   和  是耦

合系数, 可以反映两束光之间的相互作用大小;   和

 分别是两个分量的克尔非线性项系数. W(x)为

非 PT对称复数势, 具体形式为
 

W (x) = g2(x) + 2γg(x) + ig′(x), (2)

其中 g(x)是实函数 , g 为实数 , 在数值模拟中 ,

选择：
 

g(x) = tanh[2(x+ 2.7)]− tanh(x− 2.7). (3)

γ=γ0=−0.260

γ > γ0

γ = 0.3 γ < γ0

γ = −0.3

其为不对称的单驼峰函数. 将其代入方程 (2)中, 可

以得到不同 g 对应的复数势 W(x), 如图 1(a), (c)

所示, 可以看出图中的复数势都是非 PT对称. 对

于 g(x)的选取, 系统的相变发生在  .

可以发现, 当  时, 线性谱中的特征值全是实

数 (图 1(b),    ), 而当   时, 线性谱中的

特征值出现了复数 (图 1(d),   ).

假设方程的稳定孤子解形式为

U(x, z) = u(x)eiµz V (x, z)=v(x)eiµz  ,   ;

M(x, z)=m(x) N(x, z) = n(x)  ,  

代入方程 (1)中, 可得到如下常微分方程:
 

−µu+
∂2u

∂x2
+W (x)u+mu+ a1v = 0, (4a)

 

−µv +
∂2v

∂x2
+W (x)v + nv + a2u = 0, (4b)

 

d
∂2m

∂x2
−m+ b1|u|2 = 0, (4c)

 

d
∂2n

∂x2
− n+ b2|v|2 = 0. (4d)

对于上述常微分方程, 就可以利用多种数值方法来

求孤子解, 通过平方算符法对方程 (4)进行数值求

解, 可以得到多种类型的孤子解.
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U(x, z) = [u(x) + ϵP (x)eλz + ϵQ∗(x)eλ
∗z]eiµz V (x, z) = [v(x) + ϵR(x)eλz + ϵS∗(x)eλ

∗z]eiµz M(x, z) = m(x)+

ϵm0(x, z) N(x, z) = n(x) + ϵn0(x, z) P (x) Q∗(x) R(x) S∗(x) m0(x, z) n0(x, z) λ

ϵ

为了判断数值方法得到的孤子解是否稳定, 需要对解进行稳定性分析. 首先, 设方程 (1)的扰动解为

 ,   ;  

 ,    .    ,    ,    ,    ,    ,    是扰动的本征模式,   

为扰动的本征值,   为小参量. 代入方程 (1)中化解后可得扰动的偏微分方程:
  [

iλ− µ+
∂2

∂x2
+W (x) +m

]
P eλz+a1Reλz+

[
iλ∗ − µ+

∂2

∂x2
+W (x) +m

]
Q∗eλ

∗z+a1S
∗eλ

∗z+m0u = 0, (5a)
  [

iλ− µ+
∂2

∂x2
+W (x) + n

]
Reλz+a2P eλz+

[
iλ∗ − µ+

∂2

∂x2
+W (x) + n

]
S∗eλ

∗z+a2Q
∗eλ

∗z+n0v = 0, (5b)
 

d
∂2m0

∂x2
−m0 + b1(uQ+ u∗P )eλz + b1(uP

∗ + u∗Q∗)eλ
∗z = 0, (5c)

 

d
∂2n0

∂x2
− n0 + b2(vS + v∗R)eλz + b2(vR

∗ + v∗S∗)eλ
∗z = 0. (5d)

Ls = 1− d
∂2

∂x2

∂2m0

∂x2
=

(1− Ls)m0

d

∂2n0

∂x2
=

(1− Ls)n0

d
令  , 那么  ,   , 代入方程 (5)可化简得到方程:
  [

iλ− µ+
∂2

∂x2
+W (x) +m

]
P eλz + a1Reλz +

b1(uQ+ u∗P )eλz

Ls
u

+

[
iλ∗ − µ+

∂2

∂x2
+W (x) +m

]
Q∗eλ

∗z + a1S
∗eλ

∗z +
b1(uP

∗ + u∗Q∗)eλ
∗z

Ls
u = 0, (6a)

  [
iλ− µ+

∂2

∂x2
+W (x) + n

]
Reλz + a2P eλz +

b2(vS + v∗R)eλz

Ls
v

+

[
iλ∗ − µ+

∂2

∂x2
+W (x) + n

]
S∗eλ

∗z + a2Q
∗eλ

∗z +
b2(vR

∗ + v∗S∗)eλ
∗z

Ls
v = 0. (6b)

因此可以得到一个求解特征值问题:
 

L


P

Q

R

S

 = −iλ


P

Q

R

S

 , (7)

其中
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图 1    (a)  对应的非 PT对称复数势 , 蓝色为实部 , 红色为虚部 ; (b)  ,   ,   对应的线性谱 ; (c) 

对应的非 PT对称复数势; (d)  ,   ,   对应的线性谱

γ = 0.3

γ = 0.3 a1 = 1 a2 = 3 γ = −0.3

γ = −0.3 a1 = 1 a2 = 3

Fig. 1. (a) Non-PT-symmetric complex potentials for     (blue is the real part, and red is the imaginary part); (b) the linear

spectrum at    ,    ,    ;  (c)  the  non-PT-symmetric  complex  potentials  for    ;  (d)  the  linear  spectrum at

 ,   ,   . 
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L =



L1 +W + b1uL
−1
s u∗ b1uL

−1
s u a1 0

−b1u
∗L−1

s u∗ −L1 −W ∗ − b1u
∗L−1

s u 0 −a1

a2 0 L2 +W + b2vL
−1
s v∗ b2vL

−1
s v

0 −a2 −b2v
∗L−1

s v∗ −L2 −W ∗ − b2v
∗L−1

s v


,

(8)

L1 = −µ+∇2 +m L2 = −µ+∇2 + n式中  ,   .

λ

通过进行上述线性稳定性分析, 就可以判断孤

子解的稳定性. 如果   的实部不存在大于零的值,

那么说明该孤子解是线性稳定的, 为了进一步验证

孤子解的稳定性, 可以通过加微扰对孤子解进行数

值传输.

 3   数值结果

 3.1    相变以下的孤子及其稳定性

γ = 0.3 a1 = 1 a2 = 3

µ1 = 6.445

以   ,    ,    为例, 由图 1(b)可

知线性谱中的特征值全都是实数, 存在一些离散的

特征值, 这些特征值从大到小分别为   ,
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图 2    (a), (b) 分别为 u 和 v 分量在   这一区间对应的功率曲线图, 蓝色实线是稳定区域, 红色虚线为不稳定区域; (c)蓝色

加粗点   时两分量的模; (d)蓝色加粗点   时 u, v, m, n 的轮廓图; (e)  时的稳定性分析; (f)  时加了 1%白噪声

后 u 分量的传输 ;  (g)—(i)分别为红色加粗点处   时对应的图 . 其他参数的选取为   ,    ,    ,    ,

  

µ > µ1

µ = 7

µ = 7 µ = 7

µ = 7 µ = 8.2

a1 = 1 a2 = 3 b1 = 5.5 b2 = 2 γ = 0.3

Fig. 2. (a), (b) Power diagrams corresponding to the u and v components in the interval of    , respectively (solid blue is the

stable region, and dashed red line is the unstable region); (c) the modulus of u and v when    (blue bold dot); (d) the contours

of the soliton and refractive index at   ; (e) stability analysis when   ; (f) the stable propagation of the u component after

adding 1% random noise  when    ;  (g)–(i)  the corresponding diagrams when      (red bold dot),  respectively.  The other

parameters are   ,   ,   ,   ,   . 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 10 (2023)    104205

104205-4



µ2 = 5.281 µ3 = 3.788 µ4 = 2.981 ,   ,   . 研究发现从这

些离散点处分叉出去形成了各孤子族.

µ > µ1

µ1

µ = 7.0

d = 1 µ = 8.2 d = 1

P (u) =

∫
|u|2dx P (v) =

∫
|v|2dx

P (u)

P (v)

图 2为传播常数   区间内的孤子类型及

其稳定孤子存在的范围. 从   可以分叉出连续的

基态孤子族. 图 2(d)和图 2(g)分别描述了  ,

 和   ,    时基态孤子解以及折射率

的轮廓, 可以看到折射率为高斯波包形. 将孤子

的功率定义为   ,      ,

从图 2(a)可以看出,    随着µ值的增大先增大

后减小 , 并且功率一直都处在相对较低的水平 ;

 则随着µ值的增大一直增大 , 并且功率可以

一直增长到较高的水平 (见图 2(b)). 当非局域程

度 d 增大, 相同µ值下两个分量的功率都会增大.

µ > µ1

d = 1

6.45 ⩽ µ ⩽ 7.80 d = 3

6.45 ⩽ µ ⩽ 7.57 d = 6 6.45 ⩽ µ ⩽
7.02

µ = 7

此外, 稳定孤子的存在区域也值得讨论. 从图 2(a)

和图 2(b)中可以看出, 这一区间下稳定孤子存在

的范围为  后较大的一段区间, 孤子在功率相

对较低的一段范围内可以稳定传输. 当  时, 稳

定区域为  ; 当  时, 稳定区域为

 ; 当  时, 稳定区域为 

 , 这表明非局域程度会对稳定范围有所影响,

这一区间内 d 值越大, 稳定范围越小. 选取两个具

体的参数来进一步表明了这一区间内孤子的稳定

性. 稳定的例子选取   , 可以发现该参数下孤

子解的线性稳定性分析结果中特征值不存在正的

实部部分 (见图 2(e)), 说明它是稳定孤子解, 为了

更好地说明其稳定性, 对孤子解添加微扰后进行数
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图  3    (a), (b) 分别为 u 和 v 分量在   这一区间对应的功率曲线图 ; (c)蓝色加粗点   ,    时两分量的模 ;

(d)蓝色加粗点   ,   时 u, v, m, n 的轮廓图 ; (e)  ,   时的稳定性分析 ; (f)  ,   时加了 1%白噪声

后 u 分量的传输 ;  (g)—(i)分别为红色加粗点处   ,    时对应的图 . 其他参数的选取为   ,    ,    ,

 ,    

µ2 < µ < µ1

µ = 5.4 d = 6 µ = 5.4 d = 6

µ = 5.4 d = 6 µ = 5.4

d = 6 µ = 5.8 d = 1

a1 = 1 a2 = 3 b1 = 5.5 b2 = 2 γ = 0.3

Fig. 3. (a), (b) Power diagrams corresponding to the u and v components in the interval of   ; (c) the modulus of u and

v when     and     (blue bold dot); (d) the contours of the soliton and refractive index at     and    ; (e) stabil-

ity analysis when     and    ; (f) the stable propagation of the u component after adding 1% random noise when   

and    ;  (g)–(i)  the corresponding diagrams when     and      (red bold dot),  respectively.  The other  parameters  are

 ,   ,   ,   ,   . 
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µ = 7

µ = 8.2

值演化, 图 2(f)即为   时 u 分量的演化图, 可

以看到孤子能在较长范围内稳定演化, 演化过程

进一步证明了这一参数下的基态孤子是稳定的.

同样也选取   下的孤子解, 线性稳定性分析

结果显示特征值存在正的实部部分, 数值演化也可

以发现仅演化到 200附近就开始变得不稳定 (见

图 2(h)和图 2(i)).

µ2 < µ < µ1

µ2

在   这一区间内, 孤子类型有所不

同, 从  处分叉出了偶极孤子族. 图 3展示了这一

区间内的孤子类型及其稳定孤子存在的范围. 从

图 3(a)和图 3(b)可知 , 两个分量的功率都随着

µ值的增大而增大, 但 u 分量的功率相对较低, 而

v 分量的功率相对较高, 非局域程度的增加也会使

d = 1 5.29 ⩽ µ ⩽ 5.41

d = 6 5.29 ⩽ µ ⩽ 5.52

µ = 5.4 d = 6 µ = 5.8 d = 1

功率增大. 当  时, 稳定区域为  ;

当  时, 稳定区域为  , 发现仍在

功率较低处稳定, 且存在范围较小. 不同于上一区

间的是, 这一区间内非局域程度越大, 稳定范围反

而更大 . 选取了   ,    ;    ,   

这两个点来说明这一区间孤子的波形和折射率轮

廓, 可以发现折射率不再是高斯波包, 而是中间下

凹的两峰形状, 与孤子的峰数相同 (见图 3(d)和

图 3(g)).

µ = 5.4

d = 6

µ = 5.8 d = 1

图 3(e)中稳定性分析结果显示实部没有正值

以及图 3(f)中的稳定传输结果都表明   ,

 参数下的孤子是稳定的. 图 3(h)和图 3(i)则

表明  ,   参数下的孤子是不稳定的.
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图  4    (a), (b) 分别为 u 和 v 分量在   这一区间对应的功率曲线图 ; (c)蓝色加粗点   ,    时两分量的模 ;

(d)蓝色加粗点   ,   时 u, v, m, n 的轮廓图 ; (e)  ,   时的稳定性分析 ; (f)  ,   时加了 1%白噪声

后 u 分量的传输 ;  (g)—(i)分别为红色加粗点处   ,    时对应的图 . 其他参数的选取为   ,    ,    ,

 ,    

µ3 < µ < µ2

µ = 3.9 d = 6 µ = 3.9 d = 6

µ = 3.9 d = 6 µ = 3.9

d = 6 µ = 4.3 d = 1

a1 = 1 a2 = 3 b1 = 5.5 b2 = 2 γ = 0.3

Fig. 4. (a), (b) Power diagrams corresponding to the u and v components in the interval of   ; (c) the modulus of u and

v when     and     (blue bold dot); (d) the contours of the soliton and refractive index at     and    ; (e) stabil-

ity analysis when     and    ; (f) the stable propagation of the u component after adding 1% random noise when   

and    ;  (g)–(i)  the corresponding diagrams when     and      (red bold dot),  respectively.  The other  parameters  are

 ,   ,   ,   ,   . 
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µ3 < µ < µ2

µ3

P (u)

d = 1 3.79 ⩽
µ ⩽ 3.90 d = 6 3.79 ⩽ µ ⩽ 4.00

µ = 3.9 d = 6 µ = 4.3 d = 1

  这一区间内的情况如图 4 所示,

三极孤子族从   处分叉出来. 折射率的形状与孤

子形状相对应, 也有 3个小峰. 观察图 4(a)和图 4(b)

可知两个分量功率也都随着µ值的增大而增大 ,

 较小, P(v)相对较大, 非局域程度的增大也会

使功率逐渐增大. 当   时, 稳定区域为  

 ; 当   时, 稳定区域为   ,

可以发现稳定范围也在功率相对较小处, 并且存在

范围也较窄. 同样 d 值也会影响这一区间内孤子

的稳定范围, d 值越大, 稳定范围越大. 这一区间

选取了  ,   ;   ,   这两个点来

进一步分析, 稳定的部分可以演化到 2000, 而不稳

定的部分在演化到 400附近开始混乱 (图 4(f)和

图 4(i)).

µ4 < µ < µ3

P (v) d = 1

2.99 ⩽ µ ⩽ 3.07 d = 6 2.99 ⩽ µ ⩽
3.55

当  时, 如图 5所示, 研究发现在这

一区间又可以重新得到单峰孤子. 由图 5(a)和图 5(b)

可知 , 功率也随着µ的增大而增大 , P(u)稍小于

 . d 越大, 功率越大. 当   时, 稳定区域为

 ; 当  时, 稳定区域为 

 , 这个区间内非局域程度对稳定区域的影响较

显著, d 越大, 稳定范围越大.

通过上述的研究发现, 在相变以下从每个线性

谱离散特征值处能分叉出连续的孤子族, 有基态孤

(λ, λ∗)

子族、偶极孤子族以及三极孤子族. 非局域程度的

大小会对各个孤子族的功率以及稳定范围产生不

同程度的影响. 并且各类型孤子族的稳定性分析结

果显示特征值均以共轭对  的形式出现.

a1 a2

γ = 0.3 a1 = 0.2 a2 = 0.6

µ′
1 = 5.059 µ′

2 = 4.366 µ′
3 = 3.895 µ′

4 =

3.202 µ′
5 = 2.402 µ′

6 = 1.710 µ′
7 = 0.939

µ > µ′
1

µ′
2 <

µ < µ′
1

γ = 0.3 a1 = 1 a2 = 3

µ′
4 < µ < µ′

2

µ′
6 < µ < µ′

4

µ′
7 < µ < µ′

6

µ′
7 < µ < µ′

6

接下来讨论耦合系数   和   对孤子的影响.

图 6(a)为   ,    ,    参数下的线

性谱. 研究发现通过改变耦合系数的值, 会影响离

散特征值的分布, 这一参数下离散特征值从大到小

分别为   ,    ,    ,   

 ,    ,    ,    . 研究

发现在   时存在稳定的基态孤子族, 存在两

个分量实部均朝上的基态单峰孤子解 ; 在  

 时也存在稳定的单峰孤子族, 但两个分量有

所区别, 是两个分量实部虚部均朝向相反的单峰孤

子解, 这一孤子族在选取   ,    ,   

这组参数时存在于第 4个离散特征值区间内. 由此

可以说明耦合系数能够调控各个类型孤子的排布

顺序, 研究还发现可以在   范围内迭代

出偶极孤子解; 在   这一范围内迭代出

三极孤子解; 在   范围内迭代出四极孤

子解. 这些孤子族也在相对功率较低时是稳定的.

图 6(b)给出了在  区间内一点处得到的

四极孤子解, 并且可以稳定传输 (图 6(c)).
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图 5    (a), (b) 分别为 u 和 v 分量在  这一区间对应的功率曲线图; (c)蓝色加粗点  ,   时两分量的模; (d)—

(f)分别为在   ,   时孤子和折射率的轮廓图, 稳定性分析以及加了 1%白噪声的传输情况. 其他参数的选取为   ,

 ,   ,   ,  

µ4 < µ < µ3

µ = 3.1 d = 6

µ = 3.1 d = 6 a1 = 1 a2 = 3 b1 = 5.5 b2 = 2 γ = 0.3

Fig. 5. (a), (b) Power diagrams corresponding to the u and v components in the interval of   ; (c) the modulus of u and

v when    and    (blue bold dot); (d)–(f) profile plots of soliton and refractive index, stability analysis, and transmission

with 1% white noise for    and   , respectively. The other parameters are   ,   ,   ,   ,   . 
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 3.2    相变以上的孤子及其稳定性

γ = −0.3 a1 = 1 a2 = 3选取   ,    ,    进行讨论 . 由

图 1(d)可以发现线性谱虚部不为零, 此时发生了

µ′′
1 =

4.085 µ′′
2 = 3.021 µ > µ′′

1

µ′′
1

相变 . 离散的几个特征值从大到小分别为  

 ,    . 由图 7可以发现, 当   时,

从   处分叉出连续的基态孤子族. 折射率为高斯

波包形. 如图 7(a)和图 7(b)所示, 功率随着µ值的
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 参数下的 u, v, m, n 的轮廓图和 u 分量的传输图

γ = 0.3 a1 = 0.2 a2 = 0.6

µ = 1.00 a1 = 0.2 a2 = 0.6 b1 = 5.5 b2 = 2 γ = 0.3 d = 1

Fig. 6. (a) Linear spectrum of µ at the parameter    ,    , and    ; (b), (c) profile plots of soliton and refractive

index and transmission with 1% white noise for   ,   ,   ,   ,   ,   ,   , respectively. 
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加粗点   ,   时的 u, v, m, n; (e)  ,   时的稳定性分析; (f)  ,   时加了 1%白噪声后 u 分量的传输;

(g)—(i)分别为红色加粗点处   ,   时对应的图; 其他参数的选取为   ,   ,   ,   ,  

µ > µ′′
1

µ = 4.9 d = 1 µ = 4.9 d = 1

µ = 4.9 d = 1 µ = 4.9

d = 1 µ = 4.2 d = 1

a1 = 1 a2 = 3 b1 = 5.5 b2 = 2 γ = −0.3

Fig. 7. (a), (b) The power diagrams corresponding to the u and v components in the interval of   ; (c) ithe modulus of u and

v when     and     (blue bold dot); (d) the contours of the soliton and refractive index at     and    ; (e) stabil-

ity analysis when     and    ; (f) the stable propagation of the u component after adding 1% random noise when   

and    ;  (g)–(i)  the corresponding diagrams when     and      (red bold dot),  respectively.  The other  parameters  are

 ,   ,   ,   ,   . 
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P (u)

P (v)

4.10 ⩽ µ ⩽ 5.30 d = 1

4.45 ⩽ µ ⩽ 4.98 d = 6

4.50 ⩽ µ ⩽ 4.62

µ = 4.9

d = 1 µ = 4.2 d = 1

µ′′
2

增大而增大 ,    增幅较小处于较低功率水平 ,

 一直增大增幅较快. 非局域程度的增加也会使

功率增大 . 选取   范围 , 当   时 ,

稳定区域为  ; 当  时, 稳定区域

为  . 可以发现此时稳定范围与相变

以下差异较大, 稳定区域在功率增大到一定值时才

出现, 并且随着 d 的增大而减小. 选取了   ,

 ;   ,   这两个点具体表明其稳定性.

发现前者线性稳定性分析结果不存在正实部, 数值

演化结果也显示能稳定传输到 2000, 为稳定孤子

解 (见图 7(e)和图 7(f)); 后者线性稳定性分析结果

显示为不稳定, 数值演化也证明了它为不稳定的孤

子解 (见图 7(h)和图 7(i)). 此外, 研究还发现从 

处可以分叉出连续的偶极孤子族, 但不存在稳定的

偶极孤子.

 4   结　论

(λ, λ∗)

研究具有非 PT对称复数势的非线性耦合器

中的非局域孤子, 得到多种类型的孤子, 并对其稳

定性展开讨论. 在相变以下, 基态孤子、偶极孤子、

多极孤子均在相对功率较低处能稳定传输, 基态孤

子的稳定范围相对较大. 这些孤子族从其对应线性

谱的离散特征值处分叉出来, 每个区间对应同一类

型的孤子族. 非局域程度会对孤子产生影响, 结果

表明非局域程度越大, 各个类型孤子的功率都越

大. 非局域程度还会影响稳定孤子存在的范围, 在

传播常数大于最大离散特征值时, 非局域程度越

大, 稳定区间越小; 当传播常数小于最大离散特征

值时, d 越大, 稳定区间反而越大. 随着耦合系数的

改变, 线性谱离散特征值也发生改变, 发现耦合系

数会影响孤子族的排布顺序. 相变以上, 基态孤子

在功率增大到一定值时才开始稳定, 并且稳定区域

较小. 非局域程度也对相变以上孤子产生了影响.

基态孤子的功率随着非局域程度的增加而增大, 稳

定区域随着非局域程度的增大而减小. 另外, 从第

二大离散特征值处会分叉出偶极孤子族, 但不存在

稳定区域. 我们还发现此模型下孤子稳定性分析结

果中的特征值均以共轭对  的形式出现.
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Abstract

Parity-time (PT) symmetric  is  not  a  necessary condition for  achieving a real  spectrum and some studies

about realizing real spectra in non-PT-symmetric systems with arbitrary gain–loss profiles have been presented

recently. By tuning the free parameters in non-PT-symmetric potentials, phase transition could also be induced.

Above phase transition point, discrete complex eigenvalues bifurcate out from continuous real eigenvalues in the

interior  of  the  continuous  spectrum.  In  this  work,  we  investgate  the  existence  and  stability  of  solitons  in

nonlocal nonlinear couplers with non-PT-symmetric complex potentials both below and above phase transition.

There are several discrete eigenvalues in the linear spectra of the non-PT-symmetric system used here. With the

square-operator  iteration  method,  we  find  that  different  continuous  families  of  solitions  can  bifurcate  from

different  discrete  linear  eigenvalues.  Moreover,  linear-stability  analysis  collaborated  with  direct  numerical

propagation simulations demonstrates that the nonlocal solitions can be stable in a range of parameter values.

we first address the cases below the phase transition. To be specific, when we fix the coupling coefficient and

vary the degree of nonlocality, it’s found that fundamental solitons, dipole solitons, tripolar solitons, quadrupole

solitons bifurcate from the largest,the second-largest, the third-largest and the fifth-largest discrete eigenvalue,

respectively. These nonlocal solitons are all  stable in the low power region. With an increase of the degree of

nonlocality,  the  stability  region  shrinks  for  the  fundamental  solitons  while  it  widens  for  the  dipole  and

multiplole  solitons.  At  the  same  time,  the  power  of  all  the  stable  solitons  increases  with  the  increase  of  the

degree of nonlocality. By varying the coupling coefficient, the arrangement of soliton families emerging in the

discrete  interval  of  the  linear  spectrum  can  be  changed.  For  example,  the  dipole  solitons  bifurcate  from  the

third-or  fourth-largest  discrete  eigenvalue  while  the  tripolar  solitons  bifurcate  from  the  fifth  largest  discrete

eigenvalue. Above phase transition,the fundamental solitons are unstable in the low and high power region but

are stable in the moderate power region. The stability region shrinks with the increasing degree of nonlocality.

We  also  find  the  family  of  dipole  solitons  bifurcates  from  the  second-largest  discrete  eigenvalue,  but  all  the

dipole  solitons  are  unstable.  In  addition,  we  find  that  the  eigenvalues  in  linear-stability  spectra  of  solitons

emerge as conjugation pairs.
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