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从核质量出发系统地研究核电荷半径, 进而得到核电荷半径的计算值和预言值. 运用 AME2020数据库

结合 CR2013数据库得到已知质量且已知半径的原子核 (Z, N ≥ 8) 884个, 计算得到 884个原子核密度. 研

究原子核密度得到常参数经验公式, 利用此经验公式结合 AME2020数据库得到核电荷半径的计算值与实验

值之间的均方根误差 s = 0.093 fm. 考虑到中子数对原子核密度的影响, 添加了中子因子 1/N 进行修正, 均方

根误差减少为 0.047 fm. 再添加中子壳层效应进行修正, 均方根误差减小至 0.034 fm. 基于修正后的经验公式

结合 AME2020数据库得到 Z, N ≥ 8的 1573个核电荷半径预言值, 其中一些预言值与近些年测得实验值的

对比结果说明利用此关系得到的预言值具有一定的意义. 此外, 剔除一些特殊的壳层后, 剩余 791个核电荷

半径常参数经验公式计算值的均方根误差为 s = 0.063 fm, 修正后降至 s = 0.032 fm. 研究结果表明本文提

出的核电荷半径关系具有一定的简便性和可靠性, 可以与   律和   律修正后的全局核电荷半径关系相

媲美. 最后, 本文又引入 Levenberg-Marquardt (L-M)算法训练前馈神经网络分别对 884和 791个原子核密度

进行建模计算, 均方根误差分别为 0.018 fm 和 0.014 fm, 比修正后经验公式的误差减小约 50%, 得到的预言

值与近几年测得的实验值也较接近.
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 1   引　言

电荷半径、结合能、半衰期、形变等是原子核

性质基本的物理量, 对它们的描述和预言是原子核

性质研究的基本方法. 其中核电荷半径 (CR) 的描

述和预言受到较多的关注, 其对核力的性质、核物

质密度以及原子核结构等的研究具有重要意义. 核

电荷半径的系统性研究在原子核物理、天体物理等

领域中都具有重要作用.

利用放射性离子束和超高灵敏度激光光谱技
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术 [1−3] 测得许多原子核的均方根电荷半径. 2013年

发表的核电荷半径数据库 CR2013[4,5] 中已知的核

电荷半径约 909个 , 比 CR2004[6] 数据库多大约

110 个实验值, 比 CR1999[7] 数据库多大约 514 个

实验值. 近几年, 实验上也得到一些核电荷半径的

测量值 [8−11]. 此外, 理论模型与关系式也是研究核

电荷半径的重要方法, 这些模型和关系式主要有三

方面: 一是从  律和  律公式出发, 然后进行

修正, 例如同位旋 [12,13]、Casten因子项和奇偶摆动

项 [14,15] 等, 进而提高核电荷半径描述和预言的精

确性; 二是通过微观模型 [16−18]、宏观-微观方法 [19,20]、
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唯象理论 [21,22]、Hartree-Fock-Bogoliubov[23,24] 等模

型来研究核电荷半径; 三是利用相邻核电荷半径之

间的局部关系描述和预言核电荷半径 [25−30].

核质量的描述和预言也是人们关注的重点, 一

般的质量关系大概分为两类 . 一类是经典的全

局质量关系, 如Weizsäcker公式 [31]、Finite Range

Droplet模型 [32], 还有近年来相继出现的理论, 如

相对论平均场下的 BCS理论 [33]、Skyrme-Hartree-

Fock-Bogoliubov理论  [34]、Duflo-Zuker模型 [35,36]、

Macroscopic-Microscopic质量公式 [37] 等. 二是较

精确的局域质量关系, 如 Garvey-Kelson[38] (G-K)

的区域质量关系和质子-中子剩余相互作用的区域

质量关系 [39−43]. 近些年, 机器学习广泛运用于核物

理的研究中 [42,44−50], 尤其是核质量与电荷半径的

研究. 文献 [44]使用贝叶斯神经网络基于全局质量

关系 (Duflio-Zuker质量公式)研究核质量, 计算

值与实验值的均方根偏差由 503 keV减小到

286 keV; 文献 [45]利用贝叶斯神经网络方法结合

Duflo-Zuker模型得到的预言值和实验值的均方根

误差是 400 keV左右; 文献 [46]利用相当于鲁棒

的 Levenberg-Marquardt (L-M)算法训练神经网

络研究 AME2012数据库, 对于一个简单的液滴公

式, 预测值与 2353个实验已知质量的均方根偏差

从 2.455 MeV减小到 0.235 MeV; 文献 [47]提出

的 BML (Bayesian machine learning)核质量模型

得到的计算值与 AME2016[51] 的实验值之间的均

方根偏差仅为 84 keV, 进一步提高了原子核质量

模型的精确性. 由此可见, 机器学习的使用很大程

度上降低了拟合模型的误差.

2021年发布的核质量数据库 AME2020[52] 已

测得的核质量约 2550个, 而最新的核电荷半径数

据库 CR2013中测得的值仅有 909个, 由此可知,

还有约 63% 的原子核已知核质量但核电荷半径却

未知. 尽管原子核质量和电荷半径的研究一直以来

都备受关注, 但是很少有研究利用核质量来描述和

预言核电荷半径. 本文从核质量出发系统地研究核

电荷半径. 首先, 利用AME2020数据库结合CR2013

数据库得到 884个原子核密度, 对这些原子核密度

进行拟合得到常参数经验公式, 通过此经验公式结

合 AME2020数据库得到核电荷半径的计算值. 然

后, 添加中子因子和中子壳层效应 [30] 对常参数经

验公式进行修正, 进而提高核电荷半径计算值和预

言值的精确性; 同时剔除一些特殊的壳层进行研

究, 进一步提高核电荷半径的精确度; 此外又利用

L-M算法训练前馈神经网络结合原子核密度来描

述和预言核电荷半径; 把上述得到的预言值与近些

年得到的测量值 [8−11] 进行对比. 最后, 对本文进行

分析和总结.

 2   原子核密度

ρm

近些年发布的核质量数据库 AME2020和核

电荷半径数据库 CR2013表明, 核质量测量的进度

快于核电荷半径, 且对原子核质量研究已有很多精

确模型. 本文从核质量数据库出发进行研究, 结合

原子核密度经验公式得到核电荷半径的计算值和

预言值. 由文献 [15]的计算可知, 大部分的原子核

形变参量都很小, 这说明大多数原子核是偏离不大

的非球形核. 假设原子核近似为球形核, 电荷半径

为 R 且核质量 M 近似等于原子质量, 则可得原子

核密度  : 

ρm =
M

4

3
πR3

. (1)

N <

Z <

Z,N

ρm N/Z

ρm

因核电荷有限分布引起的 1s能级移动很小,

测量其得到的误差较大 [14], 故将中子数   8和质

子数    8的核素去除. 在数据库 CR2013[4,5] 中

  ≥ 8的原子核电荷半径一共有 884个, 这 884

个原子核在 AME2020[52] 质量数据库中全部有其

对应的核质量. 图 1中的点代表 884个原子核密度

 , 横坐标表示中子数与质子数的比值    (中

质比), 纵坐标表示原子核密度. 对这 884个原子核

密度   利用最小二乘法进行拟合, 得到原子核密

度常参数经验公式: 

ρemp
m = C, (2)
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ρmFig. 1. The    of 884 nuclei. 
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ρemp
m

±0.020

其中   为原子核密度, C 是常数, 数值为 0.278

(  ) u/fm3. 文献 [53]利用原子核质量与物质

半径得到原子核质量密度, 研究发现核物质密度近

似是一个常数. 本文基于原子核质量与电荷半径得

到一系列的原子核密度, 最后得到原子核密度也为

常数. 虽然在计算时使用的半径不同, 但是得到的

密度都近似为一个常数, 这也说明本文提出的常参

数经验公式具有一定的可靠性.

由 (1)式和 (2)式得到原子核电荷半径计算的

公式: 

Rcal =

[
M

(4/3)πρemp
m

]1/3
, (3)

A1/3

Z1/3

A1/3 Z1/3

利用 (3)式结合 AME2020数据库得到核电荷半径

的理论计算值, 然后得到计算值与 CR2013 中的实

验值之间的均方根误差 s = 0.093 fm. 由文献 [14,

15]可知, 本文得到的均方根误差比  律得到的

s = 0.1224 fm 小, 与  律描述核电荷半径结果

s = 0.094 fm的精确度相当. 以上结果表明本文提

出的公式可与  律、  律公式相媲美.

A1/3 R =

√
3

5
r0A

1/3

r0

此外, 本文也通过  律公式 (  ,

  = 1.2269 fm)分析这种常参数现象： 

ρth1m ≡ M

4

3
π

(√
3

5
r0

)3

A

,
(4)

ρth1m

±0.001

Z1/3

R =
√
3/5r0Z

1/3 r0

利用 (4)式得到 884个   进行最小二乘法拟合,

得到的常参数也是 0.278 (  )  u/fm3, 这与

式 (1)得到的常参数相吻合. 最后, 基于  律公

式 (  ,    = 1.639 fm)也对这种常

参数现象进行研究： 

ρth2m ≡ M

4

3
π

(√
3

5
r0

)3

Z

,
(5)

ρth2m

±0.018

由 (5)式得 884个原子核密度   , 利用最小二乘

法进行拟合得到的常数约等于 0.276 (  ) u/fm3,

与 (1)式得到的常数 0.278 u/fm3 接近, 这些结果都

表明本文提出的常参数经验公式具有一定的可行性.

 3   核电荷半径的描述和预言

 3.1    核电荷半径的描述

ρm由图 1可知, 大多数的原子核密度   具有一

ρm

ρm

ρm

ρemp
m

定的聚集性, 但是有些特殊的原子核, 因其核电荷

半径偏大或偏小, 导致有些原子核密度   也会偏

大或偏小. 此外, 常参数经验公式对一些原子核密

度拟合的效果不好甚至偏差还比较大, 因此本节增

加了修正以提高   关系的精确度. 图 2中的红色

空心圈代表 884个原子核密度   , 绿色折线表示

基于中子数 N 相同的原子核密度的平均值得到原

子核密度曲线, 由此曲线的特点研究分析得到原子

核密度  的经验公式, 即黑色光滑曲线: 

ρemp
m = C + a/N, (6)

±0.008

±0.636

1/N ρm

其中 C 是常数 0.293  (  )  u/fm3, a 是常数

–1.029  (  )  u/fm3. 利用经验公式 (6)结合

(3)式得到核电荷半径的计算值与 CR2013中的实

验值进行对比, 均方根误差 s = 0.047 fm, 比经验

公式 (2)的精确度提高约 50%. 由此可知, 中子因

子  对原子核密度  经验公式精确度的提高具

有重要意义.

ρemp
m

ρemp
m

基于中子壳层效应的影响, 由图 2中的原子核

密度平均值折线 (绿色折线)和平滑拟合曲线 (黑

色平滑曲线)可知, 当 N ≥ 29时, 原子核密度平

均值折线在新中子壳层开始以及半填充中子壳层

中子数附近时变化剧烈 (绿色折线). 在新中子壳层

开始时达到最大值, 接着开始减小, 在中间某点降

到最小值, 然后逐渐增大, 直至到达下一个中子壳

层开始时达到新的最大值, 这种规律导致  的明

显偏差. 为了进一步改善  关系, 对不同的壳层进
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图 2    884个原子核密度 (绿色折线表示的是原子核密度

平均值线, 黑色光滑曲线是基于 (6)式得到的拟合线, 粉色

竖线分别表示中子数 N = 20, 28, 50, 82 和 126的位置)

ρm

Fig. 2. The green  zigzag  line  is  plotted  by  using  the   aver-

age values of     for nuclei with the same mass number N.

The black curve is plotted in terms of empirical formula Eq. (6).

The vertical lines are plotted at the major neutron closure

N = 20, 28, 50, 82 126. 
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ρemp
m行经验修正, 进而来描述  对 N 和壳层的依赖性: 

ρemp
m = Cn + an/N, (7)

Cn an δ1 δ2 Cn an

根据中子主壳层分为 6个大区域, 再结合半填充中

子壳层 (即中子数为 39, 66, 104), 一共分为 9个研

究区域. 这 9个区域都符合 (6)式模型, 表 1即为

基于原子核密度实验值得到各壳层区域优化后的

参数值  和  , 其中   和   分别为参数  和 

的不确定度. 利用各壳层优化参数得到核电荷半径

的计算值与实验值之间的均方根误差由 s =

0.047 fm 降低为 s = 0.034 fm. 由此可知, 中子壳

层效应对原子核密度具有一定的影响.
 
 

表 1    不同壳层范围的拟合参数 (单位: u/fm3)
Table 1.    The  parameter  of  different  shell  regions  (in

units of u/fm3).

Region Cn δ1 an δ2 

8 ≤ N ≤ 20 0.276 0.010 –0.828 0.153

21 ≤ N ≤ 28 0.363 0.007 –2.86 0.171

29 ≤ N ≤ 39 0.206 0.007 1.649 0.256

40 ≤ N ≤ 50 0.383 0.005 –5.387 0.217

51 ≤ N ≤ 66 0.242 0.005 1.812 0.316

67 ≤ N ≤ 82 0.345 0.007 –4.754 0.557

83 ≤ N ≤ 104 0.227 0.006 4.774 0.573

105 ≤ N ≤ 126 0.371 0.003 –9.614 0.433

127 ≤ N 0.230 0.003 8.088 0.516
 
 

∆R

∆R

∆R

1/N

∆R

∆R

1/N

为了更全面地诠释核电荷半径计算值与实验

值之间的差值, 如图 3所示, 分别得到实验值与 (2)

式、(6)式和 (7)式计算值的差值  . 图 3(a)代表

实验值与 (2)式理论值的差值  , 由图可知, 大部

分  落在–0.093 fm 到 0.093 fm之间, 在 N ≤ 46

时, 计算值与实验值的差值较大, 尤其是当 N ≤ 28

时差值更大; 由图也知, 当 N 在幻数附近或一些特

殊点时, 误差会出现区域偏大的情况. 由图 3(b)

可知, 中子因子  修正添加后整体误差的降低比

较明显, 尤其是在 N ≤ 28的区域; 大部分   落

在–0.047 fm 到 0.047 fm的区域, 但是在特殊点附

近出现误差偏大的情况还是没有改善. 为了改善这

种情况, 又添加了中子壳层效应修正, 由图 3(c)可

知, 修正后整体的误差值有所减小, 大部分   落

在 [–0.034, 0.034] fm的范围. 值得一提的是, 在中

子幻数附近或特殊点出现误差偏大的情况明显改

善, 差值均匀分散在零点两边. 以上对比结果说明

中子因子  修正和中子壳层效应修正的添加使

得经验公式能够很好地描述核电荷半径.

N/Z

图 4是基于各壳层参数优化后得到的核电荷

半径计算值与实验值的差值图. 可以看出同位素链

两端的计算值误差更大, 即当中质比   太小或

太大时, 计算值与实验值的误差较大. 由图 3和

图 4可知, 修正后的经验公式误差有所降低, 但是

仍然存在一些误差较大的区域, 尤其是在 Z = 30,
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图  3     从上到下依次为 884个核电荷半径的实验值与

(2)式、(6)式、(7)式理论计算值的差值 . 粉色竖直虚线分

别表示中子数 N = 20, 28, 50, 82 和 126的位置

Fig. 3. The  difference  between  the  experimental  value  of

884 nuclear charge  radii  and  the  theoretical  value   calcu-

lated by Eq.(2)，Eq.(6) and Eq.(7), respectively. A dash ver-

tical line is plotted at the major neutron closure N = 20, 28,

50, 82 and 126. 
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图 4    核电荷半径的计算值与 CR2013数据库中实验值之

间的误差 . 粉色竖直虚线分别表示中子数 N = 20, 28, 50,

82 和 126的位置, 黑色横虚线分别表示质子数 Z = 20, 28,

50 和 82 的位置 (单位: fm)

Fig. 4. The difference between the calculated values of nuc-

lear  charge  radius  and  experimental  values  in  the

CR2013 database. A dash vertical line is plotted at the ma-

jor  neutron  closure N = 20,  28,  50,  82 and  126.  The  dash

horizontal  line  is  plotted  at  the  major  proton  closure Z =

20, 28, 50 and 82 (in units of fm). 
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Z = 65 Z = 71

ρm

N = 40和 Z = 52, N = 82附近的丰中子区域. 此

外, 本文是利用原子核质量和电荷半径进行计算

的, 所以本文的经验公式在计算和预言那些形变比

较大或受到壳层影响的核电荷半径时误差较大. 由

图 4可以看出 Tb (  ) 和 Lu (  ) 这两

个同位素链核电荷半径的计算值与实验值之间的

误差都偏大, 研究发现这两个同位素链核电荷半径

的实验值比较特殊, 导致这些核素的   偏大或偏

小远离经验公式, 得到的核电荷半径误差也会偏

大, 图 5列出了这两个同位素链对应的核质量和核

电荷半径.

Z =

65

Z = 65

Z = 64 Z = 66

Z = 63

图 5(a),(b)中的矩形方框分别代表 Tb ( 

 ) 同位素链的核电荷半径与核质量. 由图可知,

Tb (  )同位素链的核电荷半径要比相邻 Gd

(  )和 Dy (  ) 同位素链的核电荷半径

小很多, 甚至比 Eu (  )小, 而同位素链的核

质量没有相应变化, 导致 Tb同位素链的原子核密

度偏大且远离经验统计公式, 进而使得 Tb同位素

链核电荷半径计算值要比实验值要偏大很多 .

Z = 71

Z = 65

Z =

70 Z = 72

Z = 71

Z = 65 Z = 71

图 5(c), (d)中的空心圈代表 Lu (  )同位素

链的核电荷半径与核质量, 这与 Tb (  ) 同

位素链核电荷半径的特点正好相反, 比相邻Yb ( 

 )和 Hf (  ) 同位素链的核电荷半径要大

很多, 这导致 Lu (  )同位素链核电荷半径

的计算值要比实验值偏小很多. 这也就解释了 Tb

(  ) 和 Lu (  )两个同位素链核电荷半

径计算值与实验值之间差值偏大的原因. 导致这种

偏差较大的物理原因可能是由核电荷半径的形变

引起的, 除此之外, 还有文献 [25, 54]中描述的可

能是由大型实验的不确定性 (约 0.15 fm)与亚壳

引起的.

ρm

ρm

由图 2可知, 中子数 N ≤ 28原子核密度  

的统计性较差 , 因此 , 这里只对 N ≥ 29剩余的

791个原子核密度  进行研究. 基于常参数经验公

式 (2)得到的核电荷半径计算值与实验值之间的

均方根误差为 s = 0.063 fm; 再添加 1/N 修正时,

均方根误差减小为 s = 0.046 fm; 最后添加中子壳

层效应修正并结合表 1的参数得到核电荷半径计
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图 5    (a) 和 (b)分别表示 Eu, Gd, Tb, Dy 同位素链核电荷半径与核质量的实验值; (c) 和 (d)分别表示 Tm, Yb, Lu, Hf同位素

链核电荷半径与核质量的实验值

Fig. 5. (a) and (b) represent the nuclear charge radii and nuclear mass of Eu, Gd, Tb, Dy elements, respectively; (c) and (d) represent

the nuclear charge radii and nuclear mass of Tm, Yb, Lu, Hf elements, respectively. 
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算值的均方根误差为 s = 0.032 fm. 以上研究发

现, (2)式、(6)式和 (7)式在统计性较好的区域计

算时误差均会减小, 尤其是利用 (2)式计算时, 均

方根误差 s = 0.063 fm, 精确度比 0.093 fm 提高

约 32%, 这进一步说明大多数原子核密度 (约等于

0.278 u/fm3)具有一定的常数特点.

f(x) =

2/(1 + e−2x)− 1

10−7

ρemp
m

此外, 神经网络广泛运用于核物理 [42,44−50]、大

数据分析、自动驾驶、医学诊断等领域, 本文也利

用“Neural Net Fitting”函数研究原子核密度前馈

神经网络模型 . 基于网络函数 Tansig  [ 

 ]进行研究, 神经网络结构由输入

值 2、隐藏层 20、输出层 1及输出值 1组成. 主要

步骤如下: 1)以 884 (791)个原子核密度实验值及

对应的质子数 Z 与中子数 N 作为输入样本; 2)随

机选取训练集、验证集和测试集, 比例分别为 70%,

15%和 15%; 3)设置网络参数, 最小全局误差  ,

最大训练次数 1000等; 4)利用 L-M算法进行训

练, 得到 L-M算法训练前馈神经网络模型 I (神经

网络模型 II). 基于神经网络模型 I和 II得到  

的计算值和预言值, 计算得到核电荷半径的计算值

和预言值.

Z,N

利用神经网络模型 I得到 884个原子核密度

的拟合值, 结合 AME2020数据库和 (3)式得到核

电荷半径的计算值. 与 CR2013数据库中的实验值

对比得到 s = 0.018 fm, 比修正后经验公式 (7)计

算得到的均方根误差 s = 0.034 fm 减小了 47%.

对中子数 N ≥ 29的原子核核电荷半径进行研究

可得神经网络模型 II, 进而得到 791个核电荷半

径的计算值与 CR2013数据库中的实验值之间

的均方根误差 s = 0.014 fm, 比修正后经验公式的

均方根误差 s = 0.032 fm 减小了 58%. 图 6(a),(b)

分别表示基于神经网络模型 I和 II得到的核电荷

半径计算值与实验值之间的差值. 由图可知, 利用

神经网络模型得到核电荷半径的误差比经验公

式要小, 虽然存在一些误差偏大的区域 (Z = 65和

Z = 39, N = 60附近), 但是并不影响整体的计算

和预言效果. 计算结果表明利用 L-M算法训练前

馈神经网络模型结合 AME2020数据库研究核电

荷半径的精度优于经验公式. 此外, 也利用 L-M

算法训练前馈神经网络直接对  ≥ 8的核电荷

半径进行研究, 得到的计算值与 CR2013中实验值

之间的均方根误差是 0.021 fm, 而本文中利用原子

核密度建模得到的均方根误差为 0.018 fm, 研究结

果表明基于原子核密度建模得到核电荷半径的计

算值更精确.

 3.2    核电荷半径的预言

Z,N

37K 48K 64Cu 65Zn
69Zn

69Zn N = 40

1/N

由 (3)式可知, 本文提出的关系式预言核电荷

半径简单且方便, 基于原子核质量利用 (3)式结合

经验公式 (7)或神经网络模型就可以预言核电荷半

径. 利用 AME2020[52] 数据库结合 (7)式或神经网

络模型 I可以得到   ≥ 8的 1573个核电荷半径

预言值. 图 7列出一些预言值与近几年实验上新测

得的实验值 [8−11] 进行对比 , 图中的实心圆点

(Dev1)和实心五角形 (Dev2)分别表示基于经验公

式 (7)和神经网络模型 I得到  ,   ,   ,   ,

  这 5个核电荷半径的预言值 Rcal1 ((3.373 ±

0.053) fm,   (3.519  ±  0.052) fm, (3.921  ±  0.052)

fm,  (3.948 ± 0.052) fm,   (4.047 ± 0.051) fm) 和Rcal2 

((3.437 ± 0.037) fm, (3.472 ± 0.036) fm,  (3.899 ±

0.036) fm,   (3.929 ± 0.036) fm, (3.953 ± 0.036) fm)

与近几年新测得的实验值 [8−11] 之间的差值. 对比结

果表明, 利用本文提出的关系式结合数据库得到核

电荷半径的预言值具有一定的精确性. 虽然有些预

言值的误差较大, 如  核素, 这是由于  正

好处于半填充中子壳层 39附近, 尽管利用中子壳层

效应进行了修正, 但是对于某些原子核效果并不好,

这也说明在中子因子  和中子壳层效应修正外还

有一些待挖掘的物理内涵. 此外, 利用文献 [14]中

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160



0

20

40

60

80

100



=20
=28

=50

-0.05

0

0.05

=28
=20

=50

=82

=126
=82(a)

-0.04

-0.02

0

0.04

0.02

0 20 40 60 80 100 120 140 160



0

20

40

60

80

100



=20
=28

=50

=28
=20

=50

=82

=126
=82(b)

图 6    基于神经网络模型 I和 II得到的核电荷半径计算值

与实验值之间的差值 (单位: fm)

Fig. 6. The difference between the calculated values of nuc-

lear charge radius (obtained by neural network model I and

II) and experimental values in CR2013 database (in units of

fm). 
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A1/3 Z1/3

RA1/3

RZ1/3

RA1/3

RZ1/3

Rexp

A1/3 Z1/3

的 (4)式和 (7)式 (即  律和  律)两参数经验

公式计算得到预言值 (  和   ). 实心矩形

(Dev3)和实心三角形 (Dev4)分别代表利用文献 [14]

的 (4)式与 (7)式得到的预言值 (  和   )与

实验值   之间的误差. 由图 7可知, 利用本文经

验公式得到的预言值与文献 [14]中   律和  

律两参数经验公式得到的预言值各有优劣, 但本文

中基于神经网络模型得到的预言值则更精确, 这也

说明神经网络算法具有较好的精确性.

1/N

综上所述, 利用本文提出的关系式可以较好地

描述与预言核电荷半径. 常参数经验公式的计算结

果表明原子核密度具有良好的统计性, 中子因子和

中子壳层效应修正的添加提高了核电荷半径计算

值和预言值的精确性, 这说明中子因子  和中子

壳层效应与原子核密度具有一定的关联性.

 4   结　论

核质量数据库更新的速度非常快, 实验上每年

都会有新的核质量被测得, 核质量的理论模型和公

式也越来越精确, 而且已有的数据库 AME2020测

得核质量的个数要比 CR2013数据库测得的核电

荷半径个数要多. 鉴于此, 本文从核质量出发研究

核电荷半径, 探索核质量与核电荷半径之间的关系

式, 进而来描述和预言核电荷半径.

基于 AME2020[52] 和 CR2013[4,5] 数据库得到

1/N

1/N

884个原子核密度, 对这些原子核密度研究得到常

参数经验公式, 利用此经验公式结合 (3)式得到核

电荷半径的计算值与实验值之间的均方根误差为

s = 0.093 fm. 由于添加了中子因子  和中子壳层

效应的修正, 使得均方根误差由 s = 0.093 fm 降到

s = 0.047 fm, 最后降为 s = 0.034 fm. 运用修正后

的经验公式结合 AME2020核质量数据库得到的

预言值具有一定的精确性. 此外, 删除了一些特殊的

壳层, 对中子数 N ≥ 29剩余的 791个原子核进行

研究. 基于 (2)式、(6)式和 (7)式得到的均方根误

差都有所减小, 最后均方根误差减小为 s = 0.032 fm.

最后, 本文又引入 L-M算法训练前馈神经网络模

型分别研究 884和 791个原子核密度, 核电荷半径

计算值的均方根误差比修正后的经验公式都大幅

减小, 分别为 s = 0.018 fm 和 s = 0.014 fm, 且得到

的预言值近几年测得的实验值 [8−11] 也较接近. 研究

结果表明中子因子  修正和中子壳层效应 [30] 修

正的添加可以较好地描述核电荷半径, 而且本文提

出的关系式具有一定的简便性和可操作性, 虽然有

些核电荷半径的计算值和预言值误差较大, 这也是

不可避免的, 毕竟复杂的核电荷半径问题不可能通

过一个简单公式进行精确的全局性描述和预言.

作者非常感谢贾力源副教授的指导和帮助.
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Abstract

ρm

σ = 0.093

ρm 1/N

A1/3 Z1/3

In this paper we predict and evaluate the value of the nuclear charge radius by analyzing the relationship

between nuclear mass and nuclear charge radius. We obtain 884 nuclei (Z, N ≥ 8) with known mass and known

charge radii  by combining AME2020 database with CR2013 database,  and calculate the mass densities     of

the  884  nuclei.  We  aim  to  obtain  an  empirical  formula  of  one  constant  which  is  useful  in  describing  and

predicting nuclear charge radius. With the empirical formula and the AME2020 database, the root-mean-square

deviation  (RMSD)  of  the  nuclear  charge  radius  of      fm  is  successfully  obtained.  Considering  the

influence of neutron numbers on    , we use the neutron factor     to correct the empirical formula, and the

RMSD is  reduced  to s =  0.047  fm (the  accuracy  is  increased  by  about  50%).  The  second  correction  is  shell
effect of neutrons. The results show that the RMSD of nuclear charge radius is reduced to 0.034 fm based on

shell  effect  of  neutrons.  We  use  the  empirical  formula  with  corrections  to  predict  the  nuclear  charge  radius

(1573 nuclear charge radius with Z, N ≥ 8) which is difficult to measure experimentally. The difference between

our predicted values based on AME2020 database and the experimental values measured in recent years is in

the allowable range of deviation. The result shows that the new relation for nuclear charge radius is simple and

reliable. In addition, the RMSD of the calculation value for 791 nuclei is reduced to s = 0.032 fm after we have
removed  some  nuclei  with  special  shell  effect  and  isotope  chains.  These  results  show  that  the  new  relation

proposed in this paper can be comparable to     and     formulas with corrections. Moreover, we study the

884 and 791 nuclear  mass  densities  by using L-M neural  network method to build description and prediction

models.  Comparing  with  CR2013,  the  RMSDs of  nuclear  charge  radius  are s = 0.018  fm and s = 0.014  fm,
respectively.  The  RMSDs  are  reduced  by  about  50%  compared  with  that  from  the  empirical  formula  with

corrections, and the predicted values are closer to the experimental values measured in recent years.
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