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传统的波动方程线性化近似理论, 如一阶 Born近似或 Rytov近似等, 均隐含“弱散射”假设, 因此仅适用

于弱扰动模型. 为克服“弱散射”假设的制约并将波动方程线性化近似理论推广至强扰动模型中, 提出了适用

于预测前向散射波相位扰动的保相位理论. 通过将标量声波方程 Rytov变换得到的非线性 Ricatti方程中关

于未知解 (即散射场复相位)的积分 , 在Wentzel-Kramers-Brillouin-Jeffreys (WKBJ)近似下转化为对散射角

和模型扰动的积分, 给出了前向散射场相位扰动的显式积分表达. 理论推导表明: 对于一维波传播问题, 保相

位理论可以精确预测任意速度扰动模型中前向散射波的相位扰动. 对于小角度前向散射, 保相位理论可以进

行线性化近似, 得到广义 Rytov近似. 数值实验表明, 对于高维问题, 相比于一阶 Rytov近似, 广义 Rytov近

似可以更好地预测前向小角度散射场的相位扰动, 且适用于强速度扰动模型. 广义 Rytov近似拓展了 Rytov

近似的成立条件和适用范围, 可以直接应用于地震层析成像及医学超声透射成像中, 从而降低层析反问题对

初始模型的依赖性并加速反演收敛.
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 1   引　言

一阶 Born近似理论广泛应用于计算薛定谔方

程和弹性波/声波方程的散射场 [1−5]. 然而, 一阶

Born近似理论隐含了弱散射假设. 若介质的扰动

强度较大或异常体的尺度大于入射波长, 一阶 Born

近似不再成立. 此时, 散射场可以用 Born级数逼

近, 但 Born级数仍然是条件收敛的 (收敛性取决

于散射体的尺度和散射强度大小). 为解决弹性波/

声波方程 Born级数的收敛性问题, Wu和 Zheng[6]

指出, Born级数不收敛性的根源在于其无法正确处

理多次前向散射场的同相叠加, 导致出现“前向散

射灾难”. 借助量子力学中的重整化理论 (renormali-

zation theory), Wu和 Zheng[6] 将 Born级数中的

无穷阶散射场求和用 De Wolf近似代替 (即考虑

多次前向散射一次背向散射), 得到了具有 Volterra

积分方程性质的收敛级数, 为波动方程非线性反

问题的求解提供了新的求解思路 [7]. 然而, 将 T-

matrix方法应用于强扰动模型中的速度反演仍然

存在困难 [8].

此外, 在一些领域中更加关注散射波的相位预
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测精度. Rytov[9] 发展了用于描述散射波相位扰动

的一阶 Rytov近似理论. 相比于一阶 Born近似,

一阶 Rytov近似可以更好地描述速度扰动引起的

前向散射波的相位扰动, 因此广泛应用于光波或电

波的视距传播 [10−12]、绕射层析 [13−15]、全球/区域速

度结构重建 [16−18] 以及高精度近地表速度建模

等 [19−21].

同一阶 Born近似, 一阶 Rytov近似也隐含了

弱散射假设 (即假定速度异常体的扰动强度非常

小, 但异常体的尺度可远大于入射波长 [22]). 对于

强速度扰动, 一阶 Rytov近似的精度难以满足相

位精确预测和反演的需求. 为提高 Rytov近似的

精度, Tartarski[11] 利用函数展开法构造了 Rytov

序列. 在此基础之上, Tsihrintzis和 Devaney[23] 提

出了高阶 Rytov反演方法, 其反演结果优于一阶

Rytov近似. 对于湍流介质中的波束传播, Manning[24]

给出了二阶 Rytov近似. Kim和 Tinin[25] 采用二

阶 Rytov近似计算双频卫星导航系统在电离层的

剩余误差. 汪燚林和董良国 [26] 采用 Adomian分解

方法实现了 Rytov序列的高效求解, 提高了散射

场的预测精度. 上述研究表明, 二阶甚至高阶 Rytov

近似对于提高反演精度至关重要. 虽然在一定假设

条件下数值求解 Rytov序列可以得到更高精度的

散射场, 但 Rytov序列的收敛性仍然缺乏严格的

数学证明.

本文旨在研究强扰动模型中的散射场的相位

预测问题, 在理论部分, 首先回顾经典的 Rytov变

换及一阶 Rytov近似的推导过程; 随后引入对入射

场和散射场的Wentzel-Kramers-Brillouin-Jeffreys

(WKBJ)近似 [27], 导出一次前向散射场的显式积

分解 (即散射场的保相位近似解); 接着通过考虑前

向小角度散射情形, 将散射场的积分解进行线性化

近似, 得到一种新的波动方程相位线性化近似 (即

广义 Rytov近似). 在数值试验部分, 采用层状模

型定量分析散射角对前向散射场相位扰动的影响,

并验证保相位近似相对于一阶 Rytov近似在强扰

动模型中的优势. 最后, 讨论本文方法的成立条件

以及理论贡献, 并给出简要结论和应用前景展望.

 2   理　论

 2.1    标量声波方程的一阶 Rytov 近似

频率域的标量声波方程 (即 Helmholtz方程)

可以表示为  (
∇2 + k2

)
u0 = 0, (1)

k(x) =
ω

v0(x)
v0(x)

ω u0 = u0(x;ω)

∇2

其中,    为背景速度场   中的波数,

 为角频率,    为背景波场 (也称为入

射波场),   为 Laplace算子.

v(x)

u(x;ω)

记扰动后的速度场为   , 扰动模型中的波

场 (即总场)为   , 总场与背景场的关系可以

表示为 

u(x;ω)/u0(x;ω) = eψ(x), (2)

ψ(x)其中,   称为复相位函数, 简记为复相位.

通过 Rytov变换, 复相位可以表示为如下非

线性积分方程 (Ricatti方程)的解 [11]: 

ψ(x;ω) =
1

u0(x)

∫
V

(k2ε(x′) +∇ψ(x′)

×∇ψ(x′))G0(x;x
′)u0(x

′)dx′, (3)

G0(x;x
′) v0(x) x′ x

ε(x) =
v20(x)

v2(x)
− 1

其中,    为背景速度场   中从   到   的

格林函数,   称为扰动函数 (无量纲).

|∇ψ · ∇ψ| ≪
∣∣k2ε∣∣若假设  , (3)式可以近似为

 

ψ(x) =
1

u0(x)

∫
V

k2ε(x′)G0(x;x
′)u0(x

′)dx′, (4)

(4)式即为传统的一阶 Rytov近似 [11,22,28], 描述了

复相位与扰动函数的线性关系.

 2.2    保相位近似 (Rytov 变换+WKBJ 近似)

k2ε ∇ψ · ∇ψ

u0 = A0eiϕ0 u = Aeiϕ

Wu[22] 指出, 一阶 Rytov近似仅适用于前向散

射及弱速度扰动 (即弱散射近似). 对于强速度扰

动 (即相对于  ,   不可忽略), 一阶 Rytov

近似不再成立. 本文考虑如下情形: 速度异常体光

滑且尺度 (相对于入射波长)较大, 而不对速度扰

动强度进行任何假设 (速度异常体主要产生前向散

射, 且可以用前向散射场代替总场). 背景模型和扰

动后的模型中的 (一次入射)波场的 WKBJ近似

表示为:    及   . 相应的复相位可

以表示为 

ψ = ln (u/u0) = ln (A/A0) + i (ϕ− ϕ0) . (5)

显然, 复相位的实部和虚部分别描述扰动后波

场的振幅和相位变化. 此时, 复相位的梯度表示为 

∇ψ = (∇A/A−∇A0/A0) + i∇ (ϕ− ϕ0) . (6)

通常而言, 地震波振幅的空间变化远慢于相位

的空间变化. 因此, 忽略振幅的空间变化后 (6)式
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可近似为 

∇ψ ≈ i∇ (ϕ− ϕ0) . (7)

记背景模型和扰动后的模型中的走时场为 T0 和

T, (7)式可表示为 

∇ψ ≈ i∇ (ϕ− ϕ0) = iω∇ (T − T0) . (8)

相应有 

∇ψ · ∇ψ ≈ −ω2∇ (T − T0) · ∇ (T − T0)

= − ω2
(
(∇T )2 + (∇T0)2 − 2∇T · ∇T0

)
. (9)

考虑到走时场 T0 和 T 分别满足如下程函方程: 

(∇T0(x))2 = s20(x), (∇T (x))
2
= s2(x), (10)

s0(x) = v0(x)
−1 s(x) = v(x)−1其中,    ,    分别为背景

慢度模型和扰动后的慢度模型.

k2ε+∇ψ · ∇ψ将 (9)式和 (10)式代入   并用慢

度表达模型参数, 有 

k2ε+∇ψ · ∇ψ =
(

ω

v0(x)

)2(
v0(x)

2

v(x)
2 − 1

)
− ω2

(
(∇T )2 + (∇T0)2 − 2∇T · ∇T0

)
= 2ω2s0(x)Ω(x), (11)

Ω(x) = δs(x) cosα(x) + s0(x) (cosα(x)− 1)

δ(x) δs(x) =

s(x)− s0(x) cosα(x) =
∇T (x) · ∇T0(x)
|∇T (x)| |∇T0(x)|

α(x)

u0 u

其中   可

解释为散射模式,   为慢度模型的扰动, 即 

 ,   ,   为

入射场  与散射场  之间的夹角 (本文定义为前向

散射角, 如图 1所示).

 
 

散射场 



入射场 0

图 1    前向散射角的定义

Fig. 1. Definition of the forward-scattering angle.
 

将 (11)式代入 (3)式, 可得复相位的 WKBJ

近似解: 

ψ(x) =
1

u0(x)

∫
V

2ω2s0(x
′)G0(x;x

′)u0(x
′)Ω(x′)dx′,

(12)

Ω(x)(12)式中积分核中的  为慢度扰动和散射角的

函数.

∇ψ · ∇ψ由于在推导过程中没有忽略  , 且没有

对速度扰动强度做任何假设, 若已知散射角, 利用

(12)式可以从理论上精确预测散射波的相位扰动,

故称 (12)式为保相位近似.

 2.3    一维非均匀 Helmholtz 波动方程中的
保相位近似解

为从理论上验证保相位近似理论的正确性, 考

虑一维非均匀模型中的散射场的相位预测问题.

Snieder和 Lomax[29] 对比了一维 Helmholtz波动

方程的WKBJ解与一阶 Rytov近似解 (Rytov近

似解), 并指出 Rytov近似无法描述由于速度 (或

波阻抗)扰动造成的振幅变化, 且 Rytov近似预测

的相位扰动仅为真实相位扰动的一阶近似. 本文同

样采用 Snieder和 Lomax[29] 的一维非均匀介质中

的 Helmholtz波动方程:
 

uzz + k20 [1 + ε(z)]u = 0, (13)

k0 = ω/v0 v0

ε(z) = v20/v(z)
2 − 1

其中,   为匀速背景  中的波数, 并假定扰

动函数  在波长尺度内平滑.

Snieder和 Lomax[29] 给出 (13)式的WKBJ近

似解:
 

uWKBJ(z0)

=
1

[1 + ε(z0)]
1/4

exp
(

ik0
∫ z0

0

√
1 + ε(z)dz

)
. (14)

在一维情况下, 散射波的传播方向与入射波只

有同向 (前向散射)或反向 (背向散射)两种情况.

对于前向散射, 散射角为零. 根据保相位近似公

式 (12), 复相位形式的前向散射场可以表示为
 

ψPP(z0)

=
1

G0(z0, 0)

∫ z0

0

2ω2s0(z)δs(z)G0(z0, z)G0(z, 0)dz

≡ iω
∫ z0

0

δs(z)dz, (15)

其中, 下标 PP表示保相位 (phase preserving).

一维匀速模型中常密度声波方程的格林函数

为 [30]
 

G(r, s) =
i

2k0
eik0|r−s|. (16)

将 (16)式代入 (15)式, 有
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ψPP(z0) =
1

i
2k0

eik0z0

∫ z0

0

2ω2s0(z)δs(z)

× i
2k0

eik0(z0−z) i
2k0

eik0zdz

≡ iω
∫ z0

0

δs(z)dz. (17)

u(z0)此时, 非均匀介质中前向散射场   的保相位近

似解可以表示为 

uPP(z0) = u0(z0)eψPP(z0) = u0(z0)eiω
∫ z0
0 δs(z)dz

= exp
[

ik0
∫ z0

0

(1 + δs(z)/s0)dz
]
. (18)√

1 + ε(z)考虑到 (14)式中的  可以用慢度模型

参数化重新表示为  √
1 + ε(z) =

v0
v(z)

=
s(z)

s0
≡ 1 +

δs(z)
s0

, (19)

将 (19)式代入 (14)式, 有 

uWKBJ(z0) =
1

[1 + ε(z0)]
1/4

× exp
[

ik0
∫ z0

0

(1 + δs(z)/s0)dz
]
. (20)

z0

[1 + ε(z0)]
−1/4

对比一维 Helmholtz波动方程的WKBJ近似

解 (20)式及保相位近似解 (18)式可以看出, 二者

相位完全一致. 但保相位近似解缺少在观测点  处

的振幅变化项   , 因此不能预测散射

波的振幅变化 (原因在于 (7)式中忽略振幅的空间

变化).

另一方面, 根据一阶 Rytov近似, 复相位可以

近似写为 

ψRA(z0) =
1

G0(z0, 0)

∫ z0

0

k20ε(z)G0(z0, z)G0(z, 0)dz

=
ik0
2

∫ z0

0

ε(z)dz. (21)

u(z0)相应地,   的一阶 Rytov近似解可以表示为
 

uRA(z0) = u0(z0)eψRA(z0) = u0(z0)e
ik0
2

∫ z0
0 ε(z)dz

= exp
[

ik0
∫ z0

0

(
1 +

1

2
ε(z)

)
dz

]
, (22)

其中, 下标 RA表示 Rytov近似 (Rytov approxi-

mation).

1 +
1

2
ε(z)

事实上, 散射场的一阶 Rytov近似解 ((22)式)

中的积分项   恰为 WKBJ近似解中积分

√
1 + ε(z)

√
1 + ε(z) ≈ 1+

1

2
ε(z),  |ε(z)| ≪ 1

项   的一阶泰勒展开 , 即  

 . 考虑到一维情况下保相位解的

相位预测是精确的 , 可以得出 : 散射场的一阶

Rytov近似解是保相位解在弱散射假设下的一阶

近似解, 也是散射场WKBJ近似解的相位一阶近

似 (与 Snieder和 Lomax[29] 的研究结论相符).

|ε(z)| ≪ 1

根据上述理论分析可知 , 对于一维非均匀

Helmholtz波动方程, 若背景速度为匀速模型且模

型扰动在波长尺度内平滑, 保相位理论可以精确预

测前向散射场的相位扰动. 相比之下, 一阶 Rytov

近似解仅能估计前向散射场相位扰动的一阶近似,

故受限于模型参数小扰动假设 (  ).

 2.4    广义Rytov 近似 ( Rytov 变换+WKBJ
近似+小角度前向散射)

cosα(x) ≈ 1

对于非一维问题 (二维或三维)中的波传播,

若假定前向散射角较小 (  ), (11)式可

以进一步近似为 

k2ε+∇ψ · ∇ψ = 2ω2s0(x)δs(x), (23)

δs(x) = s(x)− s0(x)其中,   为慢度扰动.

将 (23)式代入 (3)式, 复相位与慢度模型扰动

可以表示为如下线性关系: 

ψ(x) =
1

u0(x)

∫
V

δs(x′)2ω2s0(x
′)G0(x;x

′)u0(x
′)dx′.

(24)

从推导过程可知, (24)式没有对速度扰动强度做任

何假设, 故不受传统 Rytov近似中弱散射假设的

制约. 因此, (24)式可以更好地预测前向散射波的

相位扰动. 由于 (24)式拓展了传统一阶 Rytov近

似的成立条件和适用范围, 故称之为广义 Rytov

近似 (generalized Rytov approximation).

 3   数值试验

为定量分析散射角对前向散射场相位扰动的

影响, 设计如图 2所示的模型. 速度模型包含两个

水平地层, 反射界面深度 z = 2.0 km. 第 1层速度

v1 = 2.0 km/s, 第 2层速度与第 1层速度的关系

为: v2 = v1 (1 + e), 其中 e 为速度扰动百分比. 令

背景速度模型为第 1层速度, 通过改变 e 来控制

第 2层的速度. 设定 4组不同的 e: 5%, 20%, 50%,

100%, 代表速度扰动从弱扰动逐渐过渡到强扰动.
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θ1

θ2 p =

sin θ1/v1 = sin θ2/v2 θ2

同时, 考虑平面波以入射角  入射到反射界面, 出

射平面波的出射角为   , 满足 Snell定律 :   

 (  小于等于临界角). 令平面

波的入射角从垂直入射逐渐增大, 分别用计算如

下 5种波场 (得到振幅归一化地震记录如图 3所示).

utotal

1)总场. 有限差分求解标量声波方程获得, 速

度模型为双层速度模型, 记为  , 地震记录如图 3

黑色曲线所示.

u0

2)入射场. 有限差分求解标量声波方程获得,

速度模型为背景速度模型, 记为  , 地震记录如图 3

中灰色曲线所示.

uRA =

u0 expψRA ψRA

3)总场的一阶 Rytov近似 (RA解 ).   

 , 其中  通过 (4)式计算, 地震记录如图 3

中红色曲线所示.

uPP=u0 expψPP

ψPP

4)总场的保相位近似解 (PP解).   ,

其中   通过 (12)式计算, 散射角由 Snell公式解

析计算, 地震记录如图 3中绿色点线所示.

uGRA =

u0 expψGRA ψGRA

5)总场的广义 Rytov近似解 (GRA解).  

 , 其中  通过 (24)式计算, 地震记录

如图 3中蓝色曲线所示.

根据理论分析可知, 上述 3种近似解的关系

为: 保相位近似解在小角散射的假设下可以退化为

广义 Rytov近似解; 而当模型扰动强度较小时, 广

义 Rytov近似解可以进一步退化为一阶 Rytov近

似解. 为了验证上述理论分析结果, 对比不同速度

扰动强度时的地震记录. 图 3(a)为 e = 5%时地震

记录的波形对比. 由于 e = 5%满足速度弱扰动假

设, 根据理论分析, 上述 3种近似解都可以较好地

逼近总场. 从图 3(a)可以看出, 3种相位近似方法

得到的近似解都和总场基本吻合, 与理论预测相符.

 

1=2.0 km/s

2=1(1+)

212

1

图 2    二维层状模型中平面波入射与出射示意图 (红色和

蓝色实线分别表示入射和透射射线)

Fig. 2. Sketch  of  planewave  incidence  and  emergence  in  a

two-layered model (the red and blue lines stand for the in-

cident and emergent rays, respectively). 
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图 3    双层速度模型中地震记录的 (振幅归一化)波形对比. (a)—(d)分别代表速度扰动百分比为 5%, 20%, 50%和 100%. 黑色

和灰色曲线分别为真实模型及背景模型 (第 1层速度 )中正演的地震记录 , 红色和蓝色曲线分别为一阶 Rytov近似和广义

Rytov近似得到的地震记录, 绿色虚线为保相位近似解 (保留散射角)

Fig. 3. Seismic waveforms calculated using the two-layered model. Panel (a)–(d) stand for velocity models with the velocity percent-

ages of 5%, 20%, 50% and 100%, respectively. The black- and gray-curve are the waveforms in true and background model, respect-

ively; the red- and blue-curve are the first-order and the GRA results, respectively, the green-dotted curve is the phase-preserving

solution (keeping the scattering-angle). 
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θ1 θ2 cosα

对于图 3(b), 速度扰动百分比 e = 20%代表

中等扰动强度, 此时一阶 Rytov近似不再成立. 相

应地 , 图 3(b)中的红色曲线 (一阶 Rytov近似

解)与总场略有偏差, 而广义 Rytov近似解仍满足

小角散射假设 (   = 40°时,     = 50.5°,     =

0.983), 因此和保相位近似解及总场吻合较好.

θ1

θ2 cosα =

cos (θ2−θ1)

当速度扰动百分比增加到 e = 50%时, 图 3(c)

一阶 Rytov近似解与总场存在明显的时差 (即相

位差), 而对于入射角在 20°之内的平面波, 广义

Rytov近似解仍与总场匹配较好. 当  =30°时 (对

应出射角     = 48.6°),  散射角的余弦  

  = 0.948, 此时广义 Rytov近似解与总

场之间存在一定的相位差, 表明小角散射假设不再

成立. 相比之下, 由于保相位近似解中采用了解析

计算的散射角, 因此始终与总场重合.

θ1 θ2 cosα

最后, 对于强速度扰动 (e = 100%), 图 3(d)

中的一阶 Rytov近似解与总场之间存在较大的相

位差, 而广义 Rytov近似解在入射角小于 15°时精

度较高. 随着散射角增大, 广义 Rytov近似解的精

度逐渐下降 (   = 20°时,    = 43.2°,    = 0.919),

但保相位近似解仍然与总场重合.

上述数值测试表明, 总场的保相位近似可以精

确预测总场的相位扰动; 广义 Rytov近似解作为

保相位近似理论的小角近似, 在小散射角时精度较

高; 一阶 Rytov近似解作为广义 Rytov近似解的

弱扰动近似, 仅对于弱速度扰动和小散射角情形

成立.

 4   讨　论

对于一个非耗散物理系统构成的保守体系, 无

论其差分格式还是数学近似方法都应当保辛 [31].

例如在有限元理论中单元刚度矩阵的对称性是保

辛的, 隐含了变分方法中的最小势能原理. 除此之

外, 保能量、保动量、保系统特征值等方法, 都属于

保结构方法. 因此可以类比, 本文提出的保相位理

论也属于保结构方法的范畴. 在应用层面, 研究散

射波的相位保真预测方法, 对于系统参数估计问

题 (计算反问题)至关重要. 例如, 在全波形反演

(FWI)理论中, 通过实测的地震信号以及控制方

程 (如声波或弹性波方程), 在最小二乘意义下估计

地下介质的弹性参数 (如纵横波速度、密度等). FWI

理论难点在于目标泛函的强非线性, 若初始模型精

度不够高会导致预测数据和观测数据的相位差超

过半个周期 (cycle skipping问题), 使得反演陷入

局部极值. 因此, 在反问题中, 首先关注的是场的

相位特征 (即散射场出现的时刻), 其次关注场的振

幅信息. 若散射波的相位信息无法精确预测, 基于

局部最优化理论的波形反演注定会陷入局部极值.

本文所提出的保相位近似理论提高了前向散

射场相位扰动的预测精度并推广了波动方程线性

化近似理论的适用范围, 所考虑的物理图景为速度

异常体的尺度远大于入射波长这一情形. 此时, 几

何光学理论亦然成立. 文中所讨论的前向散射及小

角传播, 在射线理论框架下可以解释为背景模型及

扰动后模型中的射线路径基本一致. 在前向小角散

射情形下, 本文给出的广义 Rytov近似可以较为

准确地预测总场的相位部分, 而无需对模型参数扰

的动强度做弱扰动假设. 相比之下, 传统的 Rytov

近似仅能预测总场相位的一阶近似, 因此仅适用于

弱扰动情形.

为进一步分析传统的 Rytov近似与本文提出

的保相位近似的差异, 附录 A中用模型的慢度平

方参数化形式对二者进行了对比. 根据附录 A中

公式推导可知, 若模型扰动远小于背景模型, 广义

Rytov近似可以退化为 Rytov近似 . 同时 , 广义

Rytov近似和 Rytov近似都隐含了小角传播假设,

这也与Wu[22] 对 Rytov近似中隐含假设的分析一

致. 同时, 层状模型的数值实验表明, 对于大角度

的散射场, 广义 Rytov近似解与 Rytov近似解趋

于一致, 但都与真实解相差较大, 这表明此时散

射角的影响占相位扰动的主导地位; 另一方面, 若

能够准确估计散射角, 则可更加精确地预测大角度

的散射场 (即保结构先保角, 进而保相位, 最后保

振幅).

必须指出的是, 本文在保相位的推导过程中,

对入射场和散射场引入的WKBJ近似, 本质上仅

考虑了一次散射场的相位预测问题. 此时, 才能将

非线性积分方程中对未知解 (即散射场)的积分用

散射角及模型扰动替换. 因此, 保相位近似无法预

测多次散射问题. 同时, 由于推导过程中忽略了振

幅的空变效应, 保相位近似无法精确预测速度扰动

导致的地震波振幅变化 (散射波的振幅预测可以
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由 Born级数及其变种方法来描述).

在有限频理论层面, 广义 Rytov近似理论构

建了散射波相位扰动与慢度扰动之间的线性关系,

可视为从无限高频射线近似到有限频带地震波一

阶散射的推广. 相比于传统 Born或 Rytov近似,

新的相位线性化正问题无需弱散射假设, 因此成立

范围更广. 进一步层析反问题中的数据残差反投影

路径 (或最小二乘误差泛函的梯度)若用广义 Rytov

近似构造, 能显著降低反问题对初始模型的依赖性

并加速收敛.

 5   结论与展望

本文提出了标量声波方程的保相位近似理论,

克服了传统的 (一阶)Born或 Rytov近似中弱速度

扰动假设的制约, 能更加精确地预测前向散射场的

相位扰动. 针对前向小角度散射, 保相位近似理论

可以做线性化近似, 从而得到用于描述散射场相位

扰动与慢度模型扰动线性关系的广义 Rytov近似

理论.

广义 Rytov近似的提出拓展了 Rytov近似的

成立条件和适用范围, 在应用领域可以代替传统

的 Rytov近似, 进而提高层析反问题的收敛速率

与反演精度. 例如, 若将广义 Rytov近似与传统的

有限频层析理论相结合, 可以降低走时层析对初始

模型的依赖性并加速反演收敛; 若将广义 Rytov

近似引入医学超声透射成像, 有望推广医学超声成

像的适用范围 (骨骼相对于其他人体组织属于强散

射体, 传统的直射线近似与弱散射假设不再成立),

有望实现精确的脑成像与肌骨成像.

 附录A   一阶Rytov近似与广义Rytov
近似的关系

T0 T

在广义 Rytov近似推导中 ((10)式—(24)式), 若用慢

度平方参数化形式表达模型, 走时场  和  满足的程函方

程表示为
 

(∇T (x))2 = m(x), (∇T0(x))2 = m0(x), (A1)

m(x) = v(x)−2 m0(x) = v0(x)−2其中,   ,   .

k2ε+∇ψ · ∇ψ相应地,   可以写为
 

k2ε+∇ψ · ∇ψ =

(
ω

v0(x)

)2 (v20(x)
v2(x)

− 1

)

− ω2
[
(∇T )2 + (∇T0)2 − 2∇T · ∇T0

]

= 2ω2m0(x)

(√
1 +

δm(x)

m0(x)
cosα(x)− 1

)
, (A2)

δm(x) = m(x)−m0(x)其中,   为慢度平方扰动.

cosα(x) ≈ 1在小角传播的假设下 (  ), (A2)式可以近似为 

k2ε+∇ψ · ∇ψ = 2ω2m0(x)

(√
1 +

δm(x)

m0(x)
− 1

)
. (A3)

√
1 +

δm(x)

m0(x)
≈

1 +
1

2

δm(x)

m0(x)

∣∣∣∣ δm(x)

m0(x)

∣∣∣∣≪ 1

若对 (A3)式中的平方根取一阶Taylor近似 ( 

 ,   ), (A3)式可以简化为
 

k2ε+∇ψ · ∇ψ ≈ ω2δm(x). (A4)

|∇ψ · ∇ψ| ≪

|k2ε| k2ε+∇ψ · ∇ψ ≈ k2ε k2ε

另一方面 , 在一阶 Rytov近似中假定了  

 , 有  . 用慢度平方表达  , 有 

k2ε =

(
ω

v0(x)

)2 (v20(x)
v2(x)

− 1

)

= ω2

(
1

v(x)2
−

1

v0(x)
2

)
≡ ω2δm(x). (A5)

显然, (A4)式与 (A5)式完全一致, 表明在广义 Rytov

近似中, 若用慢度平方表达模型参数并取一阶 Taylor近似

(模型扰动远小于背景模型), 广义 Rytov近似可以退化为

传统的一阶 Rytov近似. 因此, 一阶 Rytov近似可视为广

义 Rytov近似在模型参数小扰动情形下的特例.
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Abstract

The  conventional  wave-equation  linearization  methods,  such  as  the  first-order  Born  or  Rytov

approximation,  always  implicitly  imply  a  weak-scattering  assumption,  making  it  valid  only  for  weak

perturbation  models.  To  extend  the  wave-equation  linearization  theory  to  strong  perturbation  models,  we

consider a scenario that the reference model is smooth within the scale of the incident wave length, and propose

a phase-preserving method which can predict the phase perturbation of forward scattering wave field. First, we

introduce  the  WKBJ  approximation  to  the  scattered-  and  incident  wave  fields  so  that  the  integral  of  the

unknown  solution  (i.e.  the  scattered  field)  in  the  nonlinear  Ricatti  integral  equation  can  be  replaced  by  the

integral  of  scattering-angle  and  model  perturbation,  yielding  an  explicit  expression  of  the  scattered  field.

Theoretical  derivation  shows  that  the  proposed  phase-preserving  method  can  accurately  predict  the  phase-

perturbation  of  forward  scattered  wave  field  regardless  of  the  strength  of  velocity  perturbations  for  one-

dimensional wave propagation problem. To apply the phase-preserving approximation to the inverse problem,

we  further  consider  a  scenario  of  small-angle  forward  propagation.  In  this  case,  the  phase-preserving

approximation  can  be  linearized  by  neglecting  the  influence  of  scattering  angles,  leading  to  a  linear  relation

between  the  scattered  field  and  the  model  perturbation,  which  we  refer  to  as  the  generalized  Rytov

approximation. Numerical experiments demonstrate that the generalized Rytov approximation can predict the

phase  perturbation  of  the  scattered  field  with  higher  accuracy  for  small-angle  forward  propagation,  and  is

suitable  for  strong  model  perturbations.  The  generalized  Rytov  approximation  extends  the  validity  and  the

scope  of  application  of  the  traditional  Rytov  approximation.  In  specific  application  fields  such  as  the  seismic

traveltime  tomography  or  medical  ultrasonic  transmission  imaging,  a  new  traveltime/phase  sensitivity  kernel

can  be  derived  by  replacing  the  conventional  Rytov  approximation  with  the  proposed  method,  which  can

increase the inversion accuracy and speed up the convergence.

Keywords: wave-equation  linearization,  phase-preserving  approximation,  forward  scattering,  strong

perturbation model
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