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交叉扩散是影响图灵斑图形成和转变的重要因素之一. 本文在反应扩散布鲁塞尔模型中引入交叉扩散

项, 首先对其进行线性分析和弱非线性分析, 然后数值研究了交叉扩散的方向性以及浓度依赖性在图灵斑图

转变过程中的作用. 在单向交叉扩散情况下, 交叉扩散的方向直接决定了斑图转变的次序. 阻滞子向活化子

的交叉扩散会导致系统逐渐远离初级分岔点, 从而引发图灵斑图的正向转变; 与之相反, 活化子向阻滞子的

交叉扩散会导致系统逐渐靠近初级分岔点, 从而引发图灵斑图的反向转变. 对称双向交叉扩散下, 阻滞子向

活化子的交叉扩散效应要强于活化子向阻滞子的交叉扩散. 交叉扩散系数除了与自身浓度相关外, 还与其他

物质浓度相关. 研究发现浓度依赖交叉扩散也会影响图灵斑图的转变方向. 当扩散系数   线性依赖阻滞子

浓度   变化时, 随着浓度线性调节参数   的增大, 引发图灵斑图正向转变; 相反, 当扩散系数   线性依赖活

化子浓度   变化时, 引发图灵斑图的反向转变.
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1   引　言

图灵斑图是均匀定态经历图灵失稳而自发产

生的空间定态图纹, 其广泛存在于生物体、生态系

统、地球化学以及物理化学等领域 [1−4]. 图灵失稳

的机理是扩散所引起的不稳定性 [5], 因此, 扩散是

反应扩散系统图灵斑图形成的关键因素. 以前的研

究大都只考虑自扩散过程 [6−9], 但在实际系统中, 给

定物种的扩散通量也会受到其他物种梯度的影响 [10],

即存在交叉扩散. 例如, 社会系统中的人口统计学 [11],

生态系统中的物种迁移 [12], 物理系统中的静电相

互作用和排除体积效应 [13], 化学系统中的化学波

动力学 [14] 以及粒子运输过程 [15] 等都会导致交叉

扩散效应.

自 Kerner[16] 首次提出交叉扩散以来, 人们逐

渐认识到自扩散与交叉扩散的相互作用可以使反

应扩散系统产生更为丰富的时空斑图动力学 [17−19].

在自扩散作用下, 图灵不稳定性只能由长程抑制和

短程激活来触发, 但引入交叉扩散项解除了这种限

制 [11]. 交叉扩散可以影响反应扩散系统中图灵

不稳定性的形成与消失 [20−22]. Chung和 Peacock-

López[23] 在带有交叉扩散项的自我复制化学模型

中, 分析获得了表征庞加莱-阿德罗诺夫-霍普夫分

岔和图灵分岔参数之间的精确关系. 此外通过改变

交叉扩散系数, 可以实现六边形与条纹斑图之间的
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转变 [11,24,25]. 上述关于交叉扩散的研究中只针对双

向交叉扩散, 尽管从理论结果上双向扩散包含了单

向扩散, 但在实际的复杂系统, 尤其是生命系统以

及生态系统中, 单向交叉扩散更加符合实际情况.

例如, 由于食物链的单向性, 病毒传播过程中健康

人类对患病禽类并没有影响 [26]; 由于季节变化、觅

食以及繁殖等因素引起动物的周期性迁移 [27]. 但

是鲜有研究者单独考虑单向交叉扩散的影响, 且其

单独作用机理尚不清楚. 交叉扩散的方向性对斑图

动力学的影响尚需进一步研究 [28,29].

复杂系统中物质的扩散过程一般来说与物质

浓度密切相关, 因此常扩散系数的反应扩散模型无

法精确描述复杂系统 [30−32]. 研究发现浓度依赖的

扩散系数对斑图形成和选择以及转变有着很大的

影响. Zemskov等 [33] 理论分析了浓度依赖交叉扩

散作用下图灵不稳定性的条件. Li等 [34,35] 研究了

自扩散系统中受局域浓度调控下图灵斑图的形成

机制, 发现控制调控系数可实现六角斑图和条纹斑

图共存并且可以调节二者比例. 通过在图灵系统中

施加一个圆偏振电场, 也可实现六边形与条纹斑图

之间的转化 [36,37]. 在可激发的介质中, 浓度依赖性

扩散可实现自我复制行为到稳定空间结构的转变 [38].

Gambino等 [39] 发现在没有霍普夫和波不稳定性的

反应扩散系统中, 引入交叉扩散项可以产生闪烁六

边形和其他振荡图灵斑图. Mukherjee等 [40] 发现

在浓度依赖交叉扩散项的影响下, 自扩散模型中的

混沌动力学可以被抑制, 从而达到稳态或保持稳

态. 从扩散本质上来讲, 交叉扩散来源于物质之间

的相互作用, 因此一种物质的交叉扩散系数, 除了

与自身浓度相关外, 还应当与其他物质的浓度有

关, 例如生态系统中的植被动力学, 水的浓度可以

诱导植被格局的转变, 促进植被的密度, 可预警荒

漠化 [41]. 到目前为止, 大多数线性依赖浓度的交叉

扩散的研究集中于依赖自身浓度, 但是还缺乏对交

叉扩散依赖另一变量浓度的研究. 针对上述情况,

本文通过在反应扩散系统中引入不同形式的交叉

扩散项, 系统研究了交叉扩散的方向性以及浓度依

赖性在图灵斑图转变过程中的作用. 

2   物理模型

布鲁塞尔 (Brusselator)模型是一种典型的反

应扩散模型, 因其理论分析与实验结果定性吻合,

被广泛用于研究图灵斑图动力学 [42]. 将交叉扩散

引入到该模型中, 在无量纲的情况下, 其形式如下:  

∂u

∂t
= a− (b+ 1)u+ u2v +Du∇2u

+∇(Duv(u, v)∇v),

∂v

∂t
= bu− u2v +Dv∇2v

+∇(Dvu(u, v)∇u),

(1)

u v a b

Du Dv u v

a = 3 b = 9 Du = 3

Dv = 10

Duv Dvu

其中   和   分别为活化子与阻滞子浓度;    和   均

为系统动力学参数;    和   分别为物质   ,    的

自扩散系数. 本文固定参数  ,   ,   ,

以及  , 以确保在无交叉扩散情况下系统未

经历霍普夫分岔, 而经历图灵分岔, 从而确保图灵

斑图的产生.   和  为活化子与阻滞子之间的

交叉扩散系数, 其值可正可负, 且在通常情况下依

赖于两种物质的浓度 [43].

(u0, v0) = (a, b/a)对系统的均匀定态解   进行

线性稳定性分析, 得到线性本征方程:  ∣∣J −Dk2 − λI
∣∣ = 0, (2)

其中 J为雅可比矩阵, D为扩散系数矩阵: 

J =

(
J11 J12

J21 J22

)
=

(
b− 1 a2

−b −a2

)
,

D =

(
Du Duv

Dvu Dv

)
.

λ对线性本征方程进行求解可以得到本征值  , 进而

可以分析系统的分岔类型. 在交叉扩散为常数的情

况下, 图灵分岔满足的条件为 [10]
 

detD = DuDv −DuvDvu > 0, (3a)
 

(Du −Dv)
2 + 4DuvDvu ⩾ 0, (3b)

 

DuJ22 +DvJ11 −DuvJ21 −DvuJ12 > 0, (3c)
 

(DuJ22 +DvJ11 −DuvJ21 −DvuJ12)
2

− 4 detD detJ ⩾ 0. (3d)

由这些不等式共同决定的区域就是图灵斑图所能

形成的参数区域, 即图灵空间.

Duv Dvu

Duv Dvu

Du Dv

图 1给出了  -  平面内的图灵空间分布

情况. 图中每条曲线都对应着不等式所确定区域的

边界. 不等式 (3a)所确定的区域以     的乘

积为边界, 如图 1中点线所示. 当乘积    为正

值时, 该区域在第一和第三象限的两个双曲线内.
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Duv Dvu不等式 (3b)所确定的区域也以    的乘积为

边界, 且其数值应当大于某一负值, 因此该区域位

于第二和第四象限的双曲线内. 不等式 (3c)对应

着一条直线, 将平面分为两个区域, 图灵区域位于

直线下方. 最后, 不等式 (3d)得到一个椭圆, 图灵

区域在椭圆区域之外.

线性稳定性分析只能得到图灵斑图的存在空

间, 但无法确定图灵斑图的类型. 为此本文利用多

重尺度的方法推导出系统经历图灵分岔后二维图

灵斑图的振幅方程, 并据此分析图灵斑图的选择问

题 [44,45]. 由于篇幅限制, 这里只给出主要结果.

(u0, v0)

为方便本文仍然使用原变量, 系统方程 (1)在

平衡点  处的泰勒展开式为
  

∂u

∂t
= (b− 1)u+ a2v +

b

a
u2 + 2auv

+ u2v +DuΔu+DuvΔv,

∂v

∂t
= − bu− a2v − b

a
u2 − 2auv

− u2v +DvuΔu+DvΔv.

(4)

在临界点附近, 方程解的形式可写为
 

c =

(
u

v

)
=

3∑
j=1

(
Au

j

Av
j

)
exp(ikjr) + c.c.

方程 (4)可写为如下形式:
 

∂c

∂t
= Lc+N,

式中 L 为线性算符, N 为非线性算符, 它们分别为
 

L =

(
a11 +Du∆ a12 +Duv∆

a21 +Dvu∆ a22 +Dv∆

)
,

N =


b

a
u2 + 2auv + u2v

− b

a
u2 − 2auv − u2v

 .

b bT

b c ε

选取  为控制参数,   为对应的临界值. 将控

制参量  、变量  与非线性项 N 按小量  展开: 

b− bT = εb1 + ε2b2 + o(ε3),

c =

(
u

v

)
= ε

(
u1

v1

)
+ ε2

(
u2

v2

)
+ o(ε3),

N = ε2N1 + ε3N2 + o(ε4),

其中, 

N1 =


bT
a
u2
1 + 2au1v1

−bT
a
u2
1 − 2au1v1

 ,

N2 =


2bT
a

u1u2 + 2a(u2v1 + u1v2) + u2
1v1

−2bT
a

u1u2 − 2a(u2v1 + u1v2)− u2
1v1

 .

线性算符 L 可分解为 

L = LT + (b− bT)M,

其中, 

LT =

(
bT − 1 +Du∆ a2 +Duv∆

−bT +Dvu∆ −a2 +Dv∆

)
,

M =

(
1 0

−1 0

)
.

利用中心流理论 [44] 推导可得如下振幅方程:  

τ0
∂A1

∂t
= µA1 + hA2A3 −

[
g1|A1|2

+ g2
(
|A2|2 + |A3|2

)]
A1,

τ0
∂A2

∂t
= µA2 + hA1A3 −

[
g1|A2|2

+ g2
(
|A1|2 + |A3|2

)]
A2,

τ0
∂A3

∂t
= µA3 + hA1A2 −

[
g1|A3|2

+ g2
(
|A1|2 + |A2|2

)]
A3,

(5)

µ τ0

µ τ0 h g1 g2

其中,   表示临界值的归一化距离;   表示弛豫时

间. 计算可得方程中系数  ,   ,   ,   ,   的表达

式分别为 

 

10







4

-2

-8
-12 -6 0 6

图灵空间

a = 3 b = 9 Du = 3 Dv = 10图 1      ,   ,   ,   时, 交叉扩散存在

下的图灵空间. 点线、粗实线、细实线和虚线分别对应 (3a)式—

(3d)式

a = 3 b = 9 Du = 3 Dv = 10

Fig. 1. Turing  space  in  the  present  of  cross  diffusion  for

 ,    ,    ,  and    .  Thick  solid  line,

dotted  line,  thin  solid  line,  and  dotted  line  correspond  to

Eqs. (3a)−(3d), respectively.
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µ =
b− bT
bT

, τ0 =
p+ q

bTp(1− q)
, h0 =

H

bTp(1− q)
.

µ h当系统偏离分岔点, 需要考虑   的影响, 将系数  

修正为 [45]
 

h = h0 + αµ, α = 2/a,

g1 =
G1

bTp3(1− q)
, g2 =

G2

bTp3(1− q)
,

p LT

(
p
1

)
= 0 q L+

T

(
1
q

)
= 0

L+
T LT G1 G2 H

其中,   满足  ,   满足  ,

 为  的伴随算子.   ,   和  的表达式可参

见文献 [46].

Aj ρj = |Aj |
ϕj Aj = ρj exp(iϕi)

振幅方程 (5)中的每个解都对应着一种斑图

类型. 振幅系数  可分解为模  及一个相

应的相角   , 将   代入振幅方程并

分离实部和虚部, 可得如下方程:  

τ0
∂ϕ

∂t
= − h

ρ21ρ
2
2 + ρ21ρ

2
3 + ρ22ρ

2
3

ρ1ρ2ρ3
sinϕ,

τ0
∂ρ1
∂t

= µρ1 + hρ2ρ3cosϕ− g1ρ
3
1

− g2(ρ
2
2 + ρ23)ρ1,

τ0
∂ρ2
∂t

= µρ2 + hρ1ρ3cosϕ− g1ρ
3
2

− g2(ρ
2
1 + ρ23)ρ2,

τ0
∂ρ3
∂t

= µρ3 + hρ1ρ2cosϕ− g1ρ
3
3

− g2(ρ
2
1 + ρ22)ρ3,

(6)

ϕ = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3其中,   , 上述系统有下列 4种类型

的解, 分别对应均匀定态、条纹斑图、六边形斑图

以及混合态斑图.

1)定态解 (0): 

ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0,

µ < µ2 = 0 µ > µ2当   时 , 定态解稳定 , 当   时 ,

定态解不稳定.

2)条状斑图 (S): 

ρ1 =
√
µ/g1, ρ2 = ρ3 = 0.

µ = h (µ)
2
g1/(g2 − g1)

2 µ±
s

µ−
s < µ < µ+

s

根据  可得到两个解  .

当    时, 条纹斑图稳定.

(H0,Hπ )3)六边形斑图  : 

ρ1 = ρ2 = ρ3 =
|h| ±

√
(h2 + 4(g1 + 2g2)µ)

2(g1 + 2g2)
.

六边形斑图的类型由振幅方程中的二次项系

h h > 0 H0(ϕ = 0)

h < 0 Hπ (ϕ = π )

µ > µ1 =

−h2

4(g1 + 2g2)

数   决定 . 当   时 , 六边形斑图为   ,

即点状斑图; 当  时, 六边形斑图为  ,

即蜂窝状斑图 . 六边形斑图解只有在  

 时才存在.

µ =
2g1 + g2

(g2 − g1)
2h(µ)

2

µ±
h µ < µ−

h Hπ µ > µ+
h H0

根据方程  可以得到两个解

 : 当  时,   稳定; 当  时,   稳定.

4)混合斑图: 

ρ1 =
|h|

g2 − g1
, ρ2 = ρ3 =

√
µ− g1ρ21
g1 + g2

,

g2 > g1 µ > g1ρ
2
1当  ,   时, 该解存在.

方程 (1)通过商业有限元计算软件Comsol Mu-

ltiphysics进行数值求解. 计算采用 MUMPS求解

器, 使用向后差分法进行时间离散, 时间步长采用

自适应步长, 用 10−4 的相对精度进行控制. 模拟区

域大小为 64×64, 使用自由三角形网格进行空间离

散, 网格最大单元格大小 0.64, 最大单元增长率 1.1.

在均匀定态的基础上附加一个 10%的随机扰动作

为初始条件, 边界处选取无通量边界条件. 系统演

化时间采用 104 无量纲时间 , 系统在演化时间

5000左右后趋于稳定. 

3   模拟结果与讨论

为了系统研究交叉扩散项对图灵斑图转变的

影响, 分别讨论了交叉扩散系数为常数以及线性依

赖浓度时的两种情况. 在常数交叉扩散系数情况

下, 从单向交叉扩散以及双向交叉扩散两个角度分

析了交叉扩散方向性的作用.

Dvu = 0 Duv ̸= 0

Duv

Re(λ)

Re(λ)

Duv µ

Re(λ)

Duv

图 2给出了交叉扩散项  ,   时,

阻滞子向活化子的交叉扩散对图灵斑图的影响. 其

中图 2(a)为不同交叉扩散系数  下的色散关系

曲线, 曲线为特征值的实部   , 代表了图灵模

的线性增长率,   越大, 图灵模式增长越快. 随

着扩散系数  的增大, 临界值的归一化距离  不

断增大, 图灵模波数及其对应的   逐渐增大,

系统逐渐远离初级分岔点. 偏离分岔点的程度是模

式选择过程中的一个重要因素. 随着系统偏离图灵

分岔点的程度逐渐增大, 系统经历均匀态→蜂窝六

边形→条纹→点状六边形的转变 [42,45,47], 定义上述

转变次序为正向转变, 反之则为反向转变. 图 2(b)—

(d)给出了交叉扩散项  作用下条纹斑图向点状
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Duv = 0

µ µ−
h < µ = 0.2882 <

µ+
h

Duv

Duv = 2 µ µ+
h = 0.5434 < µ = 0.5459 <

µ+
s = 1.2678

µ µ+
h

Duv = 4.5

µ µ µ+
h < µ =

0.8679 < µ+
s µ+

s

六边形斑图转变的过程. 当交叉扩散项  时,

即自扩散情况下 , 此时   满足  

 , 系统产生图 2(b)所示的条纹斑图. 在单向交

叉扩散项   的作用下, 系统逐渐远离图灵分岔

点,   时,   满足 

 , 系统处于条纹与点状六边形同时存

在的双稳区域, 因此系统表现出条纹与点状六边形

混合斑图 (图 2(c)), 由于  更接近  , 因此条纹斑

图优于点状六边形斑图. 当   时, 临界值

的归一化距离   继续增大, 此时   满足  

 , 且靠近  , 系统转变为图 2(d)所示

的点状六边形斑图. 图 2结果表明, 阻滞子向活化

子的交叉扩散会导致系统逐渐远离初级分岔点, 从

而引发图灵斑图的正向转变, 且数值模拟结果与理

论分析相符.

Duv = 0 Dvu ̸= 0

Dvu

Dvu

µ Re(λ)

图 3研究了交叉扩散项  ,   时,

活化子向阻滞子的交叉扩散对图灵斑图转变的影

响. 图 3(a)为不同交叉扩散系数   下的色散关

系曲线, 随着扩散系数  的增大, 临界值的归一

化距离  不断减小, 图灵模波数及其对应的 

逐渐减小, 系统逐渐靠近图灵分岔点并最终低于图

灵分岔点 . 图 3(b)—(d)为在单向交叉扩散系数

Dvu

Dvu = 0.5

µ µ−
h < µ = 0.2103 < µ+

h

Dvu

µ µ−
s = 0.0665 < µ = 0.0796 <

µ−
h = 0.1871

µ µ−
s

Dvu = 3

Re(λ)

 作用下, 系统从条纹经历蜂窝六边形最终稳定

成均匀态的转变过程. 相较于自扩散的情况, 当交

叉扩散系数  时, 系统相对靠近图灵岔点,

 略微减小 , 但仍满足   , 因

此系统表现为图 3(b)所示的条纹斑图. 随着  

增大到 1.5, 此时  满足 

 , 系统处于蜂窝状六边形与条纹同时

存在的双稳区域, 但由于  更接近  , 因此系统表

现出图 3(c)所示的蜂窝状六边形斑图. 当 

时, 由于超出了图 1中图灵空间的参数范围, 此时

特征值的实部  低于图灵分岔点, 系统逐渐稳

定成均匀态 (图 3(d)). 图 3结果表明, 活化子向阻

滞子的交叉扩散会导致系统逐渐靠近初级分岔点,

从而引发图灵斑图的反向转变, 且数值模拟结果与

理论分析相符.

Duv = Dvu

Duv = Dvu = 1

图 4为对称双向交叉扩散 (  )对图

灵斑图的影响, 改变对称交叉扩散系数会影响图灵

斑图的参数区域, 导致其发生转变. 其中图 4(a)

为不同双向交叉扩散系数下的色散曲线, 随着双向

交叉扩散系数的增大, 系统逐渐远离图灵分岔点.

当双向交叉扩散系数  时, 活化子与

阻滞子之间的交叉扩散效应较小, 此时系统偏离图
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4(a)




0

-2

-4
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




































(b) (c) (d)

Duv Duv = 0 Duv = 2

Duv = 4.5

图 2    单向交叉扩散  引发的图灵斑图转变　(a)色散曲线; (b)条纹斑图,   ; (c)点状六边形与条纹混合斑图,   ;

(d)点状六边形斑图,  

Duv Duv = 0

Duv = 2 Duv = 4.5

Fig. 2. Turing pattern transition induced by one-way cross diffusion term   : (a) Dispersion curves; (b) stripe pattern,   ;

(c) mixed pattern with stripes and spots,   ; (d) hexagonal spot pattern,   .
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µ µ−
h < µ = 0.2642 < µ+

h

灵分岔点的程度与自扩散时系统偏离图灵分岔点

的程度相当,    满足   , 因此

系统仍然表现为条纹斑图, 如图 4(b)所示, 在对称

双向交叉扩散情况下数值模拟结果也与理论分析

 

(a)





0

-2

0 0.5 1.0

=0.5 =1.5 =3.0


















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















(b) (c) (d)

Dvu Dvu = 0.5 Dvu = 1.5

Dvu = 3

图 3    单向交叉扩散   引发的图灵斑图转变　(a)色散曲线 ; (b)条纹斑图 ,   ; (c)蜂窝状六边形斑图 ,   ;

(d)均匀态,  

Dvu

Dvu = 0.5 Dvu = 1.5 Dvu = 3

Fig. 3. Turing  pattern  transition  induced  by  one-way  cross  diffusion  term    :  (a)  Dispersion  curves;  (b)  stripe  pattern,

 ; (c) honeycomb hexagonal pattern,   ; (d) uniform state,   .
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Duv = Dvu = 1

Duv = Dvu = 3 Duv = Dvu = 5

图 4    对称双向交叉扩散作用下图灵斑图的转变过程　(a)色散曲线; (b)条纹斑图,   ; (c)蜂窝状六边形与条状

混合斑图,   ; (d)多模混合斑图,  

Duv = Dvu = 1 Duv = Dvu = 3

Duv = Dvu = 5

Fig. 4. Turing  pattern  transition  induced  by  symmetrical  two-way  cross-diffusion:  (a)  Dispersion  curves;  (b)  stripe  pattern,

 ;  (c)  mixed  pattern  with  honeycomb  hexagons  and  stripes,    ;  (d)  multimode  mixed  pattern,

 .
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µ

g < 0

Dvu = 0

Duv µ µ > µ+
s

相符. 随着对称双向交叉扩散系数的增大,   逐渐

增大, 此时  , 系统发生次临界分岔, 在次临界

区域, 通过弱非线性分析得到三次 Stuart-Landau

规范性振幅方程不再适用, 须将弱非线性展开式提

高至五次, 暂不予研究. 但从色散关系曲线可知,

此时系统相对远离初级图灵分岔点, 因此产生如

图 4(c)所示的蜂窝状六边形与条纹混合斑图. 当

对称双向交叉扩散系数增大到 5时, 此时失稳图灵

模式的区域增大, 最危险图灵模式增强, 且其波数

增大, 因此系统表现为多模混合斑图如图 4(d)所

示. 另外, 当交叉扩散系数  时, 增大扩散系

数  ,   满足  , 系统将会一直呈现出点状

六边形斑图, 数值模拟结果以及理论分析均表明:

在单向交叉扩散情况下, 当阻滞子向活化子的交叉

扩散效果足够强时, 不会出现多模混合斑图. 图 4

结果表明, 在对称双向交叉扩散作用下, 阻滞子向

活化子的交叉扩散效应要强于活化子向阻滞子的

交叉扩散.

Duv ̸= Dvu

Duv = 1

Dvu Dvu ≈ 1.1

Dvu

图 5给出了非对称双向交叉扩散 (  )

对图灵斑图转变的影响. 图 5(a)为非对称双向交

叉扩散作用下的色散曲线, 固定   , 逐渐增

大   , 当交叉扩散系数   时, 与系统自

扩散下的色散曲线基本一致, 当   > 1.1时, 系

Dvu = 0 µ µ−
h < µ = 0.4171 < µ+

h

Dvu = 2.5

Dvu

Re(λ)

统逐渐靠近图灵分岔点并最终低于图灵分岔点.

图 5(b)—(d)给出了非对称双向交叉扩散下, 斑图

从条纹经历蜂窝状六边形向均匀态方向转变的过

程 . 当   时 ,    满足   ,

此时只有阻滞子向活化子的交叉扩散作用在系统

上, 会导致系统相对远离初级分岔点, 产生条纹斑

图如图 5(b). 但当   时, 活化子向阻滞子

的交叉扩散效应要强于阻滞子向活化子的交叉扩

散, 因此系统相对靠近初级分岔点, 呈现出如图 5(c)

所示的蜂窝状六边形斑图. 当交叉扩散系数  增

大到 5时, 特征值的实部   低于图灵分岔点,

最终得到均匀态如图 5(d). 图 5结果表明, 在非对

称双向交叉扩散作用下, 图灵斑图的转变方向与交

叉扩散系数的强度相关, 若阻滞子向活化子的交叉

扩散效应较强, 则系统远离图灵分岔点发生正向转

变, 与之相反, 则系统靠近图灵分岔点发生反向转变.

Dij = (1 + βj)D0

在生物系统中, 化学物质通过细胞运输时受

到局域化学物质浓度的影响 [38]. 物质的扩散不仅

依赖于自身的浓度, 而且还依赖于其他物质的浓

度, 例如物种迁移, 植被格局, 多孔介质中的传质

过程等 [21]. 因此引入线性依赖浓度的交叉扩散系

数     , 进一步研究依赖其他变量

的扩散系数对系统斑图形成以及斑图选择的影响.
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图  5    非对称交叉扩散项下图灵斑图的转变过程 ,   　(a)色散曲线 ; (b)条纹斑图 ,   ; (c)蜂窝状六边形斑图 ,

 ; (d)均匀态,  

Duv = 1

Dvu = 0 Dvu = 2.5 Dvu = 5

Fig. 5. Turing pattern transition induced by asymmetrical  two-way cross-diffusion at    :  (a)  Dispersion curves;  (b)  stripe

pattern,   ; (c) honeycomb hexagonal pattern,   ; (d) uniform state,   .
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i u v j

β

D0

Duv

Dvu

其中   代表活化子   或阻滞子   的浓度,    代表两

者中另一变量的浓度,    是浓度依赖的调节参数,

而  为恒定的扩散系数. 本文从两个角度分别进

行研究: 1)活化子的交叉扩散系数   线性依赖

于阻滞子浓度; 2)阻滞子的交叉扩散系数   线

性依赖于活化子浓度.

Dvu = 2 Duv

β β < −0.48

β = −0.6

−0.48 < β < −0.31

β

β = −0.4 µ µ1 < µ = −0.0215 <

µ2

β g < 0

−0.31 < β < −0.15

β > −0.15

0.5 < β < 1.4

图 6为交叉扩散系数  ,   取不同调

节参数   时斑图的转变过程. 当   时, 系

统低于图灵分岔点, 因此当  时, 呈现出均

匀态, 如图 6(a)所示. 当  时, 随

着参数  的增大, 图灵模本征值增大, 系统高于图灵

分岔点, 当  时,   满足 

 , 因此系统表现为蜂窝状六边形 (图 6(b)). 继续

增大  ,   , 系统发生次临界分岔, 三阶的振幅

方程不再适用. 当  时, 系统呈现

出图 6(c)所示的蜂窝状六边形与条纹混合斑图.

当  时, 系统与自扩散时偏离初级分岔点

的程度相当, 因此表现为条纹斑图如图 6(d). 当

 时, 系统远离图灵分岔点, 呈现图 6(e)

所示的点状六边形与条纹混合斑图, 随着调节参数

β > 1.4

β

Duv v β

的增大, 点状六边形的比例逐渐增大. 当  

时, 阻滞子向活化子的交叉扩散效应远强于活化子

向阻滞子的交叉扩散, 系统表现为图 6(f)所示的点

状六边形斑图, 并且随着  的增大, 点状六边形的

波长减小. 图 6结果表明, 当活化子的交叉扩散系

数   线性依赖阻滞子浓度   时, 随着   的增大,

系统逐渐远离图灵分岔点, 从而引发图灵斑图的正

向转变.

Duv = 2 Dvu

β β < −0.25

β = −0.3

−0.25 <

β < −0.2

β

β > −0.2 Dvu Duv

0.05 < β < 0.1

图 7为交叉扩散系数  ,   取不同调节

参数   时引起图灵斑图转变的过程. 当  

时, 系统偏离初级分岔点最远, 图 7(a)为 

时, 此时系统表现为点状六边形斑图. 当  

 时, 此时系统处于六边形向条纹的过渡

区, 因此呈现出点状六边形与条纹混合斑图, 如

图 7(b)所示. 随着  的增大, 系统相对靠近图灵分

岔点, 当  时, 交叉扩散项  与  对系

统的作用相当, 因此表现为自扩散时的斑图类型,

即图 7(c)所示的条纹斑图 . 当   时 ,

此时系统处于条纹向六边形的过渡区, 因此呈现

出蜂窝状六边形与条纹混合斑图, 如图 7(d)所示.
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Duv = D0(1 + βv) D0 = 2 Dvu = 2 β = −0.6

β = −0.4 β = −0.2 β = 0 β = 0.8

β = 1.5

图 6    浓度依赖交叉扩散   引起图灵斑图的转变 ,   ,   　(a) 均匀态 ,   ; (b) 蜂窝六边

形斑图,   ; (c) 蜂窝六边形与条纹混合斑图,   ; (d) 条纹斑图,   ; (e) 条纹与点状混合斑图,   ; (f) 点状

六边形斑图,  

Duv = D0(1 + βv)

D0 = 2 Dvu = 2 β = −0.6 β = −0.4

β = −0.2 β = 0 β = 0.8

β = 1.5

Fig. 6. Turing  pattern  transition  induced  by  cross-diffusion  coefficient  with  concentration-dependence  (  ),

 ,    :  (a) Uniform state,    ;  (b) honeycomb hexagonal pattern,    ; (c) mixed pattern with honey-

comb hexagons and stripes,   ; (d) stripe pattern,   ; (e) mixed pattern with stripes and spots,   ; (f) hexagonal

spot pattern,   .
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0.1 < β < 0.6

β > 0.6

Dvu

u β

当  时, 系统继续靠近初级分岔点呈现

出图 7(e)所示的蜂窝状六边形. 当   时, 活

化子向阻滞子的交叉扩散作用使系统低于图灵分

岔点, 因此系统稳定成如图 7(f)所示的均匀态. 图 7

结果表明, 当阻滞子的交叉扩散系数  线性依赖

活化子浓度  时, 随着  的增大, 系统逐渐靠近并

最终低于图灵分岔点, 从而引发图灵斑图的反向转

变. 浓度依赖性交叉扩散会影响图灵斑图的转变方

向, 因此, 研究浓度依赖性交叉扩散可预防荒漠化,

对物种生存与灭绝等问题具有重要指导意义. 另

外, 本文进一步研究了交叉扩散系数依赖自身变量

以及同时依赖两个变量的情况, 结果表明相较于交

叉扩散系数依赖另一个变量的情况, 依赖自身变量

时仅增大了图灵斑图的参数范围, 而同时依赖两个

变量时仅减小图灵斑图的参数范围, 对斑图其他性

质没有明显影响. 

4   结　论

本文通过在布鲁塞尔反应扩散系统中引入不

同形式的交叉扩散系数, 系统研究了交叉扩散的方

Duv

v β

向性以及浓度依赖性对图灵斑图演化过程的影响.

在图灵分岔点附近进行弱非线性稳定性分析, 得到

了系统的振幅方程, 给出了不同类型斑图的存在条

件, 并利用数值模拟对理论分析进行了验证, 模拟

结果与理论一致. 结果表明, 单向交叉扩散即可引

起图灵斑图的转变, 且交叉扩散的方向直接决定了

斑图转变的次序. 随着阻滞子向活化子交叉扩散强

度的增大, 系统会逐渐远离初级分岔点, 从而引发

图灵斑图向点状六边形斑图的正向转变. 反之, 随

着活化子向阻滞子交叉扩散强度的增大, 系统会逐

渐靠近图灵分岔点, 引发图灵斑图向均匀态的反向

转变. 对称双向交叉扩散作用下, 随着交叉扩散系

数的增大系统发生反向转变, 表明阻滞子向活化子

的交叉扩散效应要强于活化子向阻滞子的交叉扩

散. 非对称双向交叉扩散作用下, 图灵斑图的转变

方向与交叉扩散系数的强度相关, 若阻滞子向活化

子的交叉扩散效应较强则系统远离图灵分岔点发

生正向转变, 与之相反, 则系统靠近图灵分岔点发

生反向转变. 当活化子的交叉扩散系数  线性依

赖阻滞子浓度   时, 随着调节参数   的增大, 引发
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Dvu = D0(1 + βu) D0 = 2 Duv = 2 β = −0.30

β = −0.22 β = 0 β = 0.08

β = 0.20 β = 0.80

图 7    浓度依赖交叉扩散  引起图灵斑图的转变,   ,   　(a) 点状六边形斑图,   ; (b) 条

纹与点状六边形混合斑图,   ; (c) 条纹斑图,   ; (d) 蜂窝状六边形与条纹混合斑图,   ; (e) 蜂窝状六边形斑

图,   ; (f) 均匀态,  

Dvu = D0(1 + βu)

D0 = 2 Duv = 2 β = −0.30 β = −0.22

β = 0 β = 0.08 β = 0.20

β = 0.80

Fig. 7. Turing  pattern  transition  induced  by  cross-diffusion  coefficient  with  concentration-dependence  (  ),

 ,   : (a) Hexagonal spot pattern,   ; (b) mixed pattern with stripes and spots,   ; (c) stripe pat-

tern,    ;  (d)  mixed pattern  with  honeycomb hexagons  and stripes,    ;  (e)  honeycomb hexagonal  pattern,    ;

(f) uniform state,   .
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Dvu u

图灵斑图正向转变; 相反, 当阻滞子的交叉扩散系

数  线性依赖活化子浓度  时, 引发图灵斑图的

反向转变. 以上研究结果揭示了交叉扩散的方向性

和浓度依赖性影响图灵斑图转变方向的机制, 对研

究交叉扩散对复杂非线性系统中植被格局、粒子运

输、材料生长等其他斑图的产生机制及类型选择具

有重要借鉴意义.
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Abstract

Duv

β Dvu

Cross-diffusion  is  one  of  the  most  important  factors  affecting  the  formation  and  transition  of  Turing

patterns  in  reaction  diffusion  systems.  In  this  paper,  cross-diffusion  is  introduced  into  a  reaction  diffusion

Brusselator  model  to  investigate  the  effects  of  the  directivity  and  density-dependence  of  cross-diffusion  on

Turing pattern transition. Turing space is obtained by the standard linear stability analysis, and the amplitude

equations are derived based on weakly nonlinear method, by which Turing pattern selection can be determined

theoretically.  It  is  found  that  the  degree  of  deviation  from  the  primary  Turing  bifurcation  point  plays  an

important role in determining the process of pattern selection in the Turing region. As the deviation from onset

is increased, the system exhibits a series of pattern transitions from homogenous state to honeycomb hexagonal

pattern,  to  stripe  pattern,  and  then  to  hexagonal  spot  pattern.  In  the  case  of  one-way  cross-diffusion,  the

direction  of  cross-diffusion  determines  the  order  of  Turing  pattern  transition.  The  cross-diffusion  from  the

inhibitor  to  the  activator  enhances  the  Turing  mode  and  drives  the  system  far  away  from  the  primary

bifurcation  point,  resulting  in  the  forward  order  of  Turing  pattern  transition.  On  the  contrary,  the  cross-

diffusion from the activator to the inhibitor suppresses the Turing mode and forces the pattern transition in a

reverse  order.  In  the  case  of  two-way cross-diffusion,  the  cross-diffusion effect  from inhibitors  to  activators  is

stronger  than  that  from  activators  to  inhibitors  with  the  same  diffusion  coefficient.  Essentially,  the  cross-

diffusion coefficient is dependent on not only the local concentration of species itself, but also the concentrations

of other species due to their interaction. It is found that concentration dependent cross diffusion also affects the

transformation  direction  of  Turing  pattern.  When  the  diffusion  coefficient      is  linearly  dependent  on  the

concentration of retarders, the positive transformation of the Turing pattern is induced with the increase of the

concentration linear adjustment parameter    .  On the contrary, when the diffusion coefficient      is linearly

dependent on the concentration of active particles, the reverse transformation of the Turing pattern is induced.

The numerical simulation results are consistent with the theoretical analysis.

Keywords: turing mechanism, pattern transition, cross-diffusion, directivity, density-dependent
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