
 

不对称双势阱中玻色-爱因斯坦凝聚体的动力学
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研究了玻色-爱因斯坦凝聚体在不对称双势阱中, 随着两势阱局域基态能量差和非线性相互作用的变化

而表现出的动力学特性. 对双模理论的解析分析可以发现, 在无相互作用情况下, 当双势阱能量差比较大时,

凝聚体会主要聚集在初始分布较多的势阱中, 而和高低势阱的位置无关. 数值计算表明, 当相互作用存在且

逐渐增大时, 凝聚体的分布呈现出不同的变化. 当初始分布聚集在一个势阱时, 会呈现出先加强聚集, 然后促

进隧穿, 最后又重新导致聚集的现象. 同时, 通过对相图的分析, 利用等效势概念为这些现象的出现给出了合

理的解释. 为了验证上述现象, 还对 Gross-Pitaevskii方程进行了直接数值模拟, 结果和上述采用双模理论得

到的结论一致.
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 1   引　言

玻色-爱因斯坦凝聚 (BEC)在碱金属原子气

体中的实验验证 [1−3] 为物理学各个领域的研究提

供了理想的平台, 其中在宏观尺度观察量子现象就

是重要的一个方面. 实验中, 两个自由膨胀的 BEC

自由演化可以实现物质波的干涉现象 [4], 体现出宏

观量子相干特性. 这一点也可以在双势阱中凝聚体

的约瑟夫森 (Josephson)效应中得到显现. 理论研

究 BEC的相干特性需要从多体玻色系统的薛定谔

方程出发. 由于相互作用的存在, 往往利用平均场

的理论进行研究, 由此便得到了 Gross-Pitaevskii

(GP)方程 [5,6]. 通常, GP方程描述了绝对零度下

囚禁于外势中凝聚体的动力学. 然而, 由于非线性

项的存在, 很难求得 GP方程的精确解. 在微小振

荡的情况下 , 集体激发可以用基于 GP方程的

Bogoliubov-de  Gennes  (BdG)方程 [7,8] 或流体力

学方法进行求解.

Josephson效应是在超导电路中发现的一个宏

观量子现象 [9], 反映了电子对的相干隧穿. 约束于

双势阱中的 BEC也显示出同样的特征, 从而构成

了玻色约瑟夫森结 [10−12]. 由于双势阱的特点, 此类

系统可以用双模理论来描述, 其中两个模式可以选

择为左右势阱的局域基态 . 关于对称双势阱下

BEC研究给出了玻色 Josephson效应的理论解释,

同时发现了一种宏观量子自陷 (self-trap)效应 [10−12].

实验研究也对理论结果给出了很好的验证 [13,14]. 之

后, 关于玻色系统 Josephson效应的研究在理论[15−34]

和实验 [35−37] 两方面都有很多成果. 双模理论的局

限性和适用性经过了仔细的探讨和调查 [17−21]. 隧

穿和自陷现象的本质在量子纠缠的框架内得到解释[22].

凝聚体原子相互作用为吸引相互作用的情况下, 同

样可以产生约瑟夫森隧穿和自陷现象 [23]. 而存在

自旋耦合作用的玻色凝聚体在双势阱的动力学, 包

括自陷现象也得到研究 [24−26]. 另外, 存在偶极-偶

极相互作用的玻色凝聚体在双势阱的动力学也得

到了研究 [32,33].
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双模理论不仅可以适用于对称双势阱, 也可以

描述不对称势阱下 BEC的动力学 [38−43], 并且同样

可以观察到 Josephson效应和宏观量子自陷现象.

由于不对称性会导致两个势阱局域基态的能量不

同, 从而引起凝聚体动力学性质的改变, 应该出现

比对称双势阱下 BEC更为丰富的现象. 但是, 关

于不对称双势阱中凝聚态动力学的研究还没有达

到对称情况的充分程度. 本文以双模理论为主, 结

合数值模拟, 对这一问题开展研究. 发现即使在不

考虑相互作用的情况, 两势阱的能量差也会导致凝

聚体的集中分布, 而且这个现象和两势阱能量高低

的设置无关, 只和初始条件有关. 更重要的是, 非

线性相互作用的改变也会导致动力学呈现出复杂

的变化 , 既可以通过加强凝聚体的隧穿而促进

BEC在不对称势阱的分布对称性, 又可以增强凝

聚体的聚集和自陷效应.

 2   双模理论

根据平均场理论, 描述 BEC在零温动力学的

GP方程是 

iℏ
∂

∂t
ψ (r, t) =

− ℏ2

2m
∇2ψ (r, t) + [V (r) + g|ψ (r, t)|2]ψ (r, t) , (1)

ψ (r, t) V (r)

m g = 4πℏ2a/m a

s ℏ
V (r)

其中   是凝聚体的波函数,    是外部势阱,

 是原子的质量,   为相互作用常数,  

为原子的  波散射长度,   为约化普朗克常数, r 为

位移, t 为时间, i为虚数单位. 如果  是双势阱

外势, 则可以假设: 

ψ (r, t) = a1 (t)ϕ1 (r) + a2 (t)ϕ2 (r) , (2)

ϕ1 (r) ϕ2 (r)其中  ,   是左右势阱的局域基态, 满足正

交归一条件:  ∫
ϕ1(r)ϕ2(r)dr = 0,

∫
|ϕi(r)|2dr = 1, i=1, 2,

 

a1 =
√
N1eiθ1(t), a2 =

√
N2eiθ2(t).

这里, N1 和 N2 是左右势阱中的粒子数, q1(t)和 q2(t)

是左右势阱中凝聚体的相位.

把函数 (2)式代入方程 (1)可得  
iℏ
∂

∂t
a1 (t) =

(
E0

1 + U1N1

)
a1 (t)−Ka2 (t) ,

iℏ
∂

∂t
a2 (t) =

(
E0

2 + U2N2

)
a2 (t)−Ka1 (t) ,

(3)

其中, 不同势阱中的单粒子基态能, 凝聚体相互作

用能和在两个势阱之间的耦合强度分别为 

E0
i =

∫
ℏ2

2m
|∇ϕi (r) |2 + ϕ2iV dr,

 

Ui = g

∫
ϕ4i dr,

 

K = −
∫ { ℏ2

2m
[∇ϕ1 (r)∇ϕ2 (r)] + ϕ1V ϕ2dr

}
.

2Kt→ t z =
N1 −N2

N
θ = θ1−

θ2

令   , 假设粒子数差   ,   

 , 代入 (3)式得到:  
ż = −

√
1− z2sin (θ) ,

θ̇ = λz + γ +
z√

1− z2
cos (θ) ,

(4)

其中, 

λ =
(U1 + U2)N

4K
,

 

γ =
E0

1 − E0
2

2K
+

(U1 − U2)N

4K
.

λ γ

U1 =

U2

这里,    表示相互作用强度;    表示左右两边势阱

的基态能量差和相互作用能之差, 考虑近似  

 , 则其代表两个势阱的基态能量差. 由方程 (4)

可以得到系统哈密顿量: 

H =
λz2

2
+ γz −

√
1− z2cos (θ) . (5)

θ (0) = 0

λ = 0

以初始相对相位  为例, 来介绍研究所

得到的结果. 首先, 考虑没有相互作用的情况, 即

 , 此时方程 (3)可以解析求解, 结果如下: 

  

|a1 (t)|2 = a1 (0)
2
+

[
a2 (0)

2 − a1 (0)
2
]
− 2a1 (0) a2 (0) γ

(γ2 + 1)
sin2

(√
4K2 (γ2 + 1)

2

)
t,

|a2 (t)|2 = a2 (0)
2 −

[
a2 (0)

2 − a1 (0)
2
]
− 2a1 (0) a2 (0) γ

(γ2 + 1)
sin2

(√
4K2 (γ2 + 1)

2

)
t,

(6)
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a1 (0) a2 (0) |a1 (t)|2 |a2 (t)|2

2
√
γ2 +K2

其中   和   是初始值.    和   的

振荡频率为  . 粒子数差的表达形式为
 

z (t) = |a1 (t)|2 − |a2 (t)|2 = z̄ (t) +Acos (ωt) , (7)
 

z̄ (t) = z (0) +A,

ω A K = 1其中,   为振荡频率,   为振荡幅度. 若令  , 则 

γ =
(
E0

1 − E0
2

)
/2, ω = 2

√
γ2 + 1,

 

A =
−γ
√
1− z (0)

2 − z (0)

γ2 + 1
.

γ = −z (0) /
√
1− z (0)

2分析振荡幅度 A 发现 , 当  

时, A = 0, 这个时候凝聚体达到不对称势阱的平

衡态, 不发生振荡.

γ = −5

图 1给出了方程 (7)的图像, 除了平衡点, 不

管能量差是多少, 都会引起凝聚体在两个势阱之间

的隧穿和振荡, 但在能量差变化过程中, 呈现出丰

富的现象. 由于初始值设定是左侧势阱中粒子占据

数较多, 当左侧能级低于右侧能级且值比较大, 如

 , 占据数差的振荡幅度较小, 其平均值也大

于初始值, 这意味着在演化过程中, 大部分凝聚粒

子都停留在左侧势阱, 只有部分粒子在两个势阱之

间隧穿. 这一点类似于对称双势阱由于相互作用所

导致的自陷现象 [10−12], 但这是由于不对称外势造

成, 称为聚集现象. 当能量差绝对值逐渐减小, 如

图 1(b)—(e)所示, 振幅存在先增长、后减小, 然后

再增加的转变. 但大部分情况下, 凝聚体都聚集在

能级低的左侧势阱, 只有当能量差接近于零, 才会

有更多的粒子隧穿到右侧势阱. 当势阱能量差为

零 (见图 1(e)), 凝聚体实现对称振荡. 而当势阱能

量差变为正数而数值较小, 即左侧势阱能级略高于

右侧后, 粒子向右侧势阱隧穿的趋势增强, 甚至可

以实现完全隧穿 (见图 1(f)). 但是当能量差进一步

增加, 出现了新奇的现象, 即凝聚体振荡振幅逐渐

减小, 并且重新向左侧倾斜, 最终又在左侧势阱聚

集. 这说明聚集的出现主要由初始条件决定, 而和

势阱高低的位置设定无关.

在图 2中, 振幅变化以能量差的函数形式得到

描画, 可以看到和在图 1中的观察一致. 根据初始

条件可分为两个区域, (Ⅰ)是聚集区, (Ⅱ)是隧穿

区. 振幅经历了增加→减小→增加→减小的过程.

值得注意的是在振幅减小再增加过程中, 其中转变

点为一个稳定点, 即振荡幅度为零.

 3   相互作用下 BEC的动力学性质

 3.1    不对称双势阱下非线性项对凝聚体
动力学的影响

γ

实验中凝聚体原子之间的相互作用不可忽略,

但是此时方程 (4)很难得到解析解. 通过数值计算,

分别得到了不同   值下占据数差的振幅随着能量
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γ z (0) = 0.6Fig. 1. Population imbalance versus time at different    without interactions at   .
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λ = 40

z (0)

z (0) =

0.6

差变化而发生的改变, 并将其和无相互作用情况一

起呈现在图 2中. 可以看到, 虽然相互作用的引入

使振荡具有约瑟夫森振荡的特征 [10−12], 但相互作

用的引入没有改变上述各个转变的基本趋势. 随着

相互作用的增加, 振幅同样经历了增加→减少→增

加→减少的过程, 但是变化出现的能量差范围逐渐

增大, 且向能量差负值区域偏移. 更为重要的是,

当相互作用足够大时, 如  , 虽然振幅依然经

历了上述过程, 但是凝聚体始终处于聚集状态. 另

外, 也考虑和计算了初始值   取不同值的情况

下, 当两势阱能量差发生变化时, 占据数差随时间

的振动动力学变化. 结果表明, 在上述初值为 

 情况下, 观察到的现象也都出现在取其他初值

的计算中, 占据数差的振幅依然经历先增加、减

少、再增加、最后再减少的变化过程.

z (0) = 0.6

λ

λ = 0 λ

λ

λ

λ

同时, 为了进一步判定相互作用的影响, 计算

了在给定能量差, 且初态为   的情况下,

改变非线性相互作用   所导致的占据数差随时间

的演化, 如图 3所示. 当  , 出现聚集现象. 当 

逐渐增加, 振幅同样经历了增加→减小→增加→减

小的过程. 在第一个增加过程中, 振动的平均值也

增大了, 这就意味着相互作用增强了聚集, 如同对

称势阱中所发挥的作用, 因此, 此时动力学也包含

自陷成分. 但是在之后的振幅减小过程和增加过程

中, 平均值逐渐靠近零值, 表明相互作用破坏了聚

集效应, 起到了将不对称双势阱向对称性势阱转变

的作用, 导致左侧势阱中的粒子更多向右侧隧穿.

并且在  取一定值的时候, 在部分时段实现粒子数

分布的反转, 即大部分粒子占据了右侧势阱, 但是

和能量差不同的是, 发生反转的时间区段在振荡周

期中所占较小. 换句话说, 非线性作用不能使势阱

的不对称性完全消除. 事实上, 当  继续增大时, 这

种消除效应随之消失, 聚集效应再次出现, 并在  

变得更大时得到加强.

图 4给出了不同能量差情况下, 占据数差随时

间振动的振幅和相互作用的关系, 其总体变化趋势

和能量差的影响类似, 而且也存在一个特定的值
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γ = −5 λ = 7

γ = −0.75

γ = −5时, λ = 23.59

γ = −15

γ

γ = −2

γ = 0

(如  时,   )使得系统处于平衡点, 和图 2

中存在特定值 (无相互作用下  )一样. 另

外, 还存在特定值 (如   ), 系统

发生明显的跃变, 这个时候凝聚体从约瑟夫森振荡

突然转变为聚集, 这和由能量差所导致的连续变化

存在较大的不同. 值得注意的是, 当能量差足够大

时, 如  , 则不论相互作用取多大, 凝聚体都

处于聚集状态. 此外, 随着初始能量差  的改变, 尽

管动力学总体变化趋势不发生改变, 但是凝聚体经

历的阶段会发生变化. 如图 4所示, 当  , 占

据数振荡振幅经历的过程为先减小, 再增加, 最后

减少, 第一阶段的增加过程消失了. 随着势阱能量

差的大小进一步减小, 凝聚体所经历的动力学过程

也变得更少. 当  , 即势阱为对称势阱的, 占据

数振幅只经历一个变化, 由常数跃变而减小, 符合

之前的研究 [11,12]. 另外还需要指出的是, 两势阱能

量差是从负值变化到正值, 而相互作用只在大于零

的范围内变化.

 3.2    相　图

γ λ

A→ B

C → D

E → G

F

⟨z (t)⟩ = 0 ⟨z (t)⟩
H → J

为了对上述结果进行理解, 可以从方程 (4)的

相图出发进行分析. 图 5给出了在相同的初始条件

下, 当能量差  和相互作用  分别变化所导致的结

果. 由图 5(a)中可以明显观察到, 随着能量差增

加, 动力学从 A 变化到 J 的 4个阶段. 第一阶段, 当

能量差为负且绝对值较大时, 粒子数差平均值大于

初始值, 这意味着聚集的出现. 而且随着能量差的

增加, 从   , 平均值继续靠近 1, 聚集得到加

强. 第二阶段, 从曲线  , 占据数差振幅减少,

平均值靠近初始值. 第三阶段,    , 平均值变

为小于初值, 同时振幅增加, 这说明隧穿得到增强.

其中在曲线   , 左右两边势阱凝聚粒子隧穿相同,

平均值  , 之后  变为负值, 表明右势阱

占据更多. 第四阶段,   , 当能量差再增加, 振

幅再次减小, 同时平均值又跨过平衡点回到左侧,

就意味着更多的粒子留在左侧势阱而产生了聚集.

λ图 5(b)为不同   的能量轨迹, 同样可以看到

和上述情况类似的 4个阶段, 但是动力学图像和轨

迹特征有所不同. 第三阶段到第四阶段的过渡也很

不相同, 图 5(a)中粒子几乎全部隧穿到右势阱, 但

在图 5(b)中, 主要还是聚集在左势阱, 说明了相互

作用在此时虽然导致了隧穿的增强, 但是也受到了

自陷机制的影响. 另一个不同的是, 前者的第四阶

段是在高能量势阱形成聚集, 而后者依然是在低能

量势阱形成聚集.
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g|ψ (r, t)|2

结合第 2节和第 3.1节的结论, 发现在非对称

双势阱中, 非线性相互作用所起到的作用类似于能

量差, 事实上, 这也可以从方程 (1)看出. 这意味着

可以将  看作有效势 [19]. 当相互作用增加,

有效势也随之增加, 但是由于两个势阱中凝聚体分

布不均匀, 形成大小不同的有效势, 从而改变了原

来两个势阱的能量差. 因此, 所导致的动力学就表

现出与纯粹由两个势阱能量差改变引起的动力学

相同的特征, 但是也存在明显的不同. 首先, 由于

有效势是时间依赖的, 因此所导致的能量差也会产

生变化, 从而引起不同的动力学. 其次, 由于等效

势具有非线性特征, 因此会产生突变, 所以也导致

了图 4中跃变的产生.

 4   数值模拟

V ′ =

0.001βx

下面对外势为不对称双阱的一维 GP方程进

行数值模拟. 其中, 在对称双势阱下施加微扰 ( 

 ), 对称双势阱为 

V =
1

2
x2 + 50e−

2x2

0.09 ,

β = 20 z (0) = 0.6

后者使势阱变为不对称的双势阱. 图 6给出了在当

 , 初始粒子数占据数差为  情况下,

当非线性相互作用逐渐增加时, 占据数差随着时间

演化的图像.

如图 6所示, 在模拟结果中, 同样也可以看到

符合图 3的振荡变化, 振幅先增加, 后减小, 然后

再增加, 最后再减小. 另外, 在势阱能量差和占据

数初始值取了更多不同值的情况下, 计算了相互作

用改变导致的动力学变化, 也得到了和图 2相同的

结果. 这说明, 本文基于双模理论而进行的研究能

够在较大的参数范围内准确描述不对称双势阱中

BEC的动力学基本特性.

 5   结　论

本文研究了 BEC在不对称势阱中的动力学性

质. 在双模理论的框架内, 首先通过解析研究, 证

明在无相互作用时, 两个势阱不对称性导致的能量

差的变化就可以使动力学发生显著变化, 从促进凝

聚体聚集到促进量子相干隧穿, 再到促进凝聚体聚

集, 而聚集的出现并不依赖高低势阱的位置, 但与

凝聚体的初始分布有关. 更进一步, 通过数值计算,

发现非线性相互作用的增加也导致了凝聚体产生

了类似的动力学变化. 换言之, 相互作用可以促进

聚集, 也可以加强隧穿, 起到调整势阱对称性的作

用, 但是不能达到使势阱对称的结果, 调整的程度

也和两势阱能量差有关. 相比凝聚体非线性相互作

用在对称双势阱只导致了自陷的产生, 在不对称双

势阱中相互作用导致的现象更加富有变化. 通过将
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相互作用项视为有效势, 并对比两势阱能量差对动

力学的作用可以对上述现象进行分析和解释. 同时

也说明有效势这一思路可以在研究相互作用对凝

聚体动力学的影响方面提供新的研究角度. 最后,

对 GP方程所进行的数值模拟也在较大的参数范

围内给出了和双模理论研究一致的结果.

超导约瑟夫森结在高灵敏磁测量、量子比特实

现等方面已显示出重要的地位. 因此, 可以设想玻

色约瑟夫森结也可在量子精密测量等方面存在应

用的前景. 本文通过改变外势、相互作用等参数调

控玻色约瑟夫森结动力学, 为这一可能的应用提供

了一定的理论支撑.
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Abstract

Josephson  effect  of  Bose-Einstein  condensate  in  double-well  potential  is  an  obvious  manifestation  of

macroscopic quantum coherence. Most of researches focus on the symmetric double-well potential. In this work,

we investigate the dynamic of Bose-Einstein condensates in an asymmetric double-well potential by using two-

mode theory and computer simulation. In the absence of the interaction between atoms, the dynamic equation

of  condensate  can  be  solved  analytically.  The  amplitude  as  a  function  of  energy  difference  of  two  wells  is

obtained.  We  can  find  that  the  change  of  energy  difference  will  lead  to  the  different  dynamic  behaviors  of

condensate.  If  the  energy  difference  is  relatively  large,  the  condensate  will  primarily  occupy  the  well  that  is

occupied more than the other well at the beginning time. It is interesting that such a trap phenomenon is not

dependent on the position of the high energy potential well nor the position of low energy potential well. If the

energy  difference  becomes  small,  the  tunneling  and  oscillation  of  condensate  will  be  enhanced.  When  the

interaction  between  atoms  is  present,  our  numerical  calculations  show  that  as  the  nonlinear  interaction

increases,  the  dynamic  behavior  of  condensate  exhibits  different  characteristics,  such  as  trapping  in  a  well,

enhancing  the  tunneling  and  oscillation  between  two  wells,  and  enhancing  the  trapping  in  a  well  at  large

nonlinear interaction, which is similar to the dynamic change caused by the energy difference in the case of ideal

condensate. That is to say, on the one hand, the nonlinear interaction can lead to the trap of condensate as well

as  the  dynamic  trap  to  happen  in  symmetric  double-well  potential.  On  the  other  hand,  the  nonlinearity  can

promote  the  tunneling  of  condensate,  counteracting  the  effect  of  the  asymmetry  of  potential.  And,  this

counteracting effect is related to the difference in energy between asymmetric potential wells. To understand the

underlying mechanism, the full dynamic behavior of two-mode model is illustrated and the dynamic transition

can  be  seen  clearly.  Combining  the  results  obtained  with  and  without  interaction,  regarding  nonlinear

interaction  as  effective  potential  provides  a  clear  way  to  explain  dynamic  transition  of  condensate  in  an

asymmetric double-well potential. In addition, we also perform the numerical simulations of the Gross-Pitaevskii

equation, and the results are consistent with the conclusions obtained by using the two-mode theory.
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