
 

S-dual 模型产生的原初黑洞和次级引力波*
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在 S-dual暴涨模型中通过在非正则动能项中引入峰值函数, 可产生丰度可观的原初黑洞和次级引力波.

该模型分别在 1012, 108 和 105 Mpc–1 对原初密度扰动的功率谱进行放大, 产生了质量量级分别为 10–13 太阳质

量、地球质量、行星质量的原初黑洞, 以及峰值频率分别为毫赫兹、微赫兹、纳赫兹的次级引力波. 其中在 10–13

太阳质量附近的原初黑洞可以解释全部的暗物质, 产生的次级引力波能被未来的空间引力波探测器探测到.
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 1   引　言

2016年 2月 11日, 美国激光干涉引力波天文

台 (LIGO)宣布在 2015年 9月 14日人类首次直接

探测到了引力波 [1]. 这是 21世纪物理学最重大的

发现, 它宣告了引力波天文学时代的到来, 同时也

为在强场和非线性区域检验引力理论提供了全新

的手段. 该发现获得了 2017年诺贝尔物理学奖.

这些引力波事件发现的黑洞有可能是原初黑洞. 暴

涨时期的密度扰动在进入辐射为主时期, 就塌缩形

成了原初黑洞 [2] 及次级引力波 [3]. 原初黑洞可以解释

暗物质 [4] 以及第九行星 [5]等问题. 次级引力波作为

随机引力波背景可以被脉冲星计时阵列 (PTA)[6]

以及未来的空间引力波探测器 LISA[7], 太极 [8] 和

天琴 [9] 等探测到. 近期有很多研究工作讨论能产生

原初黑洞的暴涨模型.

要产生足够丰度的原初黑洞暗物质, 在小尺度

上的扰动需要在 10–2 量级 [10], 而在大尺度上又需

要满足微波背景辐射限制的 10–9 量级 [11]. 一部分

研究工作考虑用具有拐点或是非最小耦合的暴涨

模型来讨论在小尺度上对功率谱的放大. 在引入非

动能项的暴涨中如 K/G暴涨模型, 有一种利用峰

值函数来研究在小尺度上放大功率谱的新机制. 这

种新的机制同时适用于 Higgs暴涨和 T暴涨模型,

且峰值函数和暴涨模型的函数形式都不会受到太

大的限制, 同时产生的引力波可以是宽谱或窄谱.

ϕ

g → 1/g ϕ → −ϕ

g ∼ eϕ/M

S-dual起源于对电荷和磁荷的狄拉克量子化

条件, 其意味着在量子电动力学中和电荷弱耦合的

理论与和磁单极强耦合的理论等价. 这种体现强弱

对偶的 S-dual后来被推广到 IIB型超弦理论中.

对于 S-dual[12] 暴涨模型, 伸缩子标量场  的势函数

在 S-dual变换下 ,    或   是不变的 ,

其中   , M 是具有普朗克质量量纲的数值.

S-dual暴涨模型在一定置信度范围符合普朗克卫

星的观测结果. 本文主要研究在带峰值函数的非正

则动能项这种新的机制下, S-dual暴涨模型产生的

原初黑洞和次级引力波.

 2   放大功率谱

在 S-dual暴涨模型中, 引入非正则动能项, 作

用量为
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S =

∫
dx4√−g

[
1

2
R+X +G(ϕ)X − V (ϕ)

]
, (1)

8πG = 1 X = −gµν∇µϕ∇νϕ/2其中   ,    .  S-dual暴涨

模型的势函数 [12] 为 

V (ϕ) = V0sech(ϕ/M), (2)

G(ϕ) = Gp(ϕ) + f(ϕ) Gp(ϕ)其中  , 峰值函数  为 

Gp(ϕ) =
h

1 + (|ϕ− ϕp| /w)q
, (3)

以及 

f(ϕ) = f0sech(ϕ/M)6 tanh (ϕ/M)2. (4)

G(ϕ)在暴涨之后的低能标阶段, 非正则动能项   可

以忽略, 就回到广义相对论的情况. 背景演化方程为 

3H2 =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ) +

1

2
ϕ̇2G(ϕ), (5)

 

Ḣ = −1

2
ϕ̇2 [1 +G(ϕ)] , (6)

 

ϕ̈+ 3Hϕ̇+
Vϕ + ϕ̇2Gϕ/2

1 +G(ϕ)
= 0, (7)

Gϕ = dG(ϕ)/dϕ Vϕ = dV /dϕ其中  ,   .

在慢滚近似中, 曲率扰动方程为 

d2uk

dη2
+

(
k2 − 1

z
d2z
dη2

)
uk = 0. (8)

Pς ςk功率谱  和曲率扰动  的关系为 

Pς =
k3

2π2
|ςk|2 =

H4

4π2ϕ̇2 [1 +G(ϕ)]

≈ V 3

12π2V 2
ϕ

[1 +G(ϕ)] . (9)

G(ϕ)

ϕp G(ϕ)

Gp(ϕ) G(ϕ) ≈ h

从上述等式中发现, 引入的非正则动能项   可

以增强功率谱. 在峰值  附近,   的主要贡献来

自于  且  , 所以功率谱可以通过增大

h 实现. 如果要把功率谱从 10–9 的量级增大到 10–2

的量级, h 至少是 107. 另一方面, 暴涨结束时宇宙

膨胀的 e指数的倍数 N 为 

N =

∫ ϕ∗

ϕe

V

Vϕ
dϕ+

V (ϕp)

Vϕ(ϕp)

∫ ϕp−∆ϕ

ϕp+∆ϕ

Gp(ϕ)dϕ, (10)

Gp(ϕ)

ϕ∗ ϕe

ϕ Gp(ϕ)

ϕ∗ ϕe

Neff

f(ϕ)

所以  同时也增大了 N, 且峰值函数对 N 的贡

献约为 20, 其中  和  分别代表出视界和暴涨结

束时的   数值. 峰值函数   在小尺度上增大了

功率谱, 同时让   更加接近   , 由于暴涨理论要

求 N 的数值一般在 50—60之间, 则在极慢滚之后

的慢滚暴涨的  只能是 40左右. 在远离峰值时,

峰值函数可以忽略不计, 其中非正则动能项  起

主导作用, 利用如下的变化形式:
 

dΦ =
√
1 + f(ϕ)dϕ. (11)

U(Φ)=V [ϕ(Φ)] = U0Φ
1/3 U0=(9Λ24/f0)

1/6

ϕ Φ

U(Φ) = U0Φ
1/3 Neff ∼ 40 ns =

0.971 r = 0.033

f0 = 7.34× 1054

M = 0.1 ϕp ϕ∗

q = 1 q = 5/4

ns

ns ≈ 0.968 r ≈ 0.04

结合  以及 

把非正则标量场  变换为正则标量场  . 对于幂次

势函数,   ,   , 得到谱指数 

 , 张标比  满足 2018年普朗克卫星的

观测限制结果. 所以在这种机制下, S-dual暴涨既

满足了大尺度上普朗克的限制结果又在小尺度上

放大了功率谱. 求解背景方程 (5)—方程 (7)和扰

动方程 (8)得到功率谱的数值解, 取  ,

 , h, w,   ,   的数值见表 1. 表 1中“S”代表

 的窄谱, “WS”代表  的宽谱. 下标“1”,

“2”, “3”分别代表峰值处于不同的位置, “1”代表峰

值位置在 1012 Mpc–1 (Mpc = 3.26×106 光年), “2”

代表峰值位置在 108 Mpc–1, “3”代表峰值位置在

105 Mpc–1. N,   , r 和峰值对应的尺度 k 的数值见

表 1, 对应的功率谱如图 1所示, 功率谱的数值见

表 2, 结果表明   ,    , 与普朗克卫

星的观测结果 [11] 符合
 

ns = 0.9649± 0.0042 (68%置信度),

r0.05 < 0.06 (95%置信度). (12)

ϕp

ϕp

q 因子控制谱的宽窄形状和峰值  的位置. 取不同

的  和 q 得到了不同的窄谱和宽谱功率谱.

表 1    模型参数及数值计算结果
Table 1.    Model parameters and the numerical calculation results.

模型 h/1011 w/10–11 ϕp ϕ∗ N ns r kpeak/(105 Mpc–1)

S1 5.90 1.0 2.118 2.325 51.85 0.961 0.045 2.65×107

S2 5.82 1.0 2.104 2.313 51.25 0.963 0.045 1.81×104

S3 5.83 1.0 2.095 2.308 51.16 0.968 0.043 3.55

WS1 183 1.0 2.122 2.24 66.59 0.965 0.040 3.57×107

WS2 140 1.0 2.104 2.24 60.13 0.965 0.040 9.99×103

WS3 123 1.0 2.095 2.24 58.89 0.965 0.040 1.88
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 3   原初黑洞暗物质

在辐射为主时期, 在小尺度上由于引力塌缩形

成的密度扰动, 重新进入视界之后就有可能形成原

初黑洞. 忽略黑洞质量的增加以及减少, 原初黑洞

在形成过程中的密度微元为
 

β(M) ≈
√

2

π

√
Pς

µc
exp

(
− µ2

c
2Pς

)
. (13)

现在原初黑洞暗物质的丰度为 

YPBH(M) =
β(M)

3.94× 10−9

( γ

0.2

)1/2( g∗
10.75

)−1/4

×
(

0.12

ΩDMh2

)(
M

M⊙

)−1/2

, (14)

M⊙ γ = 0.2

ΩDMh2 = 0.12 T > 300 GeV
g∗ = 107.5 0.5 MeV < 300 GeV g∗ = 10.75

µc = 9δc/4 δc = 0.4

kpeak

其中  是太阳质量,   , 现在暗物质的能量

密度  , 当  时无量纲参数

 ; 当   时 ,    ,

 且  . 峰值处对应的原初黑洞质量

与峰值尺度因子  之间的关系为 

 

10-3 101 105 109

/Mpc-1
1013 1017 1021

10-1

10-3

10-5

10-7

10-9

10-11




S1 S2 S3 WS1 WS2 WS3

Planck

EPTA
BBN

-distortion

图 1    不同模型的功率谱. 实线代表 q = 1的模型, 虚线代

表 q = 5/4的模型. 蓝色、红色和黑色分别代表峰值为 1012,

108 和 105 Mpc–1 的模型. 模型的参数和峰值见表 1, 峰值对

应的功率谱数值见表 2. 浅绿色区域是被 CMB观测结果排

除的参数范围 [11], 粉色、天蓝色和橘色区域分别代表EPTA[6],

BBN[13], µ-distortion[14] 排除的参数范围

Fig. 1. Power  spectra  of  the  different  models.  Implement

the model representing q = 1, the dashed line represents the

model  of q = 5/4.  Blue,  red and black respectively repres-

ent the model with a peak value of 1012, 108 and 105 Mpc–1.

Parameters  and  peak  values  of  the  model  are  in Table  1,

and  the  power  spectrum values  corresponding  to  the  peak

value are in Table 2. The light green area is the parameter

range excluded by the CMB observation results[11], and the

pink,  sky  blue  and  orange  areas  represent  the  parameter

range  excluded  by  EPTA[6],  BBN[13]  and µ-distortion[14]  re-
spectively. 

 

表 2    模型的峰值功率谱、原初黑洞质量、丰度和

峰值频率的数值
Table 2.    Peak  power  spectrum  of  the  model,  the

mass, abundance and peak frequency of the primary

black hole.

模型 Pς(peak) Mpeak/M⊙ Y
peak

PBH fc/Hz 

S1 0.0128 5.23×10–13 0.647 4.81×10–3

S2 0.0137 1.13×10–6 3.51×10–3 3.02×10–6

S3 0.0186 29.2 2.07×10–3 6.22×10–10

WS1 0.0127 2.88×10–13 0.687 4.95×10–3

WS2 0.0132 3.69×10–6 6.15×10–4 1.35×10–6

WS3 0.0185 104.3 9.01×10–4 2.96×10–10

 

10-17 10-12 10-7 10-2 103

PBH/⊙

100

10-1

10-2

10-3

10-4

10-5


P
B
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Subaru HSC
INTEGRAL
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NANOGrav

EG

EROS/MACHO
CMB

γ

EGγ γ

图 2    不同模型的原初黑洞丰度. 模型参数同表 1, 峰值对

应的丰度和质量见表 2. 阴影区域表示不同观测结果的排

除区域 , 黄色区域是微波背景辐射的限制结果 [11] (CMB);

红色区域是利用银河系外   射线观测原初黑洞蒸发的限制

结果 [15] (  ); 天蓝色区域是银河系中心 511 keV   射线

的限制结果 [16] (INTEGRAL); 橘色区域是白矮星爆发的限

制结果 [17] (WD); 绿色区域是源自 Subaru HSC引力透镜事

件的限制结果 [18] (Subaru HSC); 蓝色区域是开普勒卫星的

限制结果 [19] (Kepler); 灰色区域是 EROS/MACHO的限制

结果 [20] (EROS/MACHO); 紫色区域是 2011年 NANOGrav

数据的限制结果 [21] (NANOGrav)

EGγ

Fig. 2. Primary  black  hole  abundance  of  different  models.

Model parameters are the same as Table 1, and the abund-

ance  and  quality  corresponding  to  the  peak  are  listed  in

Table  2. Shaded  areas  represent  exclusion  areas  for   differ-

ent observations: the yellow area is the result of the restric-

tion of  microwave background radiation[11]  (CMB); the red

area is the result of the restriction of the primary black hole

evaporation observed by the extragalactic ray[15] (  ); the

sky blue region is the result of 511 keV ray limitation at the

center of the galaxy[16] (INTEGRAL); the orange area is the

result  of  the  limit  of  the  white  dwarf  star  explosion[17]

(WD); the  green  area  is  the  limiting  result  of  the  gravita-

tional  lens  event  from  Subaru  HSC[18]  (Subaru  HSC);  the

blue area is the limited result of Kepler satellite[19] (Kepler);

the  grey  area  is  the  result  of  the  limitation  of

EROS/MACHO[20] (EROS/MACHO); the purple area is the

result  of  the  limitation  of  NANOGrav  2011-year  data[21]

(NANOGrav). 
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M(k) = 3.68
( γ

0.2

)( g∗
10.75

)−1/6
(

kpeak

106Mpc−1

)−2

M⊙.

(15)

10−13M⊙

10−6M⊙ 10M⊙

10M⊙

10−13M⊙

10−6M⊙

将计算功率谱得到的数值结果代入方程 (13)

到方程 (15)中, 得到了原初黑洞的丰度以及峰值

对应的质量, 结果在表 2和图 2中. 不同的参数模

型对应不同的峰值位置, 不同的峰值位置分别产生

了不同质量的原初黑洞暗物质, 且都满足目前的观

测结果限制 . 模型分别产生了质量为   ,

 ,    的原初黑洞暗物质 . 行星质量

 左右的原初黑洞可以解释 LIGO/Virgo观测

到的引力波事件. 质量在  附近的原初黑洞

丰度接近 1, 可以用来解释全部的暗物质. 质量在

 附近的原初黑洞可以解释第九行星.

 4   次级引力波

hk

第一级和第二级的扰动混合在一起, 一级标量

扰动会导致产生二级张量扰动. 在小尺度上的扰动

达到 10–2 量级, 在这么强的扰动下重新进入视界

之后, 张量和标量的非线性耦合会产生次级引力

波. 二级张量扰动  为 

h′′
k + 2Hh′

k + k2hk = 4Sk, (16)

Sk其中一级标量扰动  为 

Sk =

∫
d3k̃

(2π)3/2
eij(k)k̃

ik̃j
[
2Φk̃Φk−k̃ +

4

3 (1 + w)H2

×
(
Φk̃

′ +HΦk̃

) (
Φ′
k−k̃

+HΦk−k̃

)]
, (17)

H = aH w = p/ρ = 1/3 eij(k)

Φ

式中,   , 辐射为主时期  ,  

是张量扰动,   是规范不变的巴丁势函数. 辐射为

主时期次级引力波的能量密度为 

ΩGW(k, η) =

1

6

( k

aH

)2
∫ ∞

0

dv
∫ 1+v

|1−v|
du

{[
4v2 − (1− u2+v2)

2

4uv

]
× I2RD (u, v, x → ∞)Pς (kv)Pς(ku)

}
, (18)

 

I2RD(u, v, x → ∞) =
1

2x2

×
{[

3π(u2+v2 − 3)Θ(u+v −
√
3)

4u3v3
+
Tc(u, v, 1)

9

]2

+

[
T̃s(u, v, 1)

9

]2}
, (19)

Tc(u, v, 1) T̃s(u, v, 1)式中, Q 为 Heaviside函数.    和  

在文献 [10]中给出. 现在次级引力波的能量密度为 

ΩGW (k, η0) = ΩGW (k, η)
Ωr (η0)

Ωr (η)
, (20)

Ωr

10−13M⊙

其中  是辐射的能量密度. 利用方程 (19), 将图 1

中的功率谱代入方程 (18)和方程 (20)中, 得到了

现在次级引力波的能量密度, 结果如图 3所示. 峰

值对应的频率见表 2. 从表 2结果可以得到, 峰值

的频率分别为毫赫兹、微赫兹和纳赫兹 . 模型

“WS1”, “WS2”, “WS3”对应比较宽的峰值范围,

产生了宽谱的次级引力波. 能够产生行星质量黑洞

的模型“WS3”已经被 EPTA的观测结果排除. 产

生地球质量左右黑洞的模型“WS2”可以解释第九

行星, 产生的次级引力波可能被未来的空间探测

器 LISA, 太极和天琴探测到. 产生   质量

黑洞的模型“S1”和“WS1”, 可以解释丰度接近

1的暗物质, 同时产生的次级引力波峰值的能量密

度为 10–8 左右, 比原初引力波能量密度 10–16 的量

级要强很多, 也可能被未来的空间探测器 LISA、

太极和天琴探测到.
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图 3    次级引力波的能量密度. 模型参数同表 1, 峰值对应

的丰度和质量在表 2列出. 橘色虚线表示EPTA的限制结果[6];

天蓝色虚线表示 SKA的限制结果 [22]; 绿色虚线表示天琴

的限制结果 [9]; 紫色虚线表示太极的限制结果 [8]; 棕色虚线

表示LISA的限制结果 [7]; 灰色虚线表示 aLIGO的限制结果 [23]

Fig. 3. Energy density of secondary gravitational waves, the

model parameters are the same as Table 1, and the abund-

ance  and  quality  corresponding  to  the  peak  are  listed  in

Table 2. The orange dotted line represents the limit result

of  EPTA[6];  the  sky  blue  dotted  line  represents  the  limit

result of SKA[22];  the green dotted line represents the limit

result  of  Tianqin[9];  the  purple  dotted  line  represents  the

limit result of Taiji[8];  the brown dotted line represents the

limit  result  of  LISA[7];  the  gray  dotted  line  represents  the

limit result of aLIGO[23]. 
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 5   结　论

ϕp

在 S-dual模型中, 通过引入非正则动能项的

机制, 实现在小尺度上对功率谱的放大, 同时产生

丰度可观的原初黑洞以及可以被未来空间探测器

探测到的次级引力波. 在这种机制下, 功率谱在大

尺度上满足观测限制, 且在小尺度上被放大到 10–2

量级. 取不同 q 数值时, 在不同峰值位置产生的引

力波可以是宽谱或窄谱. 不同的  , 分别对应着不

同尺度位置 1012, 108 和 105 Mpc–1 对功率谱的放

大. 产生了质量量级分别为 10–13 太阳质量、地球质

量、行星质量的原初黑洞, 以及峰值频率分别为毫

赫兹、微赫兹、纳赫兹的次级引力波. 行星质量的

原初黑洞可以解释被 LIGO/Virgo探测到的黑洞,

地球质量的原初黑洞可以解释第九行星, 10–13 太

阳质量的原初黑洞可以解释全部的暗物质. 纳赫兹

的次级引力波可以被 PTA探测到, 毫赫兹的次级

引力波可被未来的空间探测器探测到. 通过本文的

研究, 验证了引入非正则动能项的机制适用于 S-

dual模型.
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Abstract

It is discussed in this work to produce primordial black hole (PBH) dark matter (DM) and scalar induced

secondary gravitational waves by using the enhancement mechanism with a peak function in the non-canonical

kinetic  term  in  S-dual  inflation.  It  is  shown  explicitly  that  the  power  spectrum for  the  primordial  curvature

perturbation  can  be  enhanced  at  1012,  108  and  105 Mpc–1,  respectively,  that  the  primordial  black  hole  dark

matter  with  peak  mass  around  10–13  solar  mass,  the  Earth’ s  mass  and  the  stellar  mass  are  generated,

respectively, and that the scalar induced gravitational wave with peak frequency around mHz, µHz and nHz are
created, respectively. The primordial black hole with the mass scale 10–13 solar mass can make up almost all the

dark  matter  and  the  associated  scalar  induced  secondary  gravitational  waves  is  testable  by  spaced  based

gravitational wave observatory.

The  amplitude  of  primordial  curvature  perturbations  on  a  small  scale  can  become  large  by  the

enhancement  mechanism with  a  peak function  in  the  non-canonical  kinetic  term.  We apply  the  enhancement

mechanism to  S-dual  inflation  to  produce  abundant  PBHs and  observable  scalar  induced  gravitational  waves

(SIGWs).  The  power  spectrum  on  a  large  scale  is  consistent  with  observational  constraint,  and  the  power

spectrum on a small scale is enhanced to the 0.01. It is possible that either sharp peak or broad peak possesses a

different peak shape for the peak function by choosing a different value of q. By adjusting the peak position fp
in  the  peak  function,  the  power  spectrum  is  enhanced  on  a  different  scale,  henceforth  associated  with  the

generation of SIGWs with a different peak frequency, PBHs with different mass are produced. We choose three

different values of fp to obtain enhance power spectrum at 1012, 108 and 105 Mpc–1, respectively. The enhanced
curvature perturbation produces PBH DM with peak mass around 10–13 solar mass, the Earth’s mass and the

stellar mass, and SIGW with peak frequency around mHz, µHz and nHz, respectively. The stellar mass PBHs
may  explain  black  holes  observed  by  LIGO/Virgo  collaboration,  and  the  earth-mass  PBHs  may  explain  the

planet 9. The PBH with the mass scale 10–13 solar mass can make up almost all the dark matter. The SIGW

with the peak frequency around nHz is testable by pulsar timing array observations, and SIGW with the peak

frequency  around  mHz  is  testable  by  space  based  GW observatory.  The  results  show  that  the  enhancement

mechanism with a peak function in the non-canonical kinetic term works for S-dual inflation.
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