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随着原子冷却技术与光晶格技术的发展, 光晶格与超冷原子气体组成的量子系统已经成为量子模拟中

的有力工具. 光晶格纯净和高度可控的性质赋予其强大的调控能力, 如今, 人们可以模拟更复杂和有趣的物

理现象, 从而加深对量子多体物理的认识. 本文综述了近年来本课题组利用玻色动力学平均场理论对强关联

区间的光晶格玻色体系进行的一系列研究, 包括多组分玻色体系、高轨道玻色体系以及存在长程相互作用的

体系等. 通过玻色动力学平均场理论的计算, 揭示了从弱相互作用区间到强相互作用区间出现的丰富物理现

象, 包括不同磁序的量子相、多步凝聚、超固体相以及高轨道体系中的自旋-角动量耦合和阻挫效应.
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1   引　言

量子模拟简而言之就是利用其他可控的量子

多体系统对真实复杂量子系统进行实验或理论研

究的一种方法 [1]. 光晶格中的超冷原子气体由于系

统参数可控和成熟的实验技术, 已经成为了一个完

善的量子模拟实验平台 [2,3]. 光晶格通常是由相干

激光束形成的, 通过控制激光的数目和角度来实现

不同维度 [4−6] 和不同结构 [7−11] 的周期性晶格结构,

从而模拟固体中的晶格. 在光晶格中, 人们可以自

由调节晶格深度 [6], 可以研究晶格无序性, 还可以

设计出有等效磁场的系统, 其磁场强度可以达到目

前固体物理实验室中最大磁场的数百倍 [12]. 除此

之外, 人们可以精确控制激光的相对相位, 实现可

编程的连续可调晶格系统, 这些实验技术大大拓展

了光晶格的调控和模拟能力 [13,14]. 中性原子在激光

的交变电场中被极化, 从而受到偶极力被陷俘在这

样的周期性光晶格中 [15]. 根据激光波长的不同, 光

晶格中的原子被陷俘在波结或波腹, 这种相干激光

束产生的周期性晶格势会产生一系列布洛赫能带.

一般而言, 原子在转移到光学晶格之前就被冷却到

了足够低的温度, 因此在绝热地装载在光晶格后只

有最低的布洛赫带被填充, 当晶格势足够深时, 该

体系可以用一个简单的单能带紧束缚模型描述 [16],

该模型主要包含原子在格点上的相互作用以及在

格点间的跃迁振幅, 通过调节晶格深度或者通过费

什巴赫 (Feshbach)共振 [17−19] 改变跃迁振幅与原

子间相互作用的比值大小可以观察到丰富的量子相.

1995年, 玻色-爱因斯坦凝聚首次在实验中被

观察到 [20,21], 六年后 Greiner研究组 [6] 成功将原子

装载在光晶格中并观察到了著名的莫特绝缘相, 莫

特绝缘相是一个典型的强关联相, 由于原子间的相

互作用非常强, 原子局域在各个格点上, 每个格点

上的粒子数都是整数. 这一想法最开始来自 Jaksch

和他的同事 [22], 他们提出光晶格中的原子可以模
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拟固体材料中的电子行为, 并模拟哈伯德模型. 在

Greiner等的实验之后, 利用光晶格中的超冷原子

进行量子模拟的实验和理论研究如雨后春笋般大

量涌现. 基于光晶格中超冷原子的量子模拟也成为

了现代物理中不可或缺的一部分 [23−31].

随着实验技术的发展, 人们开始对自旋玻色体

系进行研究 [32], 这里的自旋可以是原子不同的超

精细态, 也可以是不同种类的原子. 在这样的体系

中, 自旋关联起着重要作用, 并且会带来不同于标

量玻色子体系的物理现象. 在最近的实验中, 旋量

超冷玻色体系已经被实现了 [33−37], 并出现了非常

广泛的研究, 如自旋混合 [38,39]、自旋波 [40,41]、自旋

动力学 [42−46]、自旋图案 [47−49] 以及相变 [50−52]. 这些

实验为研究自旋关联凝聚体中的量子现象提供了

新的路径, 也激起了对光晶格中旋量玻色气体的进

一步研究 [53−58]. 此外, 研究表明: 在外加磁场下, 体

系基态的简并被打破, 自旋相互作用与原子间短程

相互作用的竞争会引起丰富的强关联量子相 [31,32,59,60].

除了原子间的短程相互作用, 长程相互作用也

是强关联体系中的一个重要组成部分, 具有长程相

互作用的体系倾向于形成新的量子相 [61]. 长程相

互作用通常出现在材料科学中, 并与短程相互作用

竞争导致空间调制相的出现 [62]. 在光晶格超冷原

子体系中有两种方式可以带来长程相互作用: 一是

利用超冷原子间的偶极力 [61]; 二是将原子与高精

细腔耦合, 腔场自洽地将所有原子耦合在一起, 可

以等效地认为原子间具有长程相互作用 [63−66]. 偶

极玻色-爱因斯坦凝聚体 [67]、极性分子 [68] 和耦合到

光学腔 [63,69] 的玻色-爱因斯坦凝聚体的实验实现,

为具有长程相互作用的量子气体的研究开辟了新

的道路, 也为研究具有新奇性质的量子相提供了更

多的途径.

此外, 轨道自由度也是量子材料中重要的组成

部分, 其与自旋自由度、电荷自由度等一起构成了

量子材料的物理特性. 对于轨道自由度的研究, 极

大地丰富了人们对于基础物理机制的认知. 在冷原

子量子模拟中, 这种高轨道原子系统具有的空间各

向异性, 带来了丰富的物理现象 [70−79]. 在实验方

面, 随着技术的不断提高, 高轨道冷原子的相关实

验也取得了丰硕的成果. 最早在实验室观测到 p能

带现象是 2007年由 Bloch研究组 [80] 实现的, 之后

汉堡大学的 Hemmerich小组 [81,82] 利用二分晶格

px + ipy

(bipartite lattice)实现了正方晶格的 p轨道玻色

凝聚, 并观测到 p能带玻色系统中存在  的

手征超流. 近年来, 随着实验技术的不断提高, 三

角晶格、六角晶格的 p轨道玻色系统和高轨道费米

系统 [83,84] 也已经被实现, 并观察到了非常有趣的

物理现象 [75,85−89].

总的来说, 光晶格中的超冷原子为量子多体问

题的模拟提供了理想的平台, 在凝聚态物理、统计

物理、量子化学、高能量物理等领域中都起着重要

作用 [90]. 第 2部分详细介绍玻色动力学平均场理

论, 该理论对于研究高维强关联体系是非常有效

的. 第 3, 4, 5部分分别介绍了我们近几年在旋量

玻色体系、存在长程相互作用体系、高轨道玻色体

系的研究. 最后是总结和展望. 

2   玻色动力学平均场理论

在多体系统中, 由于粒子间复杂的相互作用,

整个体系是密切关联在一起的, 因此理论求解是非

常困难的. 要处理多体系统, 只能采取近似处理、

数值求解的方法. 目前研究多体系统的方法有平均

场理论、密度矩阵重整化群、量子蒙特卡罗方法、

动力学平均场理论 (dynamical mean-field theory,

DMFT)、精确对角化等. 本文主要介绍玻色动力学

平均场理论 (Bosonic dynamical mean-field theory,

BDMFT).

动力学平均场理论的研究始于 1989年, Vollh-

ardt和 Metzner[91] 研究发现无穷维度下 Fermion-

Hubbard模型可以进行简化. 同年, Hartmann[92,93]

指出在无穷维下关联将变得局域, 动量将不再重

要, 这种局域的关联具有动力学属性, 任何非局域

的关联效应都可以用一个静态的平均场描述. 之

后, 1991年, Janiś[94] 利用动力学干涉势近似理论

给出了无穷维下 Hubbard模型的格林函数和自能

的泛函方程. 在此基础上, Georges与 Kotliar[95] 利

用 Anderson杂质模型将 DMFT的自洽方程推广

到了 Hubbard模型, DMFT的基本框架构建完成.

从 1989年开始, 到 1991年结束, 短短三年的时间,

动力学平均场理论就建立完成, 动力学平均场理论

被广泛地用于材料计算、多体系统等, 拓展了数值

求解物理问题的计算方法, 是处理多体问题的一种

高效的计算手段.
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动力学平均场的核心思想是无穷维极限下系

统的局域性. 在无穷维度下, 自能是严格局域的,

系统的空间涨落被冻结, 只剩下了局域的量子涨

落, 此时就可以将多体系统解耦成单体问题, 因此

动力学平均场理论是一种考虑了局部量子涨落的

数值方法, 如图 1[96] 所示. 在无穷维度下自能是严

格局域的, 因此动力学平均场理论对于低维度问题

的计算误差比较大, 但随着研究发现, 二维、三维

的多体系统中动力学平均场理论的结果也令人满

意 [97−99]. 因此, 动力学平均场理论是计算二维及以

上维度强关联、弱耦合区间的一个主要方法.
 
 

Boson reservoir (normal)

Boson reservoir (BEC)

Time

Correlated lattice
bosons

图 1　玻色动力学平均场示意图. 通过与普通玻色子热库和

玻色-爱因斯坦凝聚热库耦合 [96], 多体格点问题退化为一个

单格点问题

Fig. 1. Schematic  picture  of  BDMFT.  In  BDMFT,  the

many-body  lattice  problem  is  reduced  to  a  single  lattice

problem coupling with normal  Bosonic  reservoir  and reser-

voir of Bose-Einstein condensate (BEC)[96].
 

考虑一个一般的 Bose-Hubbard模型, 其哈密

顿量可写为
 

Ĥ = −
∑

⟨i,j⟩,ν

(
tν b̂

†
i,ν b̂j,ν + H.c.

)

+
1

2

∑
i,νµ

Uνµn̂i,ν (n̂i,µ − δνµ)−
∑
i,ν

εν n̂i,ν , (1)

ν, µ b̂†i,ν(b̂i,ν)

n̂i,ν ≡

b̂†i,ν b̂i,ν
tν

⟨i, j⟩ Uνµ εν

δνµ

其中   表示不同组分的玻色子 ,    是格

点 i 上 n 组分玻色子的产生 (湮灭)算符 ,   

 是格点 i 处 n 组分玻色子的粒子数算符,   为

跃迁振幅,   表示最近邻格点,   和  分别是

相互作用和化学势,    为克罗内克符号. 在巨正

则系综下, 可以把系统的配分函数写为 [96,100,101]
 

Z =

∫
D [b∗, b] e−S[b∗,b], (2)

D [b∗, b] =
∏

i,ν
db∗i,νdbi,ν bi,ν式中,   , 此处的  是一个

复数场. 对应的作用量可写为
 

S [b∗, b] =

∫ β

0

dτ
(∑

i,ν

b∗i,ν (τ)
∂

∂τ
bi,ν (τ) +H (τ)

)

=

∫ β

0

dτ
[∑

i,ν

b∗i,ν (τ) (∂τ − εν) bi,ν (τ)

−
∑

⟨i,j⟩,ν

tν
(
b∗i,ν (τ) bj,ν (τ) + c.c.

)

+
1

2

∑
i,νµ

Uνµni,ν(τ)(ni,µ(τ)− δνµ)

]
,
(3)

τ = it′ t′ H (τ)

β = 1/(kBT ) kB

S0 ∆S S(0) S0

i = 0

式中,    是根据时间   定义的虚时;    为

虚时下的体系哈密顿量;    , 其中   为

玻尔兹曼常数, T 为体系的温度. 可以将作用量分

成 3个部分  ,   和  , 其中,   是只有格点

 的有效作用量, 即 

S0 =

∫ β

0

dτ
[∑

ν

b∗0,ν (τ) (∂τ − εν) b0,ν (τ)

+
1

2

∑
ν,µ

Uνµn0,ν (τ) (n0,µ (τ)− δνµ)

]
; (4)

∆S i = 0  是仅包含了  格点与其周围格点的跃迁过

程的作用量, 

∆S =

∫ β

0

dτ
∑
i,ν

−tν(b∗0,ν (τ) bi,ν (τ) + c.c.)

≡
∫ β

0

dτ∆S (τ) ; (5)

S(0) i = 0最后的  则包含了所有跟  格点无关的项, 

S(0) =

∫ β

0

dτ
[ ∑

i ̸=0,ν

b∗i,ν (τ) (∂τ − εν) bi,ν (τ)

−
∑

⟨i,j⟩,ν

′
tν
(
b∗i,ν (τ) bj,ν (τ) + c.c.

)

+
1

2

∑
i ̸=0,νµ

Uνµni,ν (τ) (ni,µ (τ)− δνµ)

]
, (6)

∑′
式中的   是除了 0格点外所有的最近邻的求和

符号. 因此, 可以将系统的配分函数写成 

Z =

∫
D
[
b∗0,ν , b0,ν

]
e−S0

×
∫ (

D(0)
[
b∗0,ν , b0,ν

]
e−∆Se−S(0)

)
. (7)

S(0)考虑到,   描述的系综平均值可以写成 

⟨A⟩0 =
1

Z(0)

∫
D(0)

[
b∗0,ν , b0,ν

]
Ae−S(0), (8)
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代入 (7)式, 配分函数被写成  

Z =

∫
D
[
b∗0,ν , b0,ν

]
e−S0Z(0)⟨e−∆S⟩0, (9)

⟨e−∆S⟩0 ϕi,ν (τ) = ⟨bi,ν (τ)⟩0将  展开到二阶, 引入超流序参量  和连通格林函数 

G
(0)
iν,jµ (τ1, τ2) = −

⟨ biν (τ1)− ⟨biν (τ1)⟩0
b∗iν (τ1)− ⟨b∗iν (τ1)⟩0

 (
b∗jµ (τ2)− ⟨bjβ (τ2)⟩0
bjµ (τ2)− ⟨bjµ (τ2)⟩0

)T⟩
, (10)

最终可以将配分函数写成 

Z = Z(0)

∫
D
[
b∗0,ν , b0,ν

]
e−S0exp

{∫ β

0

dτ
∑
i,ν

− tν [b
∗
0,ν (τ)ϕi,ν (τ) + b0,ν (τ)ϕ

∗
ν,i (τ)]

+

∫ β

0

dτ1dτ2
∑
i,ν

∑
j,µ

tµtνG
(0)
iν,jµ (τ1, τ2)

}
. (11)

(i = 0)观察 (11)式的形式, 可以定义一个有效的杂质格点  的配分函数 

Zimp ≡
Z

Z(0)
=

∫
D
[
b∗0,ν , b0,ν

]
e−Simp , (12)

其中杂质格点的作用量可写成 

Simp = −
∫ β

0

dτ1dτ2
∑
νµ

(
b∗0ν (τ1)

b0ν (τ1)

)T

G−1
0,νµ(τ1 − τ2)

(
b0µ (τ2)

b∗0µ (τ2)

)

+

{∫ β

0

dτ
∑
νµ

1

2
Uνµn0ν (τ) (n0µ (τ)− δνµ)−

∑
i,ν

tν (b
∗
0ν (τ)ϕi,ν (τ) + c.c.)

}
, (13)

(13)式中引入了Weiss格林函数, 有 

G−1
0,νµ (τ1 − τ2) = (∂τ1σz − εν) δνµ +G

(0)
iν,jµ, (14)

σz

t→ zt̃

其中,   是泡利矩阵. 由于考虑的是高维情况, 为

了使得此时动能不发散 , 需要对跃迁项做变换

 , z 是配位数 [96,97,102]. 其原因是在计算最近

邻跃迁的过程中, 会多出一个配位数 z, 因此在无

穷维度下, 会出现动能发散的情况, 故需要在此处

进行一个修正. 上面的这种将杂质格点从整个多体

系统中解耦出来, 变成一个杂质格点与热浴耦合的

方法, 被称为“空腔方法”[96,97,103].

在松原频率的表象下, Weiss格林函数可写成 

G−1
0,νµ (iωn)=(iωnσz + εν) δνµ−tνtµ

∑
i,j

′
G

(0)
iν,jµ (iωn) ,

(15)

ωn = 2πn/β其中,   是松原频率. Weiss格林函数满

足 Dyson方程: 

G−1
0,νµ = Σimp (iωn) +G−1

lat (iωn) , (16)

Σimp式中,   是杂质格点的自能; 杂质格点的格林函

G−1
lat (iωn)数  满足

 

G−1
lat (iωn) =

∑
k

1

iωnσz + ε−Σimp (iωn)− εk
, (17)

εk

Σ (k, iωn) ≈ Σimp (iωn)

Σimp G−1
0,νµ (iωn)

Σimp

G−1
0,νµ (iωn)

其中,   是色散关系. 在这里, 近似认为自能是个

局域的量, 即   . 这个近似在

系统处于无穷维度时是严格成立的, 在高维下基本

符合. 但这种近似无法处理由空间关联所带来的物

理现象, 对于长程相互作用、自旋液体等物理问题

无法得到很好的结果. 现在,   和  互

相包含了对方, DMFT的自洽回路已形成. 给Weiss

格林函数一个试探值, 就可以求解作用量 (13)式,

之后就可求出自能   等物理量, 利用 Dyson方

程 (16), 可以得到新的   , 构成一个自洽

回路.

在上面的自洽过程中, 求解作用量是非常困难

的, 因此比较好的方法是将作用量映射到可以求解

的模型上. 这个可解的模型要能够较为完美地描述

杂质格点与环境的物理状态, 对于杂质格点不仅要
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考虑到单格点 , 还需要考虑到其和环境的关联 ,

Georges和 Kotliar[95] 提出 Anderson杂质模型的

映射方法是现在DMFT广泛使用的方法. Anderson

杂质模型哈密顿量可写为 [103,104]
 

 

ĤA = −
∑
ν

ztν

(
ϕ∗ν b̂ν + H.c.

)
+

1

2

∑
νµ

Uνµn̂ν (n̂µ − δνµ)

−
∑
ν

εν n̂ν +
∑
l

εlâ
†
l âl +

∑
l,ν

(
Vν,lâ

†
l b̂ν +Wν,lâlb̂ν + H.c.

)
, (18)

ϕν a†l εl

Vν,l Wν,l {εl, Vl,Wl}

(18)式中, 相互作用部分和化学势直接从 Hubbard模型中得到. 玻色-爱因斯坦凝聚的玻色子热库由超流

序参量  描述, 普通玻色子的热库由一定数目的轨道表示, 其中  和  为轨道的产生算符和能量. 杂质格

点通过正常跃迁振幅  和反常跃迁振幅  与轨道耦合起来, 因此  也被称为 Anderson参数.

哈密顿量 (18)的作用量分别有杂质部分作用量 

Sloc =

∫ β

0

dτ

[∑
ν

b∗ν (τ) (∂τ − εν) bν (τ) − ztν (ϕ
∗
ν (τ) bν (τ) + c.c.) +

∑
ν,µ

Uνµ

2
nν (τ) (nµ (τ)− δνµ)

]
(19)

和轨道部分作用量 

SO =

∫ β

0

dτ
∑
l

{
a∗l (τ) (εl + ∂τ ) al(τ) + Vl [a

∗
l (τ)b(τ) + al(τ)b

∗(τ)] +Wl [al(τ)b(τ) + a∗l (τ)b
∗(τ)]

}
. (20)

将轨道部分积出去, Anderson杂质模型的有效作用量可以写成 

Seff = −
∫ β

0

dτ1dτ2
∑
ν,µ

b∗ν (τ1) [(∂τ1σz − µν) δνµ +∆ν,µ (τ1, τ2)]bµ (τ2)

+

{∫ β

0

dτ
∑
ν,µ

1

2
Uνµnν (τ) (nµ (τ)− δνµ)−

∑
ν

ztν (b
∗
ν (τ)ϕν (τ) + c.c.)

}
, (21)

其中, 引入了南部表象 

bν (τ) =

(
bν (τ)

b∗ν (τ)

)
, b∗ν (τ) =

(
b∗ν (τ) bν (τ)

)
, (22)

以及杂质函数矩阵 

∆ν,µ (τ1, τ2) =

(
∆1

ν,µ (τ1, τ2) ∆2
ν,µ (τ1, τ2)

(∆2
ν,µ)

∗ (τ1, τ2) (∆1
ν,µ)

∗ (τ1, τ2)

)
. (23)

通过对比相互作用量, 在松原频率表象下, 有 

∆νµ (iωn) =̂ tνtµ
∑
i,j

′
G0

iν,jµ (iωn) , (24)

此时杂质函数为 

∆1
νµ (iωn) ≡ −

∑
l

(
Vν,lVµ,l
εl − iωn

+
Wν,lWµ,l

εl + iωn

)
, ∆2

νµ (iωn) ≡ −
∑
l

(
Vν,lWµ,l

εl − iωn
+
Wν,lVµ,l
εl + iωn

)
.

因此, 可以得到Weiss格林函数新的表达方式

如下:
 

G−1
λν (iωn) = (iωnσz + µλ) δν,µ −∆νµ (iωn) . (25)

对于 Anderson杂质模型, 可以利用数值的方式求

解这个单体哈密顿量. 在动力学平均场方法中, 这

种求解 Anderson杂质模型所用不同的数值手段就

叫做杂质求解器. 常用的杂质求解器有精确对角

化 [105,106]、量子蒙特卡罗方法 [107]、数值重整化群 [108]

等. 对应于不同的物理系统, 杂质求解器的选取非

常重要. 通过杂质求解器求解 Anderson杂质模型,

就可以得到哈密顿量的本征态和本征能量, 以及超
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流序参量等物理量. 在 Lehmann表象下, 可以用

本征态和本征能量表示局域格林函数 

G1
imp,νµ (iωn) =

1

Z

∑
mn

⟨m|b̂ν |n⟩⟨n|b̂†µ|m⟩

× e−βEn − e−βEm

En − Em + iℏωn
+ βϕνϕ

∗
µ,

G2
imp,νµ (iωn) =

1

Z

∑
mn

⟨m|b̂ν |n⟩⟨n|b̂µ|m⟩

× e−βEn − e−βEm

En − Em + iℏωn
+ βϕνϕµ, (26)

|m⟩ Em其中,    为本征态,    为对应的能量. 因此, 系

统的自能可以写成 

Σimp (iwn) ≈ Σlat (iwn)

= iwnσz + ε−∆−G−1
imp (iwn) , (27)

Σimp (iwn)≈Σlat (iwn)

此处, 考虑了自能近似, 即认为自能是局域的, 因此

满足  . 由Dyson方程 (16), 能

够得到格点格林函数为 

Glat(k, iωn)=1/(iωnσz+εν −Σimp(iωn)−εk). (28)

现在, 利用 Anderson杂质模型构造的动力学

平均场方法的自洽循环便完成了. 利用 Anderson

杂质模型, 成功绕开求解作用量来实现动力学平均

场的自洽过程. 在 Anderson杂质模型中, 动力学

平均场的循环为: 先给出 Anderson参数的试探值,

利用杂质求解器求解 Anderson杂质模型哈密顿

量, 便能够得到系统的本征态和本征能量, 进一步

可以求得自能、超流序参量等物理量, 然后利用

(28)式求得新的格点格林函数. 利用新求得的格点

格林函数, 可以得到新的 Anderson参量, 然后再

重新循环上述过程, 直到满足自洽条件, 输出最终

所求系统的物理量, 如图 2所示.

Σij,λν = Σi
λνδij

虽然用 Anderson杂质模型可以很好地求解动

力学平均场, 但在真实的实验中, 由于外场或人工规

范场, 冷原子系统并不是各向同性的. 因此, 需要对

现在的动力学平均场理论进行进一步拓展. 类似于

费米系统的实空间动力学平均场理论 [109,110], 我们

发展了实空间玻色动力学平均场理论 (RBDMFT).

在实空间玻色子动力学平均场理论中, 虽然自能

是局域的, 但各个空间位置的自能是不同的, 即

 . 因此, 利用实空间动力学平均场

理论, 可以求解各向异性的 Hubbard模型, 并得到

较好的结果. 

3   光晶格中多组分玻色子体系的磁性
研究

 

3.1    三维光晶格中自旋-1 超冷玻色气体的
磁性相变研究

随着超冷原子气体在光晶格中的实现, 理论研

究也变得非常广泛, 量子蒙特卡罗方法和密度重整

化群理论可以在一维情形下进行研究 [53−56], 而在

三维体系中, 对强关联量子相的研究一般都是通过

晶格规范理论预测 [111], 强耦合极限下的有效自旋

模型 [112,113] 以及静态平均场理论 [114−118] 等方法. 而

超越了静态平均场理论, 从弱耦合到强耦合极限下

的量子多体相图还几乎没有人研究. 因此本课题组

利用玻色动力学平均场理论研究了自旋-1玻色体

系中的量子相变 [119]. 在适当的晶格深度下, 自旋-1

的玻色子体系可以用紧束缚近似下的玻色-哈伯德

模型描述: 

Ĥ = − t
∑
⟨ij⟩,σ

(
b̂†i,σ b̂j,σ + b̂†j,σ b̂i,σ

)

+
1

2
U0

∑
i
n̂i (n̂i − 1)

+
1

2
U2

∑
i

(
Ŝ2
i − 2n̂i

)
− µ

∑
i
n̂i, (29)

b̂†i,σ(b̂i,σ)
mF = σ

n̂i =
∑

σ
n̂i,σ n̂i,σ ≡ b̂†i,σ b̂i,σ

这里   是格点 i 上超精细态   的产生

(湮灭)算符;    , 其中   是

 

格点格林函数 自能 超流序参量

杂质函数
杂质求
解器

Anderson参量
{,,}

Anderson杂质
模型哈密顿量

图  2    Anderson杂质模型下动力学平均场方法的自洽循

环示意图 . 给 Anderson参数初值 , 利用杂质求解器求解

Anderson杂质模型 , 得到物理量和自能 , 通过自能得到格

点格林函数 , 利用 Dyson方程得到杂质函数 , 从而得到新

的 Anderson参量, 构成自洽过程

Fig. 2. Schematic picture of BDMFT loop in Anderson im-

purity model. For an initial value of Anderson parameters,

physical  quantities  and self-energy  are  obtained by solving

the  Anderson  impurity  model.  After  obtain  lattice  Green

function  through  self-energy, impurity  functions  are   at-

tained. Finally, the loop is complete by fetched new Ander-

son parameters from impurity functions.
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Ŝi ≡ b̂†i,σFσσ′ b̂i,σ′

Fσσ′

U0 U2

格点 i 处 s 态的粒子数算符;    为

总自旋算符 ,    是自旋-1玻色子的自旋矩阵 ;

μ是体系的化学势; 此外还有最近邻格点间的跃迁

振幅 t, 原子间的相互作用  以及自旋相互作用  .

U2/U0 > 0

ϕ1α ≡ ⟨b̂α⟩ ϕ2αβ ≡ ⟨Ŝ†
αŜβ⟩−

δαβ/3⟨Ŝ2⟩ φ2
αβ ≡ ⟨b̂αb̂β⟩

M ≡ ⟨Ŝ⟩

ϕ1α=0,

ϕ2αβ > 0 M = 0

ϕ1α = 0 ϕ2αβ = 0

ϕ1α =

0 ϕ2αβ=0, ⟨Ŝ2⟩ = 0, M = 0, Θ ≡ ⟨−2b̂−1b̂1 + b̂20⟩ ̸=

0

对于这一哈密顿量, 我们基于玻色动力学平均

场理论在铁磁自旋相互作用 (  )的情形下

计算了体系的零温相图. 通过定义不同的序参量如凝

聚序参量   、向列序参量  

 、对凝聚序参量   以及局域

磁化   , 我们发现体系呈现非常多不同的

量子相, 在格点上粒子数为奇数时, 体系形成向列

相绝缘体 (nematic insulator, NI), 对应于  

 ,   , 而在粒子数为偶数时, 体系形成

自旋单态绝缘相 (spin-singlet insulator, SSI), 对

应   ,    . 并且随着铁磁相互作用的增

强, SSI的区域会逐渐增大, 相反 NI的区域逐渐减

小直至从体系消失并伴随着新的自旋单态凝聚相

(spin-singlet condensate, SSC)的出现, 对应于 

 ,  

 , 如图 3[119] 所示.

进一步地, 研究了温度对体系的影响, 并观察

到超流体可以通过一阶 (二阶)相变被加热成具有

偶 (奇)填充的莫特绝缘体, 类似于 3He中的 Pome-

ranchuk效应. 我们发现有序态 (如向列绝缘相和

自旋单态绝缘相)的临界温度在现有的冷却方案范

围内, 这表明有机会使用现有的实验技术直接观察

这些相. 

3.2    三维光晶格中磁场下自旋-1 超冷玻色
气体的相变研究

mF = ±1

研究多组分超冷原子气体的磁序和玻色-爱因

斯坦凝聚体之间的联系是一个有趣的话题. 对于旋

量气体, 理论上已经预测了多步凝聚 [120−125], 并在

实验中被观察到了 [50,126,127]. 例如, 对于较小的塞曼

场, 反铁磁相互作用定性地改变了相图并导致在超

精细态   态下的凝聚 [128], 然而对光晶格中

自旋玻色气体的多步凝聚目前还没有人进行研究.

因此紧接着上面的工作, 本课题组基于玻色动力学

平均场理论, 系统地研究了该自旋-1玻色子体系在

存在外部塞曼相互作用时的性质 [129]. 体系的哈密

顿量与无磁场的自旋-1玻色子体系相比, 多了线性

塞曼能量 p 和二次塞曼能量 q 这两项: 
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U2/U0图 3    三维光晶格中自旋-1超冷玻色子在不同反铁磁相互作用下的零温相图 [119],   分别为 0.01, 0.04 (23Na), 0.3, 和 2.0. 数

据来源于 BDMFT(黑线), Gutwiller(红线)以及文献 [117](蓝线)中的计算. 体系中存在 4种不同的相, 即超流相 (SF)、向列绝缘相

(NI)、自旋单态绝缘相 (SSI)和自旋单态凝聚相 (SSC)

U2/U0

Fig. 3. Zero-temperature phase diagram for spin-1 ultracold bosons in a 3D cubic lattice[119] for different antiferromagnetic interactions

  = 0.01,  0.04 (23Na),  0.3,  and 2.0,  respectively,  obtained via BDMFT (black circle),  Gutzwiller  (red cross) and in Ref.  [117]

(blue dashed). There are four different phases in these diagrams: superfluid (SF), nematic insulator (NI), spin-singlet insulator (SSI)

and spin-singlet condensate (SSC).
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Ĥ = − t
∑

⟨i,j⟩,σ

(
b̂†i,σ b̂j,σ + b̂†j,σ b̂i,σ

)

+
U0

2

∑
i

n̂i (n̂i − 1)

+
U2

2

∑
i

(
Ŝ2
i − 2n̂i

)
+ pŜiz

+ q
∑
i,σ

σ2n̂i,σ − µ
∑
i

n̂i, (30)

mF = 1, 0,−1

p = (E−1 − E1)/2 q =

(E1 + E−1 − 2E0)/2 U0 U2

U2/U0 ≈ 0.037

U2/U0 ≈ −0.7

U2/U0 ≈ −0.005

这是由于外加磁场导致超精细态 (  )

退简并的塞曼效应 , 其中   ,   

 ,   为原子间的相互作用,  

为自旋相互作用. 在这一体系中, 塞曼相互作用与

自旋相互作用的竞争会出现非常多有趣的相. 对于

反铁磁自旋相互作用, 以 23Na (  
[52])

为例, 计算该体系的多体相图, 体系存在向列绝缘

相、铁磁相、自旋单态绝缘相和不同类型的超流相.

计算表明二次塞曼项使得粒子数为偶数的区域出

现了向列绝缘相, 在塞曼能量非常大时, 体系的莫

特绝缘区完全处于向列莫特绝缘相. 对于铁磁自旋

相互作用的情况, 以 7Li(  
[112])和 87Rb

(  
[20])为例, 绘制了铁磁和向列绝

缘相、超流体相等相图, 计算结果表明随着塞曼能

量的增强, 铁磁绝缘相的区域逐渐由向列绝缘相取

代. 此外, 我们还研究了这些量子相对热涨落的稳

定性, 得到了有限温度下的相图.

Tc

mF = −1

mF = 0 Tc

同时, 对超流体的分步凝聚进行了研究, 给出

了各个塞曼组分的临界凝聚温度  与纵向磁化强

度的关系. 有趣的是, 在反铁磁相互作用下我们观

察到了超精细态   组分的临界温度随着纵

向磁化强度的非连续变化: 随着纵向磁化强度的增

加, 临界温度首先降低至 0, 然后逐渐增长到某一

最大值后再逐渐降为 0; 而对于铁磁相互作用, 超

精细态  的临界凝聚温度  会首先减小到某

一极小值点, 然后增长到某一极大值, 最后减小到 0.

这反映了强关联超冷玻色气体的独特性质. 

3.3    自旋碱金属与碱土金属混合体系的磁性
研究

量子磁性在固态系统中起着重要作用, 揭示量

子多体系统磁序背后的机制一直是理论研究和实验

研究的热点. 最近, 超冷旋量玻色子的异核混合物

已经在实验上被实现, 如旋量碱金属原子的异核混合

物 [130]、旋量碱金属和碱土金属原子的混合物 [131,132],

然而在光晶格中还没有对旋量碱金属和碱土金属

原子混合体系的研究. 在 3.1节和 3.2节中研究了

自旋-1玻色子体系的基态相图, 以及该体系存在磁

场时的性质. 本节主要研究三维光晶格中自旋-1碱

金属原子与自旋-0碱土金属原子混合体系的基态

相图 [133]. 体系的哈密顿量由紧束缚近似下的玻色-

哈伯德模型描述: 

Ĥ = −
∑

⟨ij⟩,ν,σ

tνσ

(
b̂†i,νσ

b̂j,νσ
+ H.c.

)
+
∑
i,σ

U12b̂
†
i,20

b̂†i,1σ b̂i,1σ b̂i,20

+
∑
i

[
1

2
U1n̂i,1 (n̂i,1 − 1) +

1

2
U ′
1

(
Ŝ2
i,1 − 2n̂i,1

)
+

1

2
U2n̂i,2 (n̂i,2 − 1)− µ1n̂i,1 − µ2n̂i,2

]
,
(31)

b̂†i,νσ
(b̂i,νσ )

n̂i,ν =
∑

σ
n̂i,νσ

n̂i,νσ = b̂†i,νσ
b̂i,νσ

Ŝi,1 =
∑

σσ′
b̂†i,νσ

·

Γσσ′ b̂i,νσ′ Γσσ′

µν tνσ

U1

U ′
1

U2

U12

其中 ,    是格点 i 处对于超精细态 s 的

n 种类原子的产生 (湮灭)算符.    ,

 为粒子数算符,   

 是自旋-1粒子的自旋算符.   为常用的

自旋-1的矩阵,   表示 n 种类粒子的化学势,   为

近邻格点间的隧穿振幅.   为自旋-1粒子间的相互

作用,    为自旋相互作用, 此外还有自旋-0粒子间

的相互作用   以及自旋-1和自旋-0粒子间的相互

作用   . 我们的研究主要围绕两种原子间的相互

作用展开, 并计算了体系的基态相图, 如图 4[133] 所示.

U12

U12 <
√
U1U2

U12 >
√
U1U2

n = 1 n = 2

U12 ≪ U1,2 n = 2

U12/U1 = 2

首先研究种间相互作用  对相图的影响. 对

于较小的种间相互作用  , 两种原子是

互相混合的 . 但是对于较大的种间相互作用

 , 体系会出现相分离. 当种间相互作

用减小时,   的区域会减小, 而  的区域会

增大. 这是因为在   的条件下,    的

区域更容易形成自旋单重态. 对于较大的种间相互

作用   , 我们观察到体系出现了相分离.

这里只得到了自旋-1 87Rb原子的相图. 作为比较,

也用Gutzwiller平均场理论计算了自旋-1和自旋-0

混合体系的基态相图, 如图 4[133] 中的红线所示.

Gutzwiller的计算结果是小于 BDMFT的计算结

果的, 这正是由于 BDMFT包含了量子涨落.

↓
n ≡ nRb + nSr = 1 nRb = nSr = 0.5

Mtot ̸= 0 n = 2

为了更好地描述 87Rb和 84Sr的混合体系, 我

们把87Rb当作自旋↓, 把84Sr当作自旋  . 计算表明,

系统在填充数    (  )

时具有非零的磁性,    , 而在填充数  
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Mtot = 0 nSr (nRb)

t1σ ≈ t2σ

U12 ≪ U1,2

ϕνσ ̸= 0

Rb

MISr SFRb

时磁性为零,   , 这里  表示 84Sr 87Rb

在格点上的填充数. 也就是说整个体系在格点上粒

子数为 1时处于铁磁绝缘相, 在粒子填充数为 2时

处于无序绝缘相. 这其中的物理规律可以通过在强

相互作用下推导的玻色-玻色混合体系的有效自旋

模型来理解. 当格点上粒子填充数为 1时, 由于几

乎相同的隧穿振幅  , 铁磁自旋耦合占据主

导, 因此体系表现为铁磁序. 而当格点上粒子数为 2

时, 由于种间相互作用  , 自旋涨落被抑

制, 于是体系表现为无序绝缘相. 在远离莫特绝缘

区时, 随着隧穿振幅的增大, 密度涨落成为主导,

系统经历量子相变进入超流相  . 并且由于

质量的不平衡 , 质量较大的   会先解除局域化

(   +    ), 之后随着隧穿振幅的继续增大,

两种原子都会处于非局域化的状态 (2SF).

此外还研究了在三维光晶格中具有反铁磁相

U ′
1/U1 = 0.037互作用的 23Na (  )和 84Sr原子的混

合体系. 对于 23Na和 84Sr原子的混合体系, 在填充

数为 1的区域是铁磁相 (FM), 在填充数为 2的区

域是无序相 (UI). 有趣的是自旋-1 23Na原子在填

充数为 1和 2的情形都展示了从向列绝缘相到极

化超流相的相变, 这与单独将 23Na原子放在光晶

格中偶数填充的情形是不一样的. 

4   具有长程相互作用的光晶格体系的
研究

 

4.1    偶极玻色气体中的超固态相研究

为了实现由两体相互作用诱导的超固体相 (su-

persolid, SS), 人们在极性分子 [68, 134−140]、磁性 [16,67,141]

和里德伯原子 [142−150] 上付出了巨大的努力, 然而

理论上提出的方案通常在实验上都难以实现. 本课

题组提出一种可行的方案, 研究了二维光晶格中双
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(d)
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U ′
1/U1 = −0.0046

U12/U1 = 0.2, 0.5, 0.935

U12/U1 = 2

t ≡ t1σ ≈ 0.97t20 U2/U1 = 1.26

图 4    三维光晶格中由 BDMFT计算得到的自旋-1 87Rb(  )和自旋-0 84Sr异核玻色子混合体系在不同种间相互

作用   和 2下的基态相图 [133]. 格点上粒子填充数为 1时 , 系统处在铁磁绝缘相 . 格点上粒子填充数为 2

时, 体系为无序绝缘相. 此外随着隧穿振幅的增大会出现两种不同的超流相. 其中具有铁磁相互作用的三组分自旋-1 87Rb原子

也处在铁磁相 . 注意 , 当种间相互作用特别大 (  )时 , 系统中只有自旋 1的玻色子 . 作为比较 , 红色线条是 Gutzwiller

平均场理论的计算结果. 其他参数为   ,  

U ′
1/U1 = −0.0046

U12/U1 = 0.2, 0.5, 0.935

n = 1

n = 2 MISr + SFRb
U12/U1 = 2

t = t1σ ≈ 0.97t20 U2/U1 = 1.26

Fig. 4. Phase diagrams of heteronuclear mixtures of ultracold spin-1 87Rb (spin-dependent interaction   ) and spin-0
84Sr  bosons  in  a  three  dimensional  (3D)  cubic  lattice  for  different  interspecies  interactions      and 2,   ob-

tained by BDMFT[133]. The system favors ferromagnetic insulating phase (FM) at filling    , unorder insulating phase (UI) at

 , and two types of superfluid (  , and 2SF), where the three-components of spin-1 87Rb demonstrate ferromagnetic

order as a result of  ferromagnetic interactions.  Note here that the system favors phase separation for    ,  and here we

only show the phase diagram of spin-1 bosons. For comparisons, the red cross is obtained by Gutzwiller mean-field theory. The oth-

er parameters   , and   .
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组分玻色混合体系的超固态相 [151], 其中一个组分

通过非共振激光被耦合到了里德伯态, 因此在这一

组分之间存在长程相互作用, 如图 5[151] 所示.

在适当深的光晶格中, 体系由一个单带双组分

哈伯德模型描述:
 

Ĥ = −
∑
⟨ij⟩,σ

tσ

(
b̂†i,σ b̂j,σ + H.c.

)
+
∑
i<j

Vij n̂i,dn̂j,d

−
∑
i

[
1

2

∑
σσ′

Uσσ′ n̂i,σ (n̂i,σ′ − δσσ′)−
∑
σ

µσn̂i,σ

]
,

(32)

σ = d

σ = b tσ

Vij

Uσσ′

这里算符下标  表示处于里德伯态的原子, 下

标  表示另一组分的原子,   表示 s 组分原子

的跃迁振幅,   表示不同格点间原子的相互作用,

 为同一格点上同种或不同种原子间的相互作用.

ni,b = 1, ni,d = 2

Ubd

基于实空间玻色动力学平均场理论, 计算了该

体系的完整相图. 在强耦合极限下 (即原子间的短

程相互作用远大于动能)体系倾向于形成莫特绝缘

相或密度波相 (density wave phase). 有趣的是我

们发现了一个原子总密度分布不均匀的密度波相

(  ), 它打破了晶格平移对称性. 在

远离莫特区的地方, 如中间区域, 观察到两种从莫

特绝缘相到超固体相的量子相变, 即未耦合的基态

从莫特绝缘态到裸态形成的超固体 (SS1)的相变,

而被修饰的原子仍然处于莫特绝缘态. 进一步增加

隧穿振幅 t, 两种原子都进入了超固体相 (SS2). 有

趣的是, 在模拟中观察到一个明显的超固体区域,

这是两种原子间相互作用的结果, 表明与单组分情

况 [152] 相比, 在现实实验中直接观察到这些相变过

程的概率更高. 事实上, 还观察到 SS1和 SS2的宽

度随种间相互作用的减小而缩小, 对于较小的种间

相互作用  , SS1相消失了. 此外还发现, 虽然裸

态原子只具有短程相互作用, 但是另外一种原子

间的长程相互作用依旧移动了 MI和 SS1之间的

相变.

t≫ Uσσ′最后在  的弱相互作用区间, 体系形成

原子总密度分布均匀的超流态, 并且两种原子的密

度分布也是均匀的. 这是由于剧烈的密度涨落破

坏了晶体序, 因此体系只能形成密度分布均匀的超

流态. 

4.2    光腔中的超辐射相研究

2010年, Baumann等 [63] 实现了玻色-爱因斯

坦凝聚体与光腔耦合的开放系统中的 Dicke量子

相变, 并观察到了自组织相的出现. 该相变是由凝

聚体原子之间的无限长程相互作用驱动的, 由涉及

腔模和泵浦光场的双光子过程引起. 简单来说, 均

匀原子密度中的量子涨落使得所应用的横向驻波

激光中的光子被集体散射到腔模中. 反过来, 散射

到腔中的光子又非线性地作用于原子, 并放大了

BEC密度的涨落. 当泵浦光功率小于临界泵浦光

功率时, 腔模中的光子数为 0, 原子凝聚在低动量

态上. 在横向激光的临界泵浦功率以上, 低动量态

的原子被散射到高动量态, 系统经历可逆的零温量
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图 5    (a)考虑两个电子基态   (蓝色),   (红色)和一个

里德伯态  . 一束非共振激光 (拉比频率为W, 失谐量为D)
将态   与   耦合. (b)里德伯态   间的软核型相互作用

势   (红线). 软核半径   可以大于晶格间距 a, 图中展示

的是  的情形. (c)被修饰原子处于有序密度波 (DW)
时的裸态处于 SS. (d)裸态的 Roton不稳定性. 声子的 Bogo-

liubov色散关系 (沿   轴 )被种间相互作用显著地改变 .

当种间相互作用   增加时, 会出现类 Roton不稳定性, 表

明基态相由均匀的超流体转变为超固体 . 图中  

 (点线),   (虚线),   (实线), 其他参

数为   , 和    [151]

|b⟩ |d⟩
|r⟩

|d⟩ |r⟩
Vij

|d⟩ Rc

Rc = 2a

kx

Ubd

Ubd/U = 0 Ubd/U =

0.45 Ubd/U = 1

ky = 0, V /U = 0.4 t/U = 0.04

Fig. 5. (a) Two electronic ground states     (blue) and   

(red) and a Rydberg state    are considered. An off-reson-

ant laser  (with Rabi  frequency W and detuning D)  weakly
couples the state    to   . (b) The soft-core shape inter-

action  potential      (red)  between  atoms  in  the  Rydberg

dressed  state    .  The  soft-core  radius      can  be  larger

than the lattice spacing a. Here,     is shown. (c) SS

of  the  bare  state  when  dressed  atoms  are  in  an  ordered

density wave (DW).  (d)  Roton instability  of  the  bare   spe-

cies. The Bogoliubov dispersion relation (along the     ax-

is)  of  phonons  is  significantly  modified  by  the  interspecies

interaction. A rotonlike instability emerges when the inter-

species  interaction      is  increased,  indicating  that  the

groundstate  phase  changes  from  a  homogeneous  superfluid

to supersolid. We show    (dotted line),  

   (dashed  line),  and      (solid  line).  Other

parameters are   , and   [151].
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子相变成为完美和有序的晶体. 近年来在这一领域

出现了非常多的研究, 包括对多模光腔 [153−155]、极

限环 [156]、时间晶体 [157]、拓扑相变 [158] 以及对非厄

米趋肤效应 [159] 的研究. 理论上, 通过改变激光频

率与腔共振的关系, 可以将腔诱导的原子间相互作

用从吸引调到排斥, 在蓝失谐驱动的高精细腔中也

出现了非常多有趣的研究, 如对 Su-Schrieffer-Hee-

ger模型 [160]、时间晶体 [161−164]、p-轨道自组织相 [165]

以及结构相变的研究 [166].

本课题组研究了超冷玻色气体与蓝失谐激光

驱动的高精细腔的耦合体系, 探索该体系在弱相互

作用与强相互作用区间可能出现的量子相 [167]. 实

验装置如图 6[167] 所示.

κ = 40ωr

ωr

780.1 nm

η ≡ E−/E+ E+ E−

87Rb原子被装载在耗散   的高精细单

模光腔中,   是反冲频率. 原子由垂直于腔模方向,

即 y 方向的两束对向传播的波长为   的蓝

失谐激光驱动, 这可以通过一束激光和反射镜实

现. 这两束对向传播激光强度的不平衡由镜子的反

射率控制   , 这里   和   分别为入射

光和反射光的振幅. 在第 3个方向, 也就是 z 方向,

用一束非常强的激光来冻结原子的运动自由度. 体

系由下面的玻色-哈伯德模型描述: 

Ĥ = −
∑
⟨ij⟩,σ

J ij
σσ b̂

†
i,σ b̂j,σ −

∑
i,σ

µσ b̂
†
i,σ b̂j,σ − ℏ∆câ

†â

+
∑

i,σ1σ2σ3σ4

Uσ1σ2σ3σ4

2
b̂†i,σ1

b̂†i,σ2
b̂i,σ3

b̂i,σ4
+ V̂1 + V̂2,

(33)

J ij
σ1σ2

(i = j) (i ̸= j)

µσ â† (â)

Uσ1σ2σ3σ4

∆c = ωp − ωc ωp ωc

式中  是格点上  和最近邻格点间 

的跃迁振幅 ;    为化学势 ;    是光子的产生

(湮灭)算符;   为原子间的相互作用; 失谐

量  , 其中  为泵浦光频率,   为腔模

的频率; 泵浦光和腔模间的散射项为 

V̂1 =
1 + η

2
(â+ â†)

∑
ij
(−1)

i

× (J ij
sd b̂

†
i,sb̂j,d + J ij

pxpy b̂
†
i,px b̂j,py + H.c.),

V̂2 = − i
1− η

2
(â− â†)

∑
ij
(−1)i

× (J ij
spx b̂

†
i,sb̂j,px + J ij

pydb̂
†
i,py b̂j,d + H.c.).

通常来说在光腔系统中, 主要过程为泵浦光和腔模

通过原子而发生的散射过程, 散射项的宇称和系统

的维度起着重要作用. 在红失谐光的条件下, 由于

散射项是偶宇称的, 原子处在 s-轨道. 然而在蓝失

V̂1

px

谐体系中, 由于散射项为奇宇称, 原子可以从 s-轨

道散射到更高的轨道. 在我们考虑的二维蓝失谐

体系中 , 原子可以被散射到奇宇称的 p-轨道和

偶宇称的 d-轨道, 形成稳定的强关联高轨道相. 如

图 6(c)[167] 所示, 由于  在 x 和 y 方向都是奇宇称

的, 因此它会改变轨道在 x 和 y 方向的宇称, 从而

将原子从 s-轨道散射到 d-轨道以及从   -轨道散

 

d-band

33
2

3

2
3

3
2 1
3

3

3 2

Pump

+








-

(c) (d)

(a) (b)

p-band

s-band
sp

pd



pp
sd





p




-
p

p




-
p

-p



p

 < 

η = E−/E+

k =

(0, 0) (π, π)

η = 1

η < 1 Jij
sd Jij

pxpy

Jij
pyd dxy px py

px py dxy

图 6    原子在光腔中耦合高轨道态示意图 [167]　(a)原子被

陷俘在光腔中, 由一束不平衡因子  的横向泵浦

光驱动; (b)四方晶格的布里渊区示意图, 原子从动量态 

 被散射到   , 右侧上下两幅图分别为 p-轨道和 d-

轨道能带原子的动量分布图; (c), (d)腔模和泵浦光之间的

主要散射过程, 其引起了高轨道激发. 通过控制参数  

(c), 原子可以选择性地被散射到偶宇称的 d-轨道态 , 当

  (d), 原子被散射到奇宇称的 p-轨道态. 此处  ,   ,

和   分别表示 s-轨道和   -轨道 ,   -轨道和   -轨道 ,

s-轨道和   -轨道 ,    -轨道和   -轨道在格点 i 和格点

j 间由散射引起的轨道反转跃迁

η = E−/E+

k = (0, 0)

(π, π)

η

dxy
η = 1

η < 1 Jij
sd Jij

pxpy Jij
spx

Jij
pyd

dxy px py
px py dxy

Fig. 6. Populating  higher-orbital  states  with  ultracold

atoms in an optical cavity[167]: (a) Atoms are prepared in an

opticalcavity, pumped by a blue-detuned laser in the trans-

verse direction with an imbalance parameter    .

(b)  Brillouin  zone  of  the  square  lattice,  where  atoms  are

scattered from the quasimomentum state    to the

excite  state    ,  with  quasimomentum  distributions  for

the p- and d-orbital bands shown in right upper and lower

panels, respectively;  (c),  (d)  dominating  scattering   pro-

cesses of atoms induced by cavity, leading to higher-orbital

excitations.  By  controlling    ,  atoms  can  be  selectively

scattered  into  the  even-parity    -orbital  state  with  a

single node in both x and y directions for     (c), or in-

to the odd-parity p-orbital state with a single node only in

one direction for     (d). Here,    ,    ,    , and

   denote  cavity  induced  orbital-flip  hoppings  between

sites i and j for the s- and   -orbitals,   - and   -orbit-

als, s- and   -orbitals, and   - and   -orbitals, respect-

ively.
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py V̂2

px
py

射到   -轨道. 如图 6(d)[167] 所示,    在 x 方向是

奇宇称, 在 y 方向是偶宇称, 因此它只改变轨道在

x 方向的宇称, 从而将原子从 s-轨道散射到   -轨

道以及从   -轨道散射到 d-轨道. 有趣的是, 与红

失谐泵浦光体系超辐射相伴随着电荷-密度波的

出现不同, 在蓝失谐的腔中, 由于散射导致的轨道-

翻转隧穿, 自组织相的形成伴随着轨道-密度波的

出现.

总的来说我们发现在二维光晶格中, 通过改变

泵浦光的反射率, 原子可以被散射到偶宇称的 d-

轨道能带和奇宇称的 p-轨道能带, 形成稳定的高

轨道自组织超流相和莫特-绝缘相, 这提供了一种

新的调控高轨道现象的机制. 

5   光晶格中的高轨道玻色子体系研究
 

5.1    旋转对称性增强的 p 轨道玻色子自旋和
角动量的耦合

p̂νσ,r

r ν = x, y px py
σ = ↑, ↓

Φ̂ν,r = [p̂ν↑,r, p̂ν↓,r]
T

p轨道冷原子系统的实验实现给研究轨道

自由度提供了一个有利的工具 . 在轨道物理中 ,

一个有趣的方向是自旋-轨道耦合. 在之前的冷原

子实验中, 人们借助激光构建人工规范场, 从而

实现了冷原子系统中的自旋 -轨道耦合 [168−191].

自然而然地, 对于高轨道玻色系统, 其中的自旋自

由度和轨道自由度的相互作用会不会带来有趣的

物理效应 [192,193]? 本课题组首先研究了正方晶格中

的两组分 p能带玻色系统, 相较于之前的相关研

究 [71,72,77], 引入了自旋自由度 , 希望研究自旋角

动量与轨道角动量的相互作用 [194].    表示格

点   位置的湮灭算符,    表示   和   轨道

自由度,      表示不同的组分 (赝自旋). 为了

简便, 引入旋量   , 哈密顿量可

以写成 

Ĥ =
∑
r,m

t//Φ̂
†
m,rΦ̂m,r+em

−
∑
r,m

t⊥Φ̂
′†
m,rΦ̂

′
m,r+em

+ H.c.+
U0

2

∑
r

[
2

3
: n̂2 : −1

3
: L̂2

z : +
1

3
: Ŝ2 :

]

+
U2

2

∑
r

[
1

3
: n̂2 : −1

3
: L̂Ŝ2

z : +
(
: Ŝ2

z :−1

3
: Ŝ2 :

)]
,

(34)

t// t⊥ t//

其中, 平行或垂直两个最近邻格点方向的 p轨道

玻色子的跃迁振幅分别为  和  .   的旋量湮灭

Φ̂m,r ≡ [(p̂x↑,rex + p̂y↑,rey) · em, (p̂x↓,rex+
p̂y↓,rey) · em]T e1 = ex t⊥

Φ̂′
m,r ≡ [(p̂x↑,rex + p̂y↑,rey) · e′m,

(p̂x↓,rex + p̂y↓,rey) · e′m]T e′1 =

ey Uα=0,2 = cα

∫
d3rw4

µ wµ

U// = U0 + U2 U⊥ = U0−
U2

n̂ =
∑

µ
Φ̂†
µΦ̂µ L̂z =

[iΦ̂†
yΦ̂x + H.c.] Ŝ =

∑
µ
Φ̂†
µσΦ̂µ

L̂Ŝz =

[iΦ̂†
yσzΦ̂x + H.c.]

算符为  

 , 对应的单位矢量有   ,    的

旋量湮灭算符为  

 , 对应的单位矢量为 

 . 相互作用强度为   ,    为

局域万尼尔函数, 引入  和 

 , 分别对应于同组分相互作用和不同组分相互

作用 .    是粒子数密度算符 ,   

 和   分别是角动量

算符和自旋算符 , 自旋 -轨道耦合算符为  

 .

U⊥ = 0 U0 =

U2

px ± ipy
Φ̃±(q)=

∑
r
eiq·r·

[(−)
rx Φ̂x,r ± i (−)

ry Φ̂y,r]

1/
√
N↑!N↓![Φ̃

†
±↑ (0)]

N↑ [Φ̃†
±↓ (0)]

N↓ |0⟩

|0⟩ L̂z L̂Ŝz

当不同组分相互作用   或等效为  

 时, (34)式退化为与自旋无关的 p轨道玻色-哈

伯德模型 , 此时系统在弱相互作用时的基态正

是   的手征玻色凝聚 . 为了便于描述系统

的基态 , 引入角动量携带算符  

 , 此时系统的四重简并基

态可写为   , 其

中  是真空态. 按照算符  和  将基态表示为  [∑
r

(−1)rx+ry L̂z

] ∣∣χc
±
⟩
= ±N

∣∣χc
±
⟩
,

[∑
r

(−1)rx+ry L̂Ŝz

] ∣∣χs
±
⟩
= ±N

∣∣χs
±
⟩
, (35)

U2 = 0 L̂z L̂Ŝz

U2 ̸= 0

在   时,    和   的本征值是系统的好量子

数. 但当  时,  [
L̂z, Ŝ

2
]
= 0,

[
L̂Ŝz, Ŝ

2
]
̸= 0, (36)

|χc⟩ |χs⟩
|χs⟩

⟨L̂Ŝz⟩ =
±ρ

px + ipy
px − ipy

此时态   仍是守恒量, 而   则不再守恒. 由于

相互作用的调制, 系统的基态变成了  . 此时, 系

统的基态便出现了自发的自旋角动量耦合 

 , 称之为 SAI相 (spin angular-momentum inter-

wined superfluid). 在这种相中, 原子的轨道角动

量与自旋角动量锁定在了一起, 即自旋向上的原子

的轨道角动量为  , 自旋向下的原子的轨道

角动量锁定为  , 如图 7(a)[194] 所示.

为了证明上述的理论预测, 采用玻色动力学平

均场理论来计算系统基态 , 得到的基态相图如

图 7(d)和图 7(e)[194] 所示. 可以看出, SAI相是系

统处于超流态时的基态, 而在强相互作用区间的基

态分别是无序绝缘态 (UI)和有序绝缘态 (OI). 为

了证明 SAI态的鲁棒性, 分别计算了不同相互作
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U⊥/U//用比例   和不同的热涨落下, SAI相的相变

曲线, 如图 7(b)和图 7(c)[194] 所示. 同时计算了不

同的跃迁比例下, 整个系统的基态相图, 也证明了

SAI相的稳定性. 

5.2    六角光晶格中自旋诱导的轨道阻挫效应
研究

p轨道超冷原子提供了一个研究轨道自由度

和自旋自由度相互作用的理想平台, 但对于复杂的

晶格体系中的自旋、轨道自由度的相互作用仍然是

一个有趣的问题, 在复杂的晶格中, 由于晶格的几

何结构会带来阻挫效应, 这种阻挫效应会带来丰富

的物理现象 [78,195−201]. 本课题组进一步研究六角

晶格中两组分 p能带玻色系统, 探索不同的晶格

结构对这种自旋-轨道耦合现象的影响 [202]. 系统的

哈密顿量与 (34)式一样, 但是单位矢量需要做修

em e1,2 = ±
√
3

2
ex +

1

2
ey e3 = −ey

e′m e′1,2 = −1

2
ex ±

√
3

2
ey e′3 = ex

正, 其中  改为  和  ,

而   变成   和   , 具体

如图 8(a)[202] 所示.

Pσ,r = [⟨P̂x
σ,r⟩, ⟨P̂y

σ,r⟩, ⟨P̂z
σ,r⟩] P̂x

σ,r ≡
1

2

(
p̂†xσ,rp̂xσ,r − p̂†yσ,rp̂yσ,r

)
P̂y
σ,r ≡ 1

2

(
p̂†xσ,rp̂yσ,r−

p̂†yσ,rp̂xσ,r
)

P̂z
σ,r ≡ 1

2i
(p̂†xσ,rp̂yσ,r− p̂†yσ,rp̂xσ,r)

U// = U↑,↓ ⩾ U↑↓ = U⊥ > 0

n↑ + n↓ = 2

|ψ⟩ = 1√
2
(|px↑, py↓− |px↓, py↑⟩)

P↑,↓ = 0

首先研究在强相互作用下, 系统的基态量子相

的表征. 为了理解强关联区间的物理, 引入轨道极

化矢量   , 其中  

 ,  

 和     . 当

 , 最低的 Mott填充为

 , 此时在跃迁振幅为零的极限时, 系统

的单格点基态为     ,

说明在深的 Mott绝缘区系统没有轨道极化

 . 当略微增加跃迁振幅时, 可以通过二阶

微扰的方法得到一个有效哈密顿量. 为了强调相互
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图 7    (a) SAI相的示意图, 在 SAI相中, 由于自发的自旋-轨道耦合, 粒子的自旋自由度和轨道自由度相互锁定; (b)在不同相互

作用强度下, SAI相的稳定性; (c)在不同的温度下, SAI相的稳定性; (d)粒子数填充   时, 玻色动力学平均场方法得到的

两组分 p轨道玻色系统基态相图 , 相互作用强度设置为   ; (e)表为不同相之间序参量的表征 , 下左图和右图分别为

 和 10时, 不同填充数情况下基态相图, 下左图的插图为相变时序参量的变化. 相互作用强度设置为    [194]

⟨n⟩ = 2

U// = U⊥

t///t⊥ = 1 10

U// = U⊥

Fig. 7. (a)  Pictorial  illustration  of  SAI  order.  In  presence  of  spontaneous  spin  angular-momentum  coupling,  the  phase  of  spatial

wave-function is entangled with the internal degrees of freedom of an atom in each optical lattice site. (b) Stability of SAI order

against interaction quantum fluctuations. (c) Stability of SAI order against thermal fluctuations. (d) Phase diagram of the spinful p-

orbital system with an even integer filling. The phase diagram is obtained via BDMFT. The atomic filling is fixed at    , we

set   . (e) Table is the characterization of different quantum phase. Left and right picture are phase diagrams of spinful p-

orbital bosons at generic fillings for    and   . The inset in left shows the evolution of the order parameters. We use in-

teraction strengths    [194].
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↓
↑ t// ≈ t⊥

作用的效应, 冻结自旋-  的自由度, 而仅考虑自

旋-  组分, 在  时, 得到有效哈密顿量为 

Ĥeff =
∑

m,r∈A

JxP̂x
↑,rP̂x

↑,r+em
, (37)

Jx < 0 P̂↑,r em

↑
其中,    ,    是与键的方向   相关的. 自

旋-  的有效自旋模型说明, 在缺少自旋自由度的

时候, 强关联区间 Mott相应是一个反铁磁性, 而

自旋自由度将会诱导出平面内的轨道阻挫相, 如

图 8(b)[202] 所示. 在跃迁振幅为零时, 系统是无轨

道极化的自旋单态, 而在强关联区间的量子相是轨

道阻挫相, 说明在Mott绝缘态时也存在一个相变.

t// ≈ t⊥

P2 ̸= 0

Q± =

±4π
9

(e1 − e2)

P2 = 0

P2 ̸= 0

ρc ̸= 0

为了验证上述结果, 采用实空间玻色动力学平

均场方法进行数值计算, 得到的结果如图 8(c)[202]

所示. 在Mott绝缘区, 当  时, Mott相表征

为  的 sMI相 (spin-orbital interwined Mott-

insulating), 对应的动量空间密度凝结在  

 , 见图 8(d)[202]. 系统还存在两个量

子相, 一个是Mott区的无轨道极化  的 uMI

相 (unordered Mott-insulating), 另一个是  

和  的 sSF相 (spin-orbital intertwined super-

fluid). 

6   结论与展望

n = 1

n = 2

本文主要回顾了本课题组利用玻色动力学平

均场理论对光晶格中强关联玻色体系进行的一系

列研究. 主要结果可以概括为: 基于 BDMFT计算

了三维光晶格中自旋-1超冷玻色气体在零温和有

限温下的相图, 发现了自旋单态凝聚相的存在, 并

观察到超流体可以通过一阶 (二阶)相变被加热成

具有偶 (奇)填充的莫特绝缘体. 在存在磁场时, 基

态简并被打破, 体系中存在非常丰富的量子相, 如

向列相、铁磁相、自旋单态绝缘相、极化超流以及

轴对称破缺超流, 此外还观察到了多步凝聚. 进一

步计算了自旋-1碱金属原子与自旋-0碱土金属原

子混合体系的零温相图, 发现系统表现出非零磁性

长程序, 当填充数  时表现为二阶莫特绝缘-超

流体相变, 当填充数   时, 表现为一阶莫特绝

缘-超流体相变, 还观察到了由于质量不平衡带来

的两步莫特绝缘-超流体相变. 在对长程相互作用

的研究中, 首先利用里德伯原子进行了研究, 发现

了两种不同的超固体相, 随后在原子与高精细腔耦

合的体系中通过控制泵浦光的反射, 实现了耦合到

不同轨道的超辐射相. 最后对高轨道玻色体系进行
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图 8    (a)左图为二维六角晶格的几何结构, 晶格的格矢为   , 右图为晶格的第一布里渊区. (b)强关联区间轨道极化矢量   在

实空间的分布图 . 左图为无自旋玻色子的 Ising型结构 , 中间和右图分别为自旋向上、自旋向下玻色子的平面内轨道涡旋结构 .

(c)粒子填充数   时, 实空间玻色动力学平均场得到的两组分六角晶格 p轨道玻色系统多体基态相图. 左图和右图的相互

作用分别为   和   . 右图的插图为右图灰色垂直线路径下, 序参量的相应变化. (d)不同自旋组分在

动量空间下密度的分布 [202]

em

P

⟨n⟩ = 2

U↑ = U↓ = U↑↓ U↑ = U↓ = 2U↑↓

nσ,k

Fig. 8. (a) Geometry of two-dimensional hexagonal lattice with lattice vector    (left), and the first Brillouin zone (right). (b) Cartoons

of  real-space  orbital  polarization      for  strongly  interacting  many-body  phases  in  p-orbital  bands  of  the  two-dimensional  (2D)

hexagonal lattice, where left picture is spinless bosons demonstrate out-of-plane Ising-type orbital order, middle and right are spin-

ful case in-plane orbital textures. (c) Hopping-dependent phase diagrams of spinful bosonic gases in p-orbital bans of a 2D hexagon-

al  lattice  for  fixed  filling    ,  obtained  via  real-space  bosonic  dynamical  mean-field  theory.  The  left  and  right  are  set

   and    . Inset  picture  is  the  evolution  of  order  parameter  along  the  gray  vertical  line.  (d)  Mo-

mentum-space distributions of density   [202].
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了研究, 首先在正方晶格中提出了一种基于多体关

联和自发对称性破缺的自旋-轨道角动量耦合的新

机制, 然后在六角晶格中研究了阻挫效应, 基于对

称分类, 发现轨道阻挫和强相互作用之间的相互作

用导致了奇异的莫特绝缘相和自旋轨道交织的超

流体相.

总的来说, 基于 BDMFT对光晶格中超冷玻

色体系的自旋自由度、轨道自由度和长程相互作用

进行了研究, 这些体系中存在丰富的量子相, 以及

自旋-轨道角动量耦合效应、阻挫效应等, 揭示了丰

富的量子多体物理现象. 目前我们的研究还只是对

稳态的研究, 在未来的研究中, 将发展非平衡动力

学平均场理论, 对光晶格中的强关联非平衡体系进

行研究.
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Abstract

n = 1

n = 2

With  the  development  of  atomic  cooling  technology  and  optical  lattice  technology,  the  quantum system

composed of optical lattice and ultracold atomic gas has become a powerful tool for quantum simulation. The

purity  and  highly  controllable  nature  of  the  optical  lattice  give  it  a  strong  regulatory  capability.  Therefore,

more  complex  and  interesting  physical  phenomena  can  be  simulated,  which  deepens  the  understanding  of

quantum many-body physics. In recent years, we have studied different Bose systems with strong correlations in

optical lattice based on the bosonic dynamical mean-field theory, including multi-component system, high- orbit

bosonic  system,  and  long-range  interaction  system.  In  this  review,  we  introduce  the  research  progress  of  the

above  mentioned.  Through  the  calculation  by  using  bosonic  dynamical  mean-field  theory  which  has  been

generalized  to  multi-component  and  real  space  versions,  a  variety  of  physical  phenomena  of  optical  crystal

lattice  Bose  system in  weak  interaction  intervals  to  strong  interaction  intervals  can  be  simulated.  The  phase

diagram  of  spin-1  ultracold  bosons  in  a  cubic  optical  lattice  at  zero  temperature  and  finite  temperature  are

drawn.  A spin-singlet  condensate  phase  is  found,  and it  is  observed that  the  superfluid  can be  heated into  a

Mott insulator with even (odd) filling through the first (second) phase transition. In the presence of a magnetic

field,  the  ground state  degeneracy  is  broken,  and there  are  very  rich  quantum phases  in  the  system,  such as

nematic  phase,  ferromagnetic  phase,  spin-singlet  insulating  phase,  polar  superfluid,  and  broken-axisymmetry

superfluid.  In addition,  multistep condensations are also observed.  Further,  we calculate the zero-temperature

phase diagram of the mixed system of spin-1 alkali metal atoms and spin-0 alkali earth metal atoms, and find

that the system exhibits a non-zero magnetic ordering, which shows a second-order Mott insulation-superfluid

phase transition when the filling number is    , and a first-order Mott insulation-superfluid phase transition

when  the  filling  number  is    .  The  two-step  Mott-insulating-superfluid  phase  transition  due  to  mass

imbalance  is  also  observed.  In  the  study  of  long-range  interactions,  we  first  use  Rydberg  atoms  to  find  two

distinctive  types  of  supersolids,  and  then  realize  the  superradiant  phase  coupled  to  different  orbits  by

controlling the reflection of the pump laser in the system coupled to the high-finesse cavity. Finally, we study

the  high-orbit  Bose  system.  We  propose  a  new  mechanism  of  spin  angular-momentum  coupling  with  spinor

atomic  Bosons  based  on  many-body  correlation  and  spontaneous  symmetry  breaking  in  a  two-dimensional

optical  lattice,  and  then  study  the  orbital  frustration  in  a  hexagonal  lattice.  We  find  that  the  interaction

between orbital  frustration and the strong interaction results  in exotic Mott and superfluid phases with spin-

orbital intertwined orders.
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