
 

专题: 磁约束等离子体中的高能量粒子

径向电场对离子温度梯度模稳定性的影响*
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为了理解托卡马克装置中给定径向电场对离子温度梯度模 (ITG)稳定性的影响, 基于非线性回旋动理

学理论和气球模表象推导了环位形下包含径向电场引起的极向流和密度扰动影响的 ITG的本征模方程, 并

分别在长/短波长极限下研究了高能量粒子诱发测地声模 (EGAM)所伴随的径向电场对 ITG的本征频率、

增长率和平行模结构的影响. 不仅对该本征模方程进行了理论研究, 还使用本征矩阵法对其进行数值求解,

以便对理论结果进行验证. 研究发现 EGAM伴随的电场引起的极向转动会大幅降低 ITG的增长率, 而极向

模数 m = 1的密度扰动对 ITG的线性稳定性影响很小. 这一结果与一般认为的带状流通过极向流剪切抑制

湍流的结果是一致的. 除此之外, 使用本文发展的一般性方法也可以研究高能量粒子激发的阿尔芬不稳定性

与漂移波湍流通过阿尔芬不稳定性激发带状结构发生的间接非线性相互作用, 即带状结构所伴随的径向电

场通过极向转动和密度扰动影响 ITG的稳定性. 该间接非线性通道可以作为对主导背景等离子体输运的微

观湍流和主导高能量粒子输运的阿尔芬不稳定性之间的直接相互作用通道的补充.

关键词：离子温度梯度模, 径向电场, 高能量粒子诱发测地声模, 非线性回旋动理学理论

PACS：52.35.Kt, 52.35.Mw, 52.25.Fi, 52.55.Fa 　DOI: 10.7498/aps.72.20230798

 

1   引　言

由磁约束聚变装置中普遍存在的压强梯度驱

动的漂移波湍流 (drift wave, DW)被认为是引起

等离子体反常输运的可能原因之一 [1], 从而导致等

离子体约束性能降低. 在众多漂移波模式中, 由离

子温度梯度驱动的离子温度梯度模 (ion-tempera-

ture gradient driven mode, ITG)是被研究得最多

的漂移波之一, 这是由于它会造成离子的热输运,

而离子的约束对于未来磁约束装置极为重要. 因

此, 需要对 ITG的线性稳定和非线性饱和机制进

行研究. 其中, ITG非线性饱和机制的研究对提升

磁约束聚变装置的热离子约束性能和加深对低-高

约束模转换的理解具有重要意义.

E ×B

E ×B

径向电场引起的  极向剪切流可以破坏

ITG的径向相干结构, 从而降低其幅度及相应的

离子热输运 [2]. Hahm等 [3] 通过两点非线性理论分

别研究了大纵横比或有限纵横比的托卡马克位形

中的   极向剪切流对湍流的抑制作用, 并发

现当流剪切率大于背景湍流的去相关率时 (正比于

增长率), 湍流就会被大幅抑制. 随后, 他们还发现

虽然极向流的振荡分量 (如本文中重点讨论的测地

声模)对剪切率的贡献很大, 但是它对背景湍流的

抑制效果不如零频带状流. 这可能是由于有限频率

的剪切流在湍流涡旋还未被扭曲时就改变方向, 从

而使其平均效果没有零频分量强. 但是, 这些径向

电场与 DW相互作用的模型都没有包含可能会产

生定性影响的环耦合效应. 因此, 需要研究环耦合

效应存在时, 径向电场对 ITG稳定性和平行模结

构的影响.
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 12275236, 12261131622)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: zqiu@zju.edu.cn

© 2023 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 21 (2023)    215217

215217-1

http://doi.org/10.7498/aps.72.20230798
mailto:zqiu@zju.edu.cn
mailto:zqiu@zju.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


m ≈ 0

这些径向电场有多种来源, 包括湍流自发激发

的带状流 (zonal flows, ZFs)和外源产生的径向电

场. 带状流是环向模数 n = 0、极向模数   的

介观尺度径向电场. 它包含零频带状流 (zero-frequ-

ency ZF, ZFZF)和有限频率的测地声模 (geodesic

acoustic mode, GAM). ITG可以通过非线性雷诺

胁强自发激发带状流, 这是 ITG非线性饱和的重

要通道. 在该过程中 ITG一方面会将一部分能量

非线性地传递给带状流, 另一方面, 也会被带状流

散射到线性稳定的短波长区间 [4,5]. 因此, ITG具有

自调制的过程, 即 ITG自发激发的带状流会对 ITG

自身性质产生影响. 另外, 未来及现有的众多托卡

马克中通过中性束加热或聚变反应产生的高能量

粒子 (energetic particle, EPs)对自持燃烧具有重

要意义. 由于 GAM具有有限频率, 可被速度空间

各向异性的高能量粒子共振激发, 即高能量粒子

诱发测地声模 (energetic-particle-induced GAM,

EGAM)[6−9]. 由于带状流可以通过非线性雷诺胁强

抑制湍流, Qiu等 [10] 提出用中性束注入激发EGAM,

进而对湍流进行主动控制. 但是, Zarzoso等 [11] 的

回旋动理学模拟表明, EGAM被 EPs注入激发后,

反而将 ITG湍流从 Dimits临界稳定区间中激发

起来 [12], 从而破坏等离子体约束, 这与人们普遍

认为的带状流抑制湍流的图像矛盾. 一个可能的

机制是, 对于临界稳定的背景湍流, 当 EGAM被

EPs强烈激发时, 耦合的非线性系统将会把能量传

递给背景湍流, 这一机制可类比化学中的勒夏特列

原理 [5,13,14].

√
TE/Ti ≫ 1

vA = B/
√
4πρ

除此之外, EPs的特征拉莫半径尺度与 ITG

湍流尺度之比    (其中 TE 为 EP温度,

Ti 为离子温度), 因此之前都认为 EPs和微观湍流

之间的相互作用较弱. 同时, 未来燃烧等离子体中

产生的 α粒子的速度抛射角各向同性, 因此, EGAM

与湍流之间的相互作用和主要依靠 α粒子加热的

燃烧等离子体不完全相关. 但是大量实验 [15,16] 和

模拟结果发现 EPs的注入可能会对湍流幅度进行

调制, 使得背景等离子体约束改善 [17−19]. 针对这一

现象, 人们提出了各种假说, 其中高能量粒子直接

或间接产生的径向电场可能会在其中发挥重要作

用. 一方面, EPs可以通过轨道损失机制直接产生

边缘径向电场 [20], 以此抑制湍流及其输运, 并可能

导致低-高约束模转换. 另一方面, 未来的燃烧等离

子体中, EPs的速度接近阿尔芬速度  ,

ρ = nimi其中   为等离子体质量密度 (mi 是离子质

量, ni 是离子密度), 因此会激发各种阿尔芬本征模

式 (Alfvén eigenmodes, AEs)[21] 或高能量粒子模

(energetic particle mode, EPM)[22]. 这些阿尔芬本

征模式可能通过参量衰变或调制不稳定性激发带

状结构 (zonal structures, ZSs)[23,24], 并通过带状结

构与 ITG发生间接相互作用. 这一间接非线性相

互作用通道与二者的直接相互作用通道一起构成

了主导热等离子体输运的微观湍流和主导高能量

粒子输运的阿尔芬湍流的非线性相互作用图像 [25].

因此, 在环位形中研究 ITG与径向电场, 尤其是与

高能量粒子激发的径向电场之间的非线性相互作

用对理解 ITG的非线性饱和, 以及ITG与 AEs之

间的间接相互作用都具有重要意义.

综上所述, 本文基于非线性回旋动理学理论在

环位形中研究给定的径向电场对 ITG“线性”稳定

性的影响. 首先推导了描述一般径向电场影响下

的 ITG“线性”局域本征模方程, 并将其变换到气

球模空间以便对环耦合效应进行处理. 这里的局域

指本文只考虑沿磁力线的平行模结构, 并且包含了

环效应和平行可压缩性, 但忽略了径向波包效应.

研究发现, 在本模型中, 径向电场通过密度扰动和

电势扰动引起的极向转动对 ITG的线性稳定性产

生影响. 为了契合本文的主题, 我们以 EGAM的

径向电场为例进行了具体分析. 研究发现无论在短

波长还是长波长极限下, EGAM的电势扰动引起

的极向转动都会使得 ITG的线性增长率和实频的

绝对值大幅降低. 与此同时, EGAM的密度扰动

对 ITG的线性稳定性影响较小. 本文的结构安排

如下: 第 2节引入一般理论模型; 第 3节在短波长

和长波长极限下求解并分析 ITG的本征模方程;

第 4节给出简单的总结和讨论. 本文发展的一般模

型, 适用于频率远低于 ITG频率的径向电场对其

稳定性的影响, 因此, 不仅适用于研究线性激发的

带状流对 ITG稳定性的影响, 也可以应用于理解

平衡的平均流与湍流的相互作用, 还可以应用于高

能量粒子激发的阿尔芬不稳定性与漂移波湍流通

过带状流结构的“间接”相互作用. 

2   基本模型

为了突出径向电场对 ITG稳定性的影响, 本

文采用具有同心圆磁面的托卡马克位形, 并使用
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B = B0[(1−
ε cos θ)eξ + εeθ/q] ε ≡ r/R

q ≡ rBξ/(RBθ)

∆r = 1/(nq′)

右手系 (r, θ, ξ), 其中 r, θ和 ξ分别是小半径、极

向和环向角. 在此位形中, 平衡磁场由 

 给出, 其中   是逆环径比,

R 是大半径,    是安全因子, 它代表

磁力线在极向和环向环绕的圈数之比. 由于 ITG

一般具有较高的环向模数 n, 平衡参数剖面 (密度、

温度等)的特征长度远大于有理面之间的距离

(  ), 因此可以将扰动电势写为 

δϕ = einξ−iωt
∑

j
Φ̂(s− j)e−i(m0+j)θ, (1)

s ≡ (r − r0)/∆r = nq −m0

∆r = 1/(nq′) q′ =

∂q/∂r r0

nq(r0)−m0 = 0 m0

Φ̂

其中,    表示用相邻有理

面间距离   归一化的径向坐标 ,   

 表示安全因子的径向梯度,   为参考磁面的

径向位置, 它满足   , 且满足   为

远大于 j 的整数;   表示 ITG的径向精细结构.

ηi ≡ Lni/LTi → ∞ Lni ≡ −ni/(∂ni/∂r)

LTi ≡ −Ti/(∂Ti/∂r)

ITG和 EGAM都是频率远低于回旋频率的低

频扰动, 因此二者之间的非线性相互作用可用非线

性回旋动理学理论进行研究. 为了更加关注离子温

度梯度模的物理, 这里假设托卡马克密度剖面是平

的, 即  , 其中  ,

 分别为密度和温度不均匀性的

特征长度. 同时, 假设在高约束模等离子体的台基

区内, 径向电场的频率一般远低于 ITG的频率. 描

述 ITG离子响应的非线性回旋动理学方程由下式

给出:  (
ω − k//v// + ωD + kθvθ

)
δHI

=
e

Ti
J0
(
ω − ωT

∗i
)
F0iδϕI

− i
c

B0
b0 ×∇δϕI · ∇δHE. (2)

k// ≡ (nq −m) / (qR) ωD ≡
2ωdC(x2

⊥/2+x2
//) ωd≡kθcTi/(eBR)

x⊥ ≡ v⊥/vti x// ≡ v///vti vti ≡√
2Ti/mi C ≡ cos θ−

kr sin θ/kθ
δH

J0 (k⊥ρi)

ρs = msv⊥,sc/(eB)

F0i

ωT
∗i ≡ ω∗T i(x

2
⊥ + x2

// − 3/2)

ω∗T i ≡ kθcTi/(eBLTi)

其中 ,    是平行波数 ;   

 为磁漂移频率,   ,

 和   分别为由热速度  

 归一化的垂直和平行速度 ,   

 中第一二项分别表示法曲率和测地曲率,

c 表示光速;    为粒子扰动分布函数的非绝热分

量;   为零阶贝塞尔函数, 它体现了有限拉

莫尔半径效应, 其中   是粒子种

类 s 的拉莫尔半径 (s = i, e);   是离子的平衡分

布函数;    是平密度极限

下的粒子逆磁漂移频率, 且   ;

b0 为平衡磁场单位矢量. 另外, 方程 (2)左边的最

后一项为径向电场引起的极向旋转对应的多普勒

∝ kθvθ vθ ≡ −cb0 × ∂rδϕE/B0

E ×B

∝ δϕIδHE

频移 (  ), 其中    为径向

电场的  漂移速度. 相比之下, 方程 (2)右边

最后一项代表径向电场的密度扰动 (  ).

本文中, 下标“E”和“I”表示与径向电场和 ITG相

关的量. 非线性回旋动理学方程由电荷准中性条件

进行闭合: 

eN0δϕ
Te

+ ⟨δHeJ0⟩ = −eN0δϕ
Ti

+ ⟨δHiJ0⟩, (3)

⟨·⟩
N0

k//v//,e≫ω ∼ ω∗T i≫
ωd k//v//,i

δHI,e = 0

其中, 左右两边的第一项分别为电子和离子的绝热

响应, 即对应无惯性的玻尔兹曼分布,   代表速度

空间积分,    表示粒子数密度, Ts 表示粒子 s 的

温度. 典型的 ITG模通常满足 

 ,    , 即忽略电子的惯性, 其扰动分布函数

的非绝热分量  . 在该量级下, 离子的扰动

分布函数的非绝热分量为 

δHI,i ≈
Λ

ω

[
−
(

e

Te
+

e

Ti

)
F0iδϕE + δHE

]
δϕI

+
e

Ti
J0F0i

(
1− ωT

∗i
ω

)(
1 +

k//v//

ω

+
k2//v

2
//

ω2
− ωD

ω
+ · · ·

)
δϕI, (4)

Λ ≡ ickrkθ/B0

k2⊥ = k2θ − ∂2/∂r2

其中,    为非线性耦合系数. 将 ITG

的离子非绝热响应 (4)代入准中性条件 (3), 即可

得到 ITG的色散关系. 同时, 垂直波数可以分解为

径向和极向分量, 即   , 则第 j 个

极向模式在实空间内的本征模方程可写为  (
bθ ŝ

2 d2

dz2
− 1

τ (1 + ω∗T i/ω)
− bθ +

k2//v
2
ti

2ω2

)
Φ̂z

=
ωd

ω

[
Φ̂z+1 + Φ̂z−1 + ŝ

d
dz

(
Φ̂z+1 − Φ̂z−1

)]

+
Λ

(ω + ω∗T i)

[(
1 +

1

τ

)
δϕE −

⟨
TiδHE,i

eN0

⟩]
Φ̂z.

(5)

ŝ ≡ r (∂q/∂r) /q τ≡Te/Ti

bθ ≡ k2θρ
2
ti/2 z ≡ s− j =

nq −m

⟨δHE,i⟩

sin θ cos θ

在方程 (5)中,   是磁剪切,  

是电子和离子温度之比,   ,  

 . 方程 (5)右边第一项为磁漂移引起的相邻

极向模式之间的环耦合效应, 这是托卡马克这样的

环形磁约束装置上特有的效应. 另外, 离子对径向

电场的非绝热响应  可能也有极向不均匀性,

因此可能造成额外的环耦合. 例如, 对于本文研究的

EGAM来说, 其密度扰动在环向截面为上下反对称,

正比于   , 而 ZFZF的密度扰动正比于   
[26].
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∆r

Lni LTi

方程 (5)是一个涉及径向和极向的二维微分-差分

方程, 很难进行理论分析. 为了更好地研究环耦合

效应带来的影响, 采用气球模表象将方程 (5)分解

为两个耦合的一维本征值方程, 即描述 ITG平行

模结构的方程和缓变的径向包络的方程. 气球模表

象基于平移不变性, 即有理面之间的距离  远小

于等离子体平衡参数变化的尺度   或   , 可以

认为不同有理面上的极向分量的模结构形状一致.

此时, 扰动电势可以写为傅里叶积分的形式: 

δϕ=e−iωteinξA(r)
∑
m

e−imθ

∫
Φ(η)ei(nq−m)ηdη, (6)

η ∈ (−∞,+∞) Φ(η)

其中, η为沿磁力线的极向坐标, 又被称为扩展极

向角, 其取值范围为   ;    为 ITG

的平行模结构; A(r)为极向分量的缓变径向包络.

本文将基于局域模型研究 ITG的径向模结构, 并

不包含其径向波包效应 [27], 因此也不会涉及 EGAM

的全局模结构 [8]. 基于 (6)式给出的傅里叶积分形

式, ITG在气球模空间的本征模方程可写为 

d2Φ (η)

dη2
+ q2Ω2b

[
τΩ

1 + τΩε
1/2
Ti

+ b
(
1 + ŝ2η2

)
+

2

Ω
(cos η + ŝη sin η) + (1 + τ)∆EδϕE

−τ∆E

⟨
TiδHE,i

eN0

⟩]
Φ (η) = 0. (7)

Ω ≡ ω/(τ
√
ω∗T iωd) b ≡ τbθ/

√
εTi εTi ≡

LTi/R ∆E ≡ Λ/[ω∗T i
√
εTi

(
1 + τΩ

√
εTi

)
]

m = 0 m = 1

(7)式中使用了文献 [28]中的一系列归一化参

量 ,  即   ,    ,   

 和   . 上述的

推导过程没有假定径向电场的形式, 只要求径向电

场的振荡频率远低于 ITG的频率, 因此方程 (7)

普遍适用各种给定的径向电场. 为了研究由 EP激

发的 EGAM的径向电场对 ITG湍流“线性”稳定

性的影响, 同时也是作为对文献 [29]的推广, 本文

将采用 EGAM形式的径向电场. GAM的离子非绝

热响应中  和  的分量占主导地位: 

δHE,i=
eF0iδϕE

Ti

[
1− ωDr

ωG

(
x2
⊥
2

+ x2
// + τ

)]
. (8)

m = 0 δϕE = δϕE

(·)≡
∫ 2π

0

(·)dθ/2π

ωG =
√
7/4 + τvti/R

ωDr = 2ωdr sin θ

ωdr ≡ krcTi/(eBR)

同时, 只取电势扰动   的分量, 即     ,

其中,   代表磁面平均量. 在方程 (8)

中 ,    是 GAM最低阶的实频 ,

测地曲率的贡献由磁漂移频率     引

入, 其中  . 

3   径向电场对 ITG线性稳定性的影响

基于方程 (8)给定的 EGAM的径向电场, 方

程 (7)可进一步写为如下类薛定谔方程的形式: 

d2Φ
dη2

+ q2Ω2b

[
τΩ

1 + τΩε
1/2
Ti

+ b
(
1 + ŝ2η2

)
+∆EδϕE

+
2

Ω
(cos η + ŝη sin η) +∆′

EδϕE sin η
]
Φ = 0, (9)

∆EδϕE ∆′
EδϕE

m = 1 ∆′
E≡(2ωdr/ωG) τ(1+

τ)∆E

(1 + ŝ2η2)

(cos η + ŝη sin η)

式中 ,    是静电势的贡献 ,    为 EGAM

的  密度扰动的贡献, 其中 

 . 方程 (9)是一个典型的一维本征值方程, 它

主要包含由有限拉莫半径效应引起的缓变抛物线

势阱  和由环效应引起的快变周期性势阱

 , 以及径向电场引入的修正. 下面

将分别在短波长和长波长极限下解析求解方程 (9),

以得出其最不稳定模的模结构和本征值. 另外, 会

用本征矩阵法对方程 (9)直接进行数值求解, 以便

与理论结果进行对照. 

3.1    短波长极限

b1/2 b∼O(1)

sin η

∆η ≪ 1

从文献 [28]可知, ITG的平行模结构在实空间

的宽度正比于  , 这说明短波长极限下 (  ),

ITG的模结构在径向较宽, 相邻极向模式之间的

耦合较强, 即在气球模空间中局域在 η = 0附近,

形成气球模结构. 因此, 短波长极限也被称为强耦

合/气球近似 (strong coupling/ballooning approxi-

mation). 在这一近似下, 周期性势阱可在 η = 0附

近泰勒展开. 值得注意的是, EGAM正比于  的

贡献会改变原方程的偶对称性, 从而使 ITG的本

征模结构不再关于 η = 0对称. 当偏离过大时, 上

述在原点附近进行的展开将可能不再适用. 这里先

验地假设该偏离  , 从而使得上述展开依然

有效. 此时, ITG的本征模方程可写为 

d2Φ
dη2

+ q2Ω2b

[
τΩ

1 + τΩε
1/2
Ti

+ b+
2

Ω
+∆EδϕE

+

(
bŝ2 +

2ŝ− 1

Ω

)
η2 +∆′

EδϕEη

]
Φ = 0. (10)

η′ = η +∆η

η′ = αη̂ ∆η =

∆′
EδϕE/[2bŝ

2 + 2(2ŝ− 1)/Ω]

方程 (10)可通过平移变换  和尺度

变换  改写为标准的韦伯方程, 其中,  

 表示 ITG的平行模结

构相对 η = 0的偏离值. 尺度变换到韦伯方程的

条件为 
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α2q2Ω2b

{
τΩ

1 + τΩε
1/2
Ti

+ b+
2

Ω
+∆EδϕE

− ∆′
EδϕE

4 [bŝ2 + (2ŝ− 1)/Ω]

}
= λ, (11)

 

q2Ω2b

(
bŝ2 +

2ŝ− 1

Ω

)
α4 = −1, (12)

λ = (2l + 1)其中,    为该本征值方程的本征值, l 为

非负整数. 将方程 (11)代入方程 (12)即可得出能

级为 l 的本征态的色散关系: 

q2Ω2b

{
τΩ

1 + τΩε
1/2
Ti

+
2

Ω
+ b+∆EδϕE

−
(
∆′

EδϕE
)2

4 [bŝ2 + (2ŝ− 1) /Ω]

}2

+ (2l + 1)2
(
bŝ2 +

2ŝ− 1

Ω

)
= 0. (13)

此时, 韦伯方程中的谐振子势阱存在一系列本

征值和本征函数, 如图 1所示. 从图 1(a)和图 1(b)

Φ(η) = exp[−σ(η +∆η)2]

可以看出, 无论是否存在径向电场, 最不稳定的本

征态 (本征值虚部最大)都是 l = 0的基态, 其本征

函数由高斯函数给出为   ,

其中 

σ =
q2

2

(
τbΩ3

1 + τΩε
1/2
Ti

+ 2bΩ + b2Ω2

)

+
q2Ω2b

2

{
∆EδϕE −

(
∆′

EδϕE
)2

4 [bŝ2 + (2ŝ− 1) /Ω]

}
.

∆η = 0

∆η ̸= 0

∆η ≪ 1

因此 , 在不存在径向电场时 (  ), ITG

的基态本征模在气球模空间的平行模结构是局域

在原点附近的高斯函数, 其宽度正比于 1/b, 即实

空间模宽度正比于 b; 相反, 在系统中存在有限的

径向电场时 (  ), ITG的平行模结构相对原

点有有限的偏移, 如图 2所示. 此外, 从图 2发现

由 EGAM引起的 ITG平行模结构的偏移  ,

这说明了前文中将势阱在 η = 0附近展开的自洽

性. 同时, 基态对应的色散关系 (l = 0)为 

q2Ω2b

{
τΩ

1 + τΩε
1/2
Ti

+
2

Ω
+ b+∆EδϕE

−
(
∆′

EδϕE
)2

4 [bŝ2 + (2ŝ− 1) /Ω]

}2

+

(
bŝ2 +

2ŝ− 1

Ω

)
= 0. (14)

色散关系 (14)除了大括号里的最后两项表示由

EGAM的径向电场引起的修正, 其他项与文献 [28]
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图 1    短波长极限下,   (a)和  (b)时, ITG本

征值的实部 (  )和虚部 (  )的分布 . 在两种情况下 , 最

不稳定的都是 l = 0的基态

Ωr Ωi

eδϕE/Ti = 0

0.1

Fig. 1. Distribution  of  the  real  (  )  and  imaginary  (  )

parts  of  eigenvalues  of  ITG  when      (a)  and

   (b)  in  the  short-wavelength  limit.  In  both  cases,  the

ground state with l = 0 is the most unstable eigenstate.
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eδϕE/Ti = 0.1图 2    短波长极限下 ,   和 0时 , ITG最不稳

定的基态的平行模结构 . 其中 , 蓝色实线表示径向电场为

零时 ITG的模结构, 红色虚线表示有限径向电场时 ITG的

模结构

eδϕE/Ti = 0 eδϕE/Ti = 0.1

Fig. 2. Mode  structure  of  the  most  unstable  mode  of  ITG.

The blue solid and red dashed lines represent the cases with

  and   , respectively.
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中的 ITG线性色散关系一致. 通过求解基态色散

关系 (14), 可以得到基态本征值的解析解, 它的实部

和虚部分别为 ITG的实频和增长率; 同时, 本文也

使用本征矩阵法直接求解方程 (9)从而得到本征值

的数值解, 并将二者所得的结果进行比较. 图 3(a)

和图 3(b)分别是 ITG的增长率和实频对 EGAM

幅度的依赖关系, 可以看到红线代表的理论解和蓝

线代表的数值解符合得很好. 从图 3(a)可以看出,

当径向电场从 0增强到 0.1时, ITG的增长率大幅

下降约 50%, 同时, 实频的绝对值也下降约 50%.

从方程 (2)可知, 径向电场对 ITG稳定性的影响

有两个通道: 一是电势扰动引起的极向旋转; 二是

密度扰动. 为了研究两个效应各自对 ITG增长率

降低的贡献, 可在研究一个效应时将另一个效应关

闭. 首先, 当开启密度扰动, 同时关闭电势扰动时,

ITG的增长率基本不随 EGAM幅度变化而变化,

如图 4中的绿色实线所示. 考虑相反的情形, 即只

包含极向旋转的影响而不包含密度扰动时, ITG

的增长率与将二者都包含的情况十分接近, 分别如

图 4中的红色虚线和蓝色实线所示. 综上, 我们发

现径向电场的电势扰动 (即极向旋转 )是引起

ITG增长率下降的主要原因.
 

3.2    长波长极限

b ≫ 1

b ≲ 1

η ∼ O(1)

3.1节讨论的强耦合近似要求   , 这是一

个很强的约束条件. 当 b 逐渐减小时, ITG极向分

量的径向宽度也逐渐减小, 因此在  的长波长

极限下, 强耦合近似不再成立. 由于在长波长近似

下 ITG极向分量的实空间宽度很小, 相邻极向分

量之间的耦合相比强耦合近似弱, 因此也被称为中

等/弱耦合近似. 长波长近似下存在平板 ITG和环

形 ITG两个分支, 而本文更关注激发阈值更低的

环形分支. 环形 ITG的平行模结构是环效应引起

的快变势阱 (  )的响应和慢变的平衡剖面
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eδϕE/Ti

Cs/LTi

C2
s = 2Te/mi εTi =

0.2 b = 1

图 3    短波长极限下, ITG的增长率 (a)和实频 (b)与EGAM

幅度   的关系 . 蓝色圆点表示直接数值求解本征值

方程 (9)得到的数值解, 红色叉号表示求解基态色散关系 (14)

得到的理论解 . 实频和增长率都是用   进行归一化 ,

其中,   表示声速; 这两幅图所用的参数为 

 ,  

eδϕE/Ti

Cs/LTi C2
s = 2Te/mi

εTi = 0.2 b = 1

Fig. 3. Dependence of  the  growth  rate  (a)  and  real   fre-

quency (b) of ITG on the amplitude of EGAM     in

short-wavelength limit.  The  blue  circles  represent  the   nu-

merical  value  obtained  by  directly  solving  the  eigenmode

equation (9); while the red crosses represent the theoretical

value obtained by solving the dispersion relation (14). The

real  frequency  and  growth  rate  of  ITG  are  normalized  to

 ,  with      representing  sound  velocity.

The parameters used here are    and   .

 

(

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0.12
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Dependence of  on 
EGAM intensity

E  0, E' 0
E=0, E' 0
E  0, E'=0

图 4    短波长极限下, 极向旋转和密度调制共同作用和分

别作用时 ITG 增长率对 EGAM 幅度的依赖关系. 图中绿

色实线表示只有密度扰动的情形, 红色虚线表示只有电势

扰动的情形, 蓝色实线表示两种扰动都存在的情形

Fig. 4. Dependence of the growth rate of ITG in presence of

poloidal  rotation  and/or  density  modulation  in  short-

wavelength limit. The green solid and red dashed lines rep-

resent the cases with only density modulation and poloidal

rotation, respectively; while the blue line represents the case

with both effects.
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Ω3 Ω =

O(b−1/3)

的响应的叠加. 自洽性分析给出环分支是由平行可

压缩性 (正比于 η二阶导的项)与绝热电子响应

(正比于   的项)平衡得到 , 由此可以得出  

 . 此时, 可以定义环分支的模结构为
 

Φ(η) =
∑
l

[
Cl(ε̂η) cos

(
2l + 1

2
η

)

+ Sl(ε̂η) sin
(
2l + 1

2
η

)]
, (15)

ε̂ = b1/3 Cl Sl

sin η/2 cos η/2
其中,   ,   和  为平行模结构的慢变包络.

将模结构 (15)代入方程 (9)后令   和  

的系数为 0, 长波长极限下 ITG的本征模方程即

可写为 

dS0

dη1
+

(
b2/3q2Ω3τ

1 + τΩε
1/2
Ti

− 1

4b1/3
+ q2Ω2b2/3∆EδϕE

)
C0

+ q2Ωb1/3ŝη1S0 +
1

2
q2Ω2b2/3∆′

EδϕES0 = 0, (16)
 

dC0

dη1
−

(
b2/3q2Ω3τ

1 + τΩε
1/2
Ti

− 1

4b1/3
+ q2Ω2b2/3∆EδϕE

)
S0

− q2Ωb1/3ŝη1C0 −
1

2
q2Ω2b2/3∆′

EδϕEC0 = 0. (17)

η1

η′ = η + b1/3∆EδϕE/2ŝ S0

将方程 (16)对  求微分后代入方程 (17), 并作坐

标变换   后即可得到关于  

的韦伯方程: 

d2S0

dη′21
+

[(
b2/3q2Ω3τ

1 + τΩε
1/2
Ti

− 1

4b1/3

)2

+ q2Ωb1/3ŝ+ q2Ω2b2/3∆EδϕE

]
S0

− q4Ω2b2/3ŝ2η′21 S0 = 0. (18)

η̂ = αη′

y′′ − λy + η̂2y = 0 λ =

(2l + 1)

同样将方程 (18)做尺度变换  , 以便将

其变换为标准形式   , 其中,   

 为该本征值方程的本征值, l 为非负整数.

同样, 从图 5(a)和图 5(b)可知最不稳定的本征态

也是基态, 其色散关系由下式给出: 

Ω3 +
ΛδϕE

τω∗T ε
1/2
Ti

Ω2 −
ε
1/2
Ti

4bq2
Ω =

1

4bq2τ
. (19)

方程 (19)左边第二项由径向电场电势 m = 0

分量贡献, 而密度扰动对长波长极限下的 ITG色散

关系没有贡献, 这可能是由于在长波长极限下 ITG

的平行模结构很宽, 如图 6所示, 从而将 EGAM

的 m = 1的密度扰动平均了. 图 7给出了 ITG的

eδϕE/Ti

增长率和频率对径向电场幅度的依赖关系, 可以发

现理论解和数值解符合得较好. 具体来说, 当径向

电场强度   从 0增强到 0.1时, ITG的增长

率从 0.028下降到 0.020, 下降约 28%. 与此相比,

短波长情形下, ITG的增长率大幅下降约 50%. 这
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eδϕE/Ti=0 0.1图 5    长波长极限下,   (a)和   (b)时, ITG的

本征值分布. 在两种情况下, 最不稳定的都是 l = 0的基态

eδϕE/Ti=0

0.1

Fig. 5. Distribution of eigenvalues of ITG when  

(a) and    (b) in the long-wavelength limit. In both cases,

the ground state with l = 0 is the most unstable eigenstate.
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eδϕE/Ti = 0.1图 6    长波长极限下 ,   和 0时 , ITG最不稳

定的基态的平行模结构 . 其中 , 蓝色实线表示径向电场为

零时 ITG的模结构, 红色虚线表示有限径向电场时 ITG的

模结构

eδϕE/Ti = 0 eδϕE/Ti = 0.1

Fig. 6. Mode  structure  of  the  most  unstable  mode  of  ITG.

The blue solid and red dashed lines represent the cases with

  and   , respectively.
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说明, 在同样幅度下, 径向电场对短波长极限的

ITG的致稳效果比对长波长极限的 ITG强, 但是

我们并不清楚造成该现象的原因. 方程 (19)中不

包含密度调制的贡献, 这说明长波长极限下密度调

制可能不会对 ITG的增长率造成影响. 同样, 解析

的色散关系 (19)说明密度扰动不对 ITG的线性色

散关系造成影响, 为了验证这一点, 采用与短波长

极限时相同的做法, 即在研究一个效应时将另一个

关闭, 结果如图 8所示. 结果表明, 只存在极向旋

转和两种非线性效应都存在时 ,  ITG增长率对

EGAM幅度的依赖关系基本一致, 同时, 只存在密

度扰动时, ITG增长率不随 EGAM幅度变化. 因

此, 在长波长极限下, EGAM的电势扰动会导致

ITG增长率下降, 而密度扰动对 ITG的增长率没

有影响. 长波长极限下, ITG的平行模结构的偶对

称性也会被径向电场破坏, 使其从坏曲率区产生微

小的偏移, 如图 6所示. 值得一提的是, 这些结果

是在 b = 0.01时得到的, 这会导致 ITG的频率小

于 EGAM的频率, 从而破坏理论的自洽性, 但是

为了将快慢尺度充分分离, 依然采用了这一非典型

参数. 

4   结　论

为了研究径向电场对 ITG“线性”稳定性的影

响, 本文基于非线性回旋动理学理论和气球模表

象, 在环位形下推导了可以描述在一般径向电场影

响下的 ITG本征模方程. 该模型适用于频率远低

于 ITG的径向电场. 另外, 为了理解高能量粒子激

发的 EGAM的电场对 ITG的影响, 将 EGAM作

为示例进行研究, 并在短/长波长极限下分别对其

进行解析求解. 不仅对该本征模方程进行理论研

究, 还基于本征矩阵法对其进行数值求解以便对解

析结果进行验证.

从一般模型可知径向电场主要通过密度扰动

和电势扰动引起的极向转动对 ITG造成影响. 无

论是在短波长还是长波长极限, EGAM的电势扰

动引起的极向转动都会导致 ITG的线性增长率和

 

(


s/



i)

0.020

0.022

0.024

0.026

0.028

0.030

dE/i

0.020 0.04 0.06 0.08 0.10

(a) Numerical
Theoretical

Dependence of  on EGAM intensity

-0.046

-0.044

-0.042

-0.040

-0.038

-0.036

-0.034


r(


s/



i)

dE/i

0.020 0.04 0.06 0.08 0.10

(b) Numerical
Theoretical

Dependence of r on EGAM intensity

eδϕE/Ti

εTi = 0.2

图  7     长波长极限下 ,  ITG的增长率  (a)和实频 (b)与

EGAM幅度   的关系 . 蓝色圆点表示直接数值求解

本征值方程 (9) 得到的数值解 , 红色叉号表示求解基态色

散 关 系 (19)得 到 的 理 论 解 . 这 两 幅 图 所 用 的 参 数 为

 , b = 0.01

eδϕE/Ti

εTi = 0.2

Fig. 7. Dependence of  the  growth  rate  (a)  and  real   fre-

quency (b) of ITG on the amplitude of EGAM     in

long-wavelength limit. The blue circles represent the numer-

ical value obtained by directly solving the eigenmode equa-

tion  (9);  while  the  red  crosses  represent  the  theoretical

value obtained by solving the dispersion relation (19). The

parameters used here are    and b = 0.01.
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图 8    长波长极限下, 极向旋转和密度调制共同作用和分

别作用时 ITG 增长率对 EGAM 幅度的依赖关系. 图中绿

色实线表示只有密度扰动的情形, 红色虚线表示只有电势

扰动的情形, 蓝色实线表示两种扰动都存在的情形

Fig. 8. Dependence of the growth rate of ITG in presence of

poloidal  rotation  and/or  density  modulation  in  long-

wavelength limit. The green solid and red dashed lines rep-

resent the cases with only density modulation and poloidal

rotation, respectively; while the blue line represents the case

with both effects.
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sin η

实频的绝对值大幅降低. 同时, EGAM的密度扰动

对 ITG的线性稳定性几乎没有影响, 尤其在长波

长极限下, 快变的密度扰动在慢变平行模结构尺度

上被平均, 从而不会进入 ITG的色散关系. 另外,

EGAM的密度扰动正比于   , 因此会破坏原有

势阱的偶对称性, 并最终导致 ITG的平行模结构

偏离 η = 0. 虽然本文得到的结果与一般的极向剪

切流抑制湍流的模型所得到的的结果一致, 但是本

文中极向流可以直接降低 ITG的线性增长率, 且

不依赖流的剪切.

本研究不仅给出了径向电场为 EGAM时 ITG

的增长率、实频和平行模结构等的具体结果, 也提

供了研究径向电场对 ITG不稳定性的影响的一般

理论模型, 这些径向电场不仅可以是由外部注入的

高能量粒子直接激发的电场, 也可以是由阿尔芬本

征模等不稳定性自发激发的介观尺度带状结构. 带

状结构同样可通过极向转动和密度扰动对 ITG的

稳定性产生影响, 因此, ITG与高能量粒子激发的

阿尔芬不稳定性可以通过介观尺度带状结构为中

介发生间接相互作用. 该间接相互作用通道将与两

者的直接非线性相互作用通道一起构成主导背景

等离子体输运的微观湍流和主导高能量粒子输运

的阿尔芬不稳定性之间的相对完整的非线性作用

图像, 有助于人们理解等离子体中多尺度的非线性

相互作用. 同时, 本工作也存在一些不足之处. 首

先, 所做的分析都是假设了 ITG的频率远大于径

向电场的频率, 这一点对靠近芯部的 EGAM来说

并不一直成立. 因此, 未来可以将此模型推广到有

限频率的径向电场的情形. 另外, 只考虑了径向的

局域理论, 没有研究 ITG的径向包络效应的影响.

但是, 托卡马克中的径向电场具有径向不均匀性,

如本文中研究的 EGAM就具有全局模结构. 因此,

本文给出的局域模型无法包含径向电场的梯度及

其产生的极向流的剪切对 ITG造成的影响. 因此,

需要继续在本工作的基础上包含 ITG的径向包络

并进而研究径向电场的梯度和流剪切对 ITG稳定

性的影响.

感谢浙江大学陈骝教授分享的原始想法.
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SPECIAL TOPIC—Energetic particles in magnetic confinement fusion plasma

Effect of radial electric field on ion-temperature gradient
driven mode stability*
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( Received 17 May 2023; revised manuscript received 26 September 2023 )

Abstract

To  understand  the  effect  of  given  radial  electric  field  on  ion-temperature  gradient  driven  mode  (ITG)

stability  in  tokamak  plasmas,  we  derive  the  eigenmode  equation  for  ITG including  the  poloidal  rotation  and

density modulation associated with radial electric field by using nonlinear gyrokinetic theory. The equation is

solved  for  the  eigenfrequency,  growth  rate  and  parallel  mode  structure  of  ITG  both  in  short-  and  long-

wavelength  limit  with  energetic-particle-induced  geodesic  acoustic  mode  (EGAM)  as  a  specific  form.  The

eigenmode  equation  is  not  only  solved  analytically,  but  also  solved  numerically  to  validate  the  analytic

solutions. It is found that, the radial electric field induced poloidal rotation can significantly stabilize ITG, while

the density perturbation of the radial electric field may slightly distort the ITG parallel mode structure, but has

little  effect  on  ITG stability.  The  result  is  consistent  with  the  common picture  of  turbulence  suppression  by

poloidal shear flow. The general model is also applicable to the investigation of the indirect interaction of ITG

and  energetic  particle  driven  Alfvén  instabilities  via  zonal  structures  generation,  by  introducing  poloidal

rotation and density modulation associated with zonal structures spontaneously excited by Alfvén instabilities.

The indirect channel is  supplement to the direct interaction of microturbulences and energetic particle driven

Alfvén instabilities.

Keywords: ion-temperature  gradient  driven  mode,  radial  electric  field,  energetic-particle  induced  geodesic
acoustic mode, nonlinear gyrokinetic theory
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