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通过将平面波与高斯函数或者样条函数结合到一起, 本文构建了一种新的复合基组. 利用格拉姆-施密

特正交化方法或者 Löwdin正交化方法, 对复合基组进行正交归一化. 通过选择平面波函数中波矢的绝对值,

选择性地求解某个能量区间内的本征态, 将大型哈密顿矩阵的计算转变为多个小型矩阵的计算, 以及通过减

少电子势能平缓部分展开基矢数目, 极大地加快了计算速度. 以一维有限深势阱为例, 通过与严格计算方法

的对比, 验证了本文复合基组能够在加速计算的情况下保证求解精度. 同时, 本文还研究了不同的参数设置

对计算精度的影响, 包括复合基矢的疏密度、高斯函数的宽值, 以及样条函数不同区域占函数总宽度的比值

等参数. 最后该复合基组可以直接应用到对大尺寸纳米金属结构的等离激元数值计算当中.
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1   引　言

金属微纳结构 (纳米金属棒、颗粒或板)间的

纳米间隙具有很重要的性质, 在物理、化学和生物

等领域都有着广泛的研究与应用 [1,2], 比如在表面

等离激元方面的应用 [3,4]. 表面等离激元是电磁场

与固体中自由电子集体振荡强耦合形成的一种元

激发, 它可以将光场局域在突破衍射极限的亚波长

范围内. 例如金属颗粒之间的纳米间隙 [5−10], 人们

称之为“热点”. 其中的电场强度被等离激元共振增

强, 增强倍数甚至可以达到 102, 从而使得间隙内

部的分子拉曼散射信号极大增强 (由于拉曼信号正

比于电场的 4次方, 所以最大可达 108), 这就是表

面增强拉曼光谱 [11−13]. 一般而言间隙间距越小电

场增强越大, 但是间隙小到纳米尺度时量子效应会

起作用 [14−17], 以往仅利用经典的电磁学方法计算

电磁场 [18−20] 会失效. 此时可以使用密度泛函理论

进行计算 [21,22], 以获得更准确的结果.

密度泛函理论 (DFT)[23−26] 以及含时密度泛函

理论 (TDDFT)[27,28] 是研究多电子体系的重要方

法, 在物理和化学的很多领域都有着广泛的应用.

密度泛函理论基于 Hohenberg-Kohn定理: 给定一

个在特定初始状态下的电子系统, 外部的势能和电

子密度之间存在着一一对应关系. 相互作用电子系

统的基态密度和势场分布可以由对应的无相互作

用系统的 Kohn-Sham方程组的解确定. 因此, 密

度泛函理论的关键在于快速准确地求解 Kohn-

Sham方程组 [29,30]. 然而, 在实际应用中, 很多器件

总体尺寸在微米量级. 如果使用密度泛函的方法,
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O(N3) N2

为了使计算结果足够准确, 需要使用足够多的波函

数进行展开, Kohn-Sham方程组中的哈密顿量的

矩阵维度将会非常大. 以直径 10 nm长 1 μm的金

纳米棒为例, 电子数目将达到百万级, 由于需要计

算哈密顿量的矩阵元, 以及对矩阵进行对角化, 矩

阵维度过大, 此时计算量将会变得非常大 (对角化

矩阵的计算复杂度为  , 同时需要计算  量

级的势能积分). 这样会给计算资源带来很大压力,

甚至可能因为矩阵维度过大而无法计算. 如果直接

减少波函数的数目来加快计算速度, 将会导致计算

结果的误差较大. 因此, 急需新的算法来加快大尺

度密度泛函理论的计算速度.

减小矩阵的维度有不同的方法 , 例如 Meng

等 [31,32] 发展了混合量子力学和经典电磁学 (QM/EM)

方法, 将系统依据特征划分为量子区间与经典区

间, 在经典区间用时域麦克斯韦方程组求解. 在量

子力学区间用量子非平衡格林函数求解, 量子力学

和经典区间界面处的瞬态电势分布和电流密度分

别用作量子力学和电磁模拟的边界条件. 由于此时

量子区间非常小, 可以有效地减少矩阵维度. 除此

以外还可以通过基组的选取减小矩阵维度. 在 DFT

的计算中, 选取合适的基组, 是一个非常重要的问

题, 合适的基组可以使得计算准确与快速. 很多研

究都在关注基组的选取, 例如何禹等 [33] 通过研究

基函数效应, 找到了 DFT理论中 B972-PFD方法

的最具有性价比的基组. 另外将不同的基矢复合到

一起, 作为新的基矢对研究的系统进行展开, 有时

可以得到比单一基矢更好的结果. 段宜武等 [34] 发

展了少体物理中的简谐振子展开方法, 引入了低能

态波函数并将其与简谐振子波函数混合作为基矢,

利用初步的近似波函数, 与一些没有使用过的简谐

振子乘积波函数乘到一起, 构成新的复合基矢, 从

而减小基矢总数. 本文将使用复合基组的方法, 将

平面波与高斯函数或者样条函数乘在一起来减小

密度泛函理论中矩阵的维度.

在第一性原理计算中, 平面波基组应用非常广

泛 (例如著名的 VASP软件)[35], 它在处理周期系

统时非常有效. 然而, 在开放系统中, 体系尺寸往

往较大, 有的地方需要精确的密集数据, 有些地方

只需要少量的稀疏数据就可以得到较精确的结果.

例如在求解银纳米棒的表面等离激元激发时, 银纳

米棒的两端以及表面电子势能变化快, 往往需要精

确计算. 而纳米棒“棒芯”部分由于电子势能平缓,

原则上仅需少量信息就可以描述. 因此并不需要花

费过多的计算资源在占比极大的中间部分. 作为一

种非局域基矢, 平面波基组需要大量的平面波来对

物理空间的所有部分进行展开, 包括对我们的问题

不重要的中间区域. 因此选择线性复杂度的局域基

组 (例如高斯基组 [36]), 可以根据需要调整不同区

域的基矢疏密度, 减少所用的基矢总数, 从而加快

计算. 尽管如此, 高斯基组间的间距也是原子尺度,

在介观尺度下需要的基组数目仍然非常庞大. 本文

基于这一点, 发展了一种新型的高斯函数或含有多

项式的样条函数与平面波复合的基组. 这种基组同

时利用高斯函数或者样条函数的局域特性, 通过选

择不同平面波波矢来控制求解能量区间, 实现了对

哈密顿矩阵的分区求解. 在每一个小区间可以显著

地减少使用的基矢数, 在保持相应精确度的情况下

实现最终的加速计算. 

2   计算方法
 

2.1    初始复合基组

本文使用高斯函数或样条函数与平面波函数

相乘, 得到一组新基矢: 

ϕnk(x) = un(x)eikx, (1)

un(x)其中  为高斯函数, 

un(x) =
1

σ
√
2π

e−(x−xn)
2/2σ2

, (2)

或样条函数, 

 

un(x) =



0, x− xn ⩽ a1,

c13(x− xn)
3
+ c12(x− xn)

2
+ c11(x− xn) + c10, a1 < x− xn < a2,

u0, a2 ⩽ x− xn ⩽ a3,

c23(x− xn)
3
+ c22(x− xn)

2
+ c21(x− xn) + c20, a3 < x− xn < a4,

0, x− xn ⩾ a4.

(3)
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σ xn

cij u0

al

这里   为高斯函数的宽值,    为不同高斯函数或

样条函数中心的位置, 样条函数参数  和  由宽

度参数   计算得到, 高斯函数或样条函数的疏密

度可以方便地进行调整. 使用的高斯函数与样条函

数如图 1所示.

 
 

Dense area(a) Sparse area

(b) Dense area Sparse area

图  1　用来复合的高斯函数与样条函数　 (a)高斯函数 ;

(b)样条函数

Fig. 1. Gaussian wave function and spline function for com-

position: (a) Gaussian wave function; (b) spline function.

 

k

k

可以通过将平面波函数与高斯函数或样条函

数簇相乘得到一系列未正交归一化新基矢 , 即

(1)式 . 由完备性考虑平面波波矢 k应该同时选

取正负某个值, 通过改变 k的绝对值可以选择求

解的本征值区间. 特定   值的平面波相当于一个

在势能平缓区间的试探解, 算法自动组合各局域高

斯或样条函数来匹配试探解与严格解之间的   值

差距.

±k

在量子力学的相关计算中, 基组的选取与构建

需要遵循一定的原则. 可以看出, 本文的复合基组

有以下特点: 首先, 由基矢的傅里叶变换可知, 基

组在动量空间中   附近是近似完备的; 其次, 基

组是正交归一化的, 2.2节将进行基组的正交归一

化处理; 然后, 基组中基矢的形式在数学上是便于

积分的, 高斯函数或样条函数, 以及它们与平面波

函数的乘积, 均可以求出解析的积分结果; 最后,

由于复合基矢的形式中含有平面波, 基矢的形式与

系统波函数有一定的类似性. 在满足上述原则的情

况下, 本文的复合基组可以很好地应用于具有电势

边界变化剧烈而内部平缓这一特征的物理体系. 另

外, 由于复合基矢同时包含空间局域化函数 (高斯

函数或样条函数)与空间扩展函数 (平面波函数),

便于通过改变高斯函数或样条函数的空间分布疏

密度, 以及改变平面波波矢的选取这两种途径, 来

加速本征值的求解. 

2.2    复合基组的正交归一化

新基矢的数目需要根据系统的长度和精度要

求进行调整. 在进行计算前还需要对它们进行正交

归一化. 本文使用格拉姆-施密特正交化方法 [37,38],

或者 Löwdin的正交化方法 [39], 得到一系列新的正

交归一化基矢.

格拉姆-施密特正交化方法的基本流程是, 选

第一个原基矢作为第一个新基矢, 不断构建新的基

矢, 使每个新基矢与前面所有的新基矢正交, 并且

对新基矢进行归一化. 格拉姆-施密特正交化方法

可以用如下公式表示: 

ψn =

ϕn −
n−1∑
i=0

⟨ψi |ϕn⟩ψi√√√√1−
n−1∑
i=0

⟨ψi |ϕn⟩∗ ⟨ψi |ϕn⟩

, (4)

ψn ϕn ψ1 =

ϕ1

Q R

其中  为正交归一后的基矢,   为原基矢,  

 , 由表达式可知其是一个迭代方法 , 直接用

(4)式一般不太稳定, 研究者们提出了许多改进方

法, 格拉姆-施密特正交化本质上等价于对矩阵做

QR分解, 可以直接调用现在非常成熟的线性代数

包求正交矩阵  和系数矩阵  来计算.

Löwdin正交化方法通过构建一个变换矩阵来

把原基矢进行正交归一化: 

(ψ1, ψ2, · · · , ψN ) = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN )P , (5)

定义 

Smn = ⟨ϕm|ϕn⟩ , (6)

Si U由于  为厄米矩阵, 它能够被幺正矩阵  对角化: 

U+SU =



S1 0 0 · · · 0

0 S2 0 · · · 0

· · · · · · ·

0 0 0 · · · SN


, (7)

Si i  为 (6)式中矩阵的第  个特征值, 可以得到变换

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 18 (2023)    180302

180302-3

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


矩阵: 

P =S− 1
2 =U



1√
S1

0 0 · · · 0

0
1√
S2

0 · · · 0

· · · · · · ·

0 0 0 · · · 1√
SN


U+.

(8)

本文使用上述两种正交化方法对复合基组进

行正交归一化, 并进行比较, 可以发现, 两种方法

均可以对复合基组进行足够精确的正交归一化处

理. 然而由于格拉姆-施密特正交化方法需要不断

地迭代, 当两个基矢相距较近时, 会使得分母接近

于零从而导致误差的积累, 需要进行更细致繁琐的

参数调整来进行处理. 因此本文使用 Löwdin正交

化方法, 或者调用科学计算库中 (例如 GSL)的 QR

分解 (以代替格拉姆-施密特正交化方法), 来进行

正交归一化处理. 

3   结果与讨论
 

3.1    一维有限深势阱的能级分布

利用复合基矢计算时, 某些情况下有严格的解

析结果, 可以通过对比误差来分析它的有效性. 本

文利用复合基矢计算一维有限深势阱的能级分布

与波函数. 一维有限深势阱为 

V (x) =

{
−V0, −a < x < a,

0, |x| ⩾ a,
(9)

该系统有解析解 [40]. 下面用前文得到的基矢对一

维有限深势阱进行展开, 求得能量值后与解析结果

进行对比.

系统的哈密顿量为 

H = −ℏ2∇2

2m
+ V (x). (10)

m ℏ
Hmn =

⟨ψm |H| ψn⟩

其中  为电子质量,   为约化普朗克常数. 用本文

的复合基矢可以求得哈密顿矩阵的矩阵元为 

 , 将 (2)式或 (3)式中的函数代入其中

并数值对角化即可求得能量本征值. 这些计算值与

理论值之间的相对误差与系统的长度、使用的基矢

的数目、基矢结构参数均有关系. 在图 2中横坐标

为不同的本征值, 纵坐标为计算值与理论值之间的

相对误差, 我们仅使用少量基矢, 发现即使在这种

10−5 10−6

情况下面相对误差也很小. 但是图 2可以说明本文

方法精确度非常高. 计算的相对误差基本上都在

 和  的量级. 可以看出, 减小中间基矢的数

目, 从而减小总基矢的数目, 仍然可以得到足够精

确的结果, 同时又可以明显加快计算速度. 当系统

的物理尺寸较大 , 因而需要较多的基矢总数时 ,

3.3节将通过调整基矢中平面波波矢的值来提高计

算的效率.
 

3.2    不同的函数设定对精度的影响

由于高斯函数或样条函数均与坐标有关, 并且

可以改变高斯函数的宽值, 或者分段函数各段的长

度, 因此, 本文研究了不同的参数对新的复合基矢

精度的影响. 以高斯函数构成的复合基矢为例. 由

于本节使用了较多的基矢 , 计算的相对误差与

2.1节相比会有略微的不同.

10−4

首先考虑不同的疏密度比率对精度的影响. 如

图 3所示, 横坐标为不同的本征态计数, 纵坐标为

计算值与理论值之间的相对误差, r 为疏密度比率,

疏密度比率是单位长度内系统两端 (即电子势能变

化快速部分)使用的基矢数与系统中间部分 (电子

势能平缓部分)使用的基矢数的比值. 从图 3可以

看出, 即使在疏密度比率等于 1时, 也就是系统两

端部分和中间部分的基矢密度相等时, 复合基矢仍

然保持着较高的精度, 所求的系统本征值与理论本

征值之间的相对误差的数量级在   的位置. 而

随着疏密度比率逐渐增大, 相对误差逐渐减小, 直
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图  2    仅使用少量基矢时 , 计算值与理论值的相对误差

(x 轴为不同的本征态 , y 轴为计算值和理论值之间的相对

误差, 后文相同)

Fig. 2. Relative  error  between  calculated  and  theoretical

values  when only a small  number of  base vectors  are  used

(x-axis,  different  eigenstates;  y-axis,  relative  error  between

calculated and theoretical values; the following image is the

same as the Fig. 2).
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10−5到   的位置. 由于系统中间部分需要最低数量

的基矢来展开, 因此随着疏密度比率的增大, 相对

误差不会无限减小, 在本文对应的程序里面可以根

据不同的系统求出一个相对误差接近最小的疏密

度比率. 综上, 通过调整基矢疏密度确实能够提高

精度, 图 3显示大约可以提高一个量级.

10−5

接着讨论不同的基矢宽度对精度的影响. 图 4

横坐标为不同的本征态计数, 纵坐标为利用复合基

矢求得的本征值与理论本征值之间的相对误差, s

为基矢宽度与基矢之间距离的比值, 图中疏密度比

率为 5. 可以看出, 整体的相对误差数量级在 

的位置. 相对误差随着基矢宽度变宽先减小然后增

大, 在疏密度比率为 5的条件下, 最优基矢宽度大

概为 0.85相邻基矢间距.
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Fig. 4. Effect of different basis sets width on precision.
 

对比图 3和图 4可以看出, 基矢的不同疏密度

比率对精度的影响, 比不同的基矢宽度对精度的影

响更大, 疏密度比率是更具决定性的影响精度的

因素.

k3.1与 3.2节仅计算了能量最低 (平面波波矢 

的取值为 0, 即不乘平面波只用局域基)的少量本

征值. 要想精确求解大量本征值, 传统方法需要加

大展开基矢数目, 但是这样会显著增加计算量. 本

文方法可以通过选取平面波波矢的绝对值来计算

特定能量区间的本征态. 同时选择样条函数能够进

一步提高计算精度. 

3.3    基组中平面波波矢的值对计算效率的
影响

k

ℏ2k2/(2m)

ℏ2k2/(2m)

以 1 μm厚度的银纳米板为例, 势阱深度大约

10 eV, 费米能 5.5 eV, 银纳米板对应在厚度方向

大概 3800条能级被占据, 如果用以往方法大约需

要数万数量的基矢, 才可得到比较精确的计算结

果. 利用本文方法可以极大减小这个数值. 例如求

解费米面附近的电子时, 在势阱里面的区域选择

201个样条函数, 势阱外选择 60个, 由于平面波基

矢用到了正负的   , 这样总共的基矢空间为 522

(为了进一步减小基矢空间, 也可以在势阱外不再

乘以平面波, 也就是只使用样条函数, 此时基矢空

间为 462). 通过对角化哈密顿矩阵, 得到 522个能

量本征值. 由于选择的基矢数目非常少, 只有能量

在  附近非常有限的能量本征值准确 (能

够算准的个数大约为 1/10中间样条函数个数). 在

上述条件下总共需要约 190次这样的计算. 于是这

种方法就相当于把对大型矩阵的计算, 转变为对许

多小型矩阵的计算, 从而提高计算效率. 通过计算

能量在   附近波函数与坐标轴交点个数,

可以判断出它们对应于哪个严格解, 并且通过对比

它们的本征值与严格解, 也确认了该挑选方法是准

确的.

接下来计算这种方法的相对误差, 并分析不同

的参数设置对相对误差的影响. 势阱不同区域样条

函数疏密度的比值对精度有很大影响. 由于势阱中

间部分势能平缓, 原则上讲少数样条函数足以描述;

但是在势阱壁势能变化剧烈, 需要使用较密集的函

数. 在基矢总数保持不变的条件下, 两端边缘部分

与中间部分的样条函数疏密度比率对精度影响很

大. 图 5为疏密度比率对精度的影响, 可以看出

r 为 11.94时计算精度最高.

样条函数不同区域与整个函数的宽度比值对

计算精度也有一定影响. 如 (3)式和图 1所示, 样

条函数包括两边的多项式区域和中间的直线区域,

为了计算方便, 可以令样条函数的多项式区域, 正

好与两个样条函数相互交叠的区域完全重合. 在
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图 6中, s 为某个样条函数与下一个样条函数相互

交叠的部分, 与该样条函数间距的比值. 可以看到

每次计算也就对应着每选取一个波矢, 有少数能量

本征值 (例如图 5中的绿线, 大约有中间样条函数

个数除 10, 即 20个)可以被准确地计算. 耦合部分

与函数间距的比值对计算精度有明显的影响, 原则

上选择的交叠部分宽度应该比 (1)式中的平面波

波矢所对应的电子波长小一个量级. 至于具体哪个

值最优可以通过试探、拟合的方式找到.
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Fig. 6. Effect of the ratio of coupling part to function width

on precision.
 

对比图 5和图 6可以发现, 与 3.2节类似, 与

耦合部分占函数宽带的比值相比, 基矢的疏密度比

率是更具决定性影响精度的因素.

N2

O(N3)

最后估算该方法的计算效率相的提升. 本文的

等离激元数值计算中, 最费时的地方一般是哈密顿

矩阵的矩阵元与对角化计算. 对于矩阵元的计算,

需要求解   个积分. 对于矩阵的对角化来说, 其

计算复杂度为   . 因此基矢总数的减少对计

算速度的影响非常大, 如果使用通常的平面波基矢

对上述系统进行展开, 大约需要数万的基矢, 则计

1013

190× 5223 1010

算量达到了约  的量级. 而使用本小节的方法矩

阵对角化的计算量约为  , 大约在  的

量级, 在保持较好的计算精度的同时, 计算效率大

大提高. 

4   结　论

本文利用平面波函数与高斯函数或者样条函

数相乘, 构建了一种新的基组, 并利用格拉姆-施密

特正交化方法和 Löwdin正交化方法, 对构建的基

矢进行正交归一化. 通过选择平面波函数中波矢的

绝对值, 选择性地求解某个能量区间内的本征态,

将大型哈密顿矩阵的计算转变为多个小型矩阵的

计算, 以及通过减少电子势能平缓部分展开基矢数

目, 极大地加快计算速度. 为了方便研究算法精度

本文选择一维有限深势阱, 发现新的复合基组在保

持精度的前提下, 可以显著提高计算效率. 同时研

究了基矢宽度和疏密度比率对精确度的影响, 探讨

了怎样选择最优的参数.

一维有限深势阱势能在边界跳变, 在其他地方

为常数, 它和金属电势具有类似的变化规律. 以纳

米金属平板为例, 电势在一个费米波矢内从零变化

到最小, 而后在几个费米波矢内边振荡边衰减到平

均值 [41]. 上述计算方法在一维有限深势阱效果很

好, 因此可以推论该方法能够应用到银纳米板或者

其他金属纳米结构等离激元 DFT计算中. 给定一

个合理的试探性的初始态, 利用 DFT理论, 通过

自洽求解, 可以求解系统的基态电子密度分布, 之

后利用 TDDFT理论求解系统电磁场分布以及光

学等性质.
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Abstract

By combining plane waves with Gaussian or spline functions, a new composite basis set is constructed in

this  work.  As  a  non  local  basis  vector,  the  plane  wave  basis  group  needs  a  large  number  of  plane  waves  to

expand  all  parts  of  the  physical  space,  including  the  intermediate  regions  that  are  not  important  to  our

problems. Our basis set uses the local characteristics of Gaussian function or spline function at the same time,

and  controls  the  energy  interval  by  selecting  different  plane  wave  vectors,  in  order  to  realize  the  partition

solution of Hamiltonian matrix. Orthogonal normalization of composite basis sets is performed by using Gram-

Schmidt’s  orthogonalization  method  or  Löwdin’s  orthogonalization  method.  Considering  the  completeness  of

plane  wave  vector,  a  certain  value  of  positive  and  negative  should  be  selected  at  the  same  time.  Here,  by

changing the absolute value of wave vector, we can select the eigenvalue interval to be solved. The plane wave

with a specific wave vector value is equivalent to a trial solution in the region with gentle potential energy. The

algorithm  automatically  combines  local  Gaussian  or  spline  functions  to  match  the  difference  in  wave  vector

value between the trial solution and the strict solution. By selecting the absolute value of the wave vector in the

plane wave function, the calculation of large Hamiltonian matrices turns into the calculation of multiple small

matrices, together with reducing the basis numbers in the region where the electron potential changes smoothly,

therefore, we can significantly reduce the computational time. As an example, we apply this basis set to a one-

dimensional  finite  depth  potential  well.  It  can  be  found  that  our  method  significantly  reduce  the  number  of

basis vectors used to expand the wave function while maintaining a suitable degree of computational accuracy.

We  also  study  the  influence  of  different  parameters  on  calculation  accuracy.  Finally,  the  above  calculation

method  can  be  directly  applied  to  the  density  functional  theory  (DFT)  calculation  of  plasmons  in  silver

nanoplates or other metal nanostructures. Given a reasonable tentative initial state, the ground state electron

density distribution of the system can be solved by self-consistent solution through using DFT theory, and then

the  electromagnetic  field  distribution  and  optical  properties  of  the  system  can  be  solved  by  using  time-

dependent density functional theory.

Keywords: composite basis set, plane wave, spline function, numerical calculation of plasmonic properties
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