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本文利用多组态 Dirac-Hartree-Fock方法计算了类铝等电子序列从 Si+到 Kr23+离子基组态 3s23p 2P1/2, 3/2
能级的超精细结构常数和朗德 g 因子. 通过系统评估电子关联效应对 Si+和 Co14+离子中所关心原子参数的影

响 , 尤其是与内壳层电子相关的关联效应 , 构建了可靠精确的计算模型 , 除 Si+离子外 , 超精细结构常数和

g 因子的计算误差分别控制在 1%左右和 10–5 的量级. 此外, 进一步分析了超精细结构常数中电子部分矩阵

元和 g 因子随原子序数 Z 的变化规律, 并拟合了这些物理量与 Z 的定量依赖关系, 利用拟合公式可以快速计

算类铝离子在 14 ≤ Z ≤ 54区间内任意同位素的超精细结构常数和 g 因子.
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1   引　言

高精度的原子光钟既可以作为时间计量基准,

也可以检验物理学基本规律或寻找超越标准模型

的新物理 [1]. 目前原子光钟的精度已经达到 10–19

水平 [2,3], 但是物理学家仍然在思考如何超越现

有的精度极限. 高电荷态离子 (highly charged ion,

HCI)中束缚电子受较强的原子核库仑相互作用,

不易受环境电磁场的干扰, 成为下一代原子光钟的

优选对象之一 [4–6]. 理论预言还发现部分 HCI离子

钟跃迁频率对精细结构常数随时间的变化比现有

原子钟更加灵敏 [7], 可以用于寻找超越标准模型的

新物理. Yudin等 [8] 提出类铝离子基组态 2P1/2 →
2P3/2 磁偶极跃迁可作为钟跃迁频率标准的候选

之一, 该体系的优势在于简单的能级结构和极小

的电四极偏移. 随后, Yu和 Sahoo[9] 采用相对论

耦合簇 (coupled-cluster method with singles and

doubles  excitation  approximation,  CCSD)方法

系统计算了类铝等电子序列从 V10+到 Cu16+离子

3s23p 2P1/2, 3/2 能级的超精细结构常数和 g 因子及

相关 HCI光钟需要的原子参数, 但未考虑与内壳

层电子相关的三激发和四激发等高阶关联对相关

原子参数的贡献. 超精细结构常数对电子关联效应

非常敏感, 原子态波函数的品质很大程度地影响了

计算精度. 因此, 为了给今后 HCI光钟提供精确可

靠的原子参数, 有必要分析未被考虑的关联效应对

相关原子参数的影响.

此外, 原子超精细结构的实验测量与超精细结

构常数的精密计算相互结合是确定原子核电磁多
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极矩的有力工具, 通过这种方法确定的原子核电磁

多极矩独立于原子核模型, 为检验原子核结构理论

提供了重要依据 [10,11]. 与中性原子相比, HCI中原

子核与核外电子之间的库仑相互作用占主导, 有利

于提升原子结构计算精度, 获得更可信的原子核性

质. 类铝离子超精细结构常数的高精度计算将为获

取相关核性质提供必不可少的原子参数.

类铝离子的高精度光谱在天体物理和聚变等

离子体领域也有重要的应用 [12]. 例如, 类铝的 Fe13+

离子 2P1/2 → 2P3/2 跃迁是太阳日冕中可见光范围

内的主要谱线之一, 并且在其他恒星以及星系星团

中也已经观测到这些谱线 [13], 利用这些谱线可以

确定恒星温度和密度等状态参数, 为分析恒星形成

机制和演化过程提供了理论基础. 朗德 g 因子和超

精细结构常数是分析天体物理中磁场强度以及精

确测定恒星元素丰度的重要参数 [14–16]. 高精度的

类铝离子超精细结构常数和 g 因子将为今后开展

相关光谱分析奠定重要的理论基础.

本文用多组态Dirac-Hartree-Fock (multi-con-

figuration Dirac-Hartree-Fock,  MCDHF)方法研

究了类铝等电子序列从 Si+到 Kr23+离子基组态 3s2

3p 2P1/2, 3/2 能级的超精细结构常数和 g 因子. 通

过系统分析电子关联效应对 Si+与 Co14+离子计算

结果的影响, 发现与内壳层 2p轨道相关的电子关

联较为重要, 其对超精细结构常数的贡献最大能达

到 18%. 在此基础上, 考虑了 Breit相互作用和量

子电动力学修正, 除 Si+离子外, 超精细结构常数

和 g 因子的计算精度分别达到 1%和 10–5 量级. 本

文进一步分析了超精细结构常数中电子部分矩阵

元和 g 因子沿类铝等电子序列的变化规律, 并给出

了这些物理量与原子序数 Z 的依赖关系. 基于拟

合公式计算的超精细结构常数与从头计算的结果

符合得很好, 因此可以用于计算类铝离子在区间

14 ≤ Z ≤ 54内任意同位素的超精细结构常数和

g 因子. 

2   理论方法
 

2.1    MCDHF 方法

在 MCDHF理论框架 [17] 下 , 原子态波函数

(atomic state wavefunction, ASF) Ψ 可由具有相

同宇称 P 和总角动量 J 及其在 z 方向分量 MJ 的组

态波函数 (configuration state wavefunction, CSF)

Φ线性展开, 即 

Ψ(ΓPJMJ) =

NCSF∑
r=1

crΦ(γrPJMJ), (1)

其中, gr 和 Γ分别是描述 CSF和 ASF必要的其余

量子数, NCSF 是组态波函数的个数, cr 是组态混合

系数. 组态波函数是单电子 Dirac轨道波函数构成

的 Slater行列式波函数的线性组合. 理论上, 当组

态波函数的个数为无穷多时才能描述真实的原子

态波函数, 但是在实际计算中只能选择有限个组态

波函数, 所以组态波函数的选取方式和数目多少决

定了电子关联效应的考虑程度, 直接影响原子态波

函数的品质和原子参数的精度.

基于变分原理 , 利用自洽场 (self-consistent

field, SCF)方法同时优化轨道波函数和组态混合

系数使所研究的原子态能量达到最低, 从而获得一

套轨道基组. 在获得单电子轨道基之后, 利用相对

论组态相互作用 (relativistic configuration interac-

tion, RCI)方法可以系统地考虑电子关联效应. 需

要注意的是, RCI计算过程中只会改变组态混合系

数, 单电子轨道波函数不再发生变化. 另外, 在 RCI

中还可以包括 Breit相互作用和量子电动力学

(quantum electrodynamics, QED)修正 [18]. 

2.2    超精细结构常数

超精细相互作用是由原子核的电磁多极矩与

电子部分的相互作用引起的 [19], 相应的哈密顿量

表示为 

Hhfs =
∑
k⩾1

T (k) ·M (k), (2)

其中 T(k) 和M(k) 分别是电子和原子核部分的 k 阶

张量算符. k = 1表示磁偶极相互作用, k = 2表示

电四极相互作用, 文中只包括了这两项. 磁偶极超

精细结构常数为 

A =
µ

I

1√
J(J + 1)

⟨
Ψ(ΓPJ)||T (1)||Ψ(ΓPJ)

⟩
. (3)

电四极超精细结构常数为 

B = 2Q

√
J(2J − 1)

(J + 1)(2J + 3)

×
⟨
Ψ(ΓPJ)||T (2)||Ψ(ΓPJ)

⟩
, (4)

其中 I, μ, Q 分别代表原子核的核自旋、磁偶极矩、
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电四极矩. 在原子单位下, 电子部分的张量算符T(1)

和 T(2) 分别为 

T (1) = −
N∑
j

iα(αj · ljC(1)
j )r−2

j , (5)

 

T (2) = −
N∑
j

C
(2)
j r−3

j , (6)

其中, i是虚数单位; α是精细结构常数; αj 是狄拉

克矩阵; rj 是第 j 个电子到原子核的距离; l是轨道

角动量算符; C(k) 是 k 阶球张量算符, 它的分量与

电子部分球谐函数的关系为 

C(k)
q =

√
4π

2k + 1
Ykq. (7)

从 (3)式和 (4)式可以看出, 超精细结构常数中电

子部分矩阵元 Ael = AI/μ和 Bel = B/Q 与原子核

无关, 其值完全可以由原子结构的计算确定. 而且,

在精确确定这些矩阵元的基础上, 可以从实验上测

量的超精细结构中提取相应的核结构参数. 

2.3    朗德 g因子

塞曼效应是由原子磁矩和外静磁场之间的相

互作用引起的 [20], 其哈密顿量可写为 

Hm =
1

2
N ·B = gµBJ ·B, (8)

其中, μB 是玻尔磁子, B为磁感应强度, J为电子

的总角动量算符, g 为朗德 g 因子. 进一步朗德 g 因

子定义为 

g =
1

2µB

⟨
Ψ(ΓPJ)||N (1)||Ψ(ΓPJ)

⟩√
J(J + 1)(2J + 1)

. (9)

算符N(1) 为 

N (1) = −
N∑
j

iα(αj · ljC(1)
j )rj . (10)

其角向部分与超精细相互作用电子部分算符 (5)式

相似. 朗德 g 因子的 QED修正为 

∆g =
(gs − 2)

2

⟨
Ψ(ΓPJ)||∆N (1)||Ψ(ΓPJ)

⟩√
J(J + 1)(2J + 1)

, (11)

其中 gs = 2.00232. 算符 ΔN(1) 为 

∆N (1) =

N∑
j

βjΣj , (12)

其中, β和Σ分别是狄拉克矩阵和相对论自旋矩阵. 

3   计算模型

本文计算是利用基于 MCDHF方法发展的

GRASP2018程序包 [21]. 在 MCDHF理论框架下,

本文采用活动空间方法系统考虑电子关联效应. 根

据微扰理论, 电子关联可分为一阶关联和高阶关

联. 一阶关联用单参考组态单双激发形成的组态空

间描述 , 又可进一步划分为价电子之间的关联

(valence-valence, VV)、原子芯电子与价电子之间

的关联 (core-valence, CV)以及原子芯电子之间的

关联 (core-core, CC). 待一阶关联描述充分后, 将

其组态空间中权重较大的组态加入参考组态基组,

用多参考组态基组单双激发形成的组态空间描述

髙阶电子关联效应 [10,11,22,23]. 因为从多参考组态

单、双激发就相当于从单参考组态限制性的三、四

激发, 实质上优先考虑了较重要的高阶电子关联效

应, 所以在有限的计算资源下大大提高了计算效

率. 在本文的计算中, 将 3s和 3p轨道看作价轨道,

其余 1s, 2s和 2p轨道均看作原子芯轨道. 

3.1    VV 和 CV 关联

首先 , 在 Dirac-Hartree-Fock (DHF)近似下

对参考组态 1s22s22p63s23p的所有占据轨道同时进

行优化, 并在后续计算中保持不变. 随后考虑 VV

和 CV关联, 这里的组态空间通过从参考组态中的

占据轨道限制性地激发一个或两个电子到关联轨

道产生的. 限制条件为原子芯轨道上至多允许一个

电子被激发. 表 1给出了 SCF计算过程中具体的

计算模型以及 Si+和 Co14+离子 2P1/2 → 2P3/2 激发

能随组态空间扩大的收敛情况. NCSF 列数字代表

在每个计算模型下组态的数目. 通过计算检验发

现 h 和 i 等部分高角动量的关联轨道对超精细结

构常数和 g 因子的影响分别小于 0.1%和 10–8, 因

此没有将这些轨道加入到活动空间中. 如表 1中所

列, 逐层打开参考组态中占据轨道 (active orbitals,

AO)的同时, 关联轨道 (virtual orbitals, VO)也是

逐层添加的, 并且每次只对新添加的轨道进行优

化, 把这部分模型标记为 VV+CV-n, n 代表活动

空间的扩展层数. 为了考虑更多电子关联时能够达

到稳定收敛, 活动空间中共包含了 10层关联轨道,

其中前 2层轨道角动量包括 s, p, d, f和 g, 中间 2

层轨道角动量包括 s, p, d和 f, 后 6层轨道角动量
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包括 s, p和 d. 相比 DHF计算结果, 考虑 VV+CV

模型后, Si+离子激发能几乎没有改变, Co14+离子

激发能降低了 345 cm–1.

表 2给出了 SCF计算过程中超精细结构常数

电子部分矩阵元 Ael 和 Bel 以及朗德 g 因子随组态

空间扩大的收敛情况. 可以看出, Ael 和 Bel 呈现不

同程度的振荡收敛趋势, g 因子最终收敛到 10–6.

与DHF计算结果比较, VV+CV关联对 Si+离子 Ael

和 Bel 的贡献达到 15%以上, 而对 Co14+离子 Ael
和 Bel 的贡献也在 7%左右, 这表明一阶 VV和 CV

关联对超精细结构常数计算的重要性. 另外, 当添

加到第 9层和第 10层关联轨道后, Si+和 Co14+离

子激发能只有 0.001%和 0.00035%的差异, 但是

超精细结构常数却相差 0.1%和 0.04%, 这表明超

精细结构常数受电子关联的影响更大.

     

 

表 1    Si+和 Co14+离子 3s23p 2P1/2, 3/2 能级的激发能 ΔE (cm–1)随组态空间扩大的收敛趋势. DHF代表单组态计算模型.

AO和 VO分别代表在每个计算模型下允许被激发的占据轨道和新添加的关联轨道. NCSF 代表相应的组态波函数数目
Table 1.    Excitation energies ΔE (in cm–1) of 3s23p 2P1/2, 3/2 states of Si+ and Co14+ ions as functions of various computa-

tional  models.  DHF stands  for  the  single  configuration  approximation  model.  AO and VO represent  the  occupied  orbitals

allowed to be replaced and the added virtual orbitals in each computational model, respectively. NCSF represents the corres-

ponding numbers of CSFs.

Model AO VO NCSF
ΔE

Si+ Co14+

DHF — — 2 305 23957

VV + CV

1 {3s, 3p} {4s, 4p, 3d, 4f, 5g} 204 293 23471

2 {2s, 2p, 3s, 3p} {5s, 5p, 4d, 5f, 6g} 8577 305 23588

3 {1s, 2s, 2p, 3s, 3p} {6s, 6p, 5d, 6f, 6g} 20491 304 23598

4 {1s, 2s, 2p, 3s, 3p} {7s, 7p, 6d, 7f, 6g} 33508 304 23605

5 {1s, 2s, 2p, 3s, 3p} {8s, 8p, 7d, 7f, 6g} 44508 305 23609

6 {1s, 2s, 2p, 3s, 3p} {9s, 9p, 8d, 7f, 6g} 57218 305 23610

7 {1s, 2s, 2p, 3s, 3p} {10s, 10p, 9d, 7f, 6g} 71638 305 23611

8 {1s, 2s, 2p, 3s, 3p} {11s, 11p, 10d, 7f, 6g} 87768 305 23611

9 {1s, 2s, 2p, 3s, 3p} {12s, 12p, 11d, 7f, 6g} 105608 305 23611

10 {1s, 2s, 2p, 3s, 3p} {13s, 13p, 12d, 7f, 6g} 125158 305 23611

 

表 2    Si+和 Co14+离子 3s23p 2P1/2, 3/2 能级超精细结构常数电子部分矩阵元 Ael (MHz/μN)和 Bel (MHz/b)以及朗德

g 因子随组态空间扩展的收敛情况. DHF为单组态近似模型
Table 2.    Electronic  parts  of  hyperfine  structure  constants Ael (MHz/μN)  and Bel (MHz/b)  and  Landé  g  factors  of  3s23p
2P1/2, 3/2 states in Si+ and Co14+ ions as functions of various computational models. DHF stands for the single configuration

approximation model.

Model

Si+ Co14+

Ael Bel g Ael Bel g

2P1/2 2P3/2 2P3/2 2P1/2 2P3/2 2P1/2 2P3/2 2P3/2 2P1/2 2P3/2

DHF 682.2 134.4 248.7 0.6658188 1.3340409 28653 5391 10060 0.6645201 1.3329968

VV + CV

1 647.7 154.5 237.1 0.6658181 1.3340408 27658 5879 9804 0.6645062 1.3330011

2 741.9 175.0 289.1 0.6658123 1.3340361 28843 6071 10282 0.6644682 1.3329818

3 783.5 172.2 296.2 0.6658100 1.3340348 29191 5814 10276 0.6644659 1.3329820

4 799.1 160.4 298.3 0.6658098 1.3340346 29287 5766 10290 0.6644616 1.3329826

5 799.8 163.2 299.2 0.6658099 1.3340344 29307 5799 10273 0.6644639 1.3329808

6 800.9 163.4 297.3 0.6658093 1.3340345 29319 5788 10255 0.6644639 1.3329812

7 801.1 163.9 297.7 0.6658094 1.3340345 29321 5797 10255 0.6644622 1.3329818

8 802.7 163.7 295.6 0.6658094 1.3340343 29326 5796 10239 0.6644634 1.3329815

9 802.8 164.0 295.8 0.6658092 1.3340344 29326 5799 10244 0.6644630 1.3329810

10 802.6 163.9 295.5 0.6658088 1.3340346 29321 5796 10245 0.6644622 1.3329812
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3.2    CC 关联和高阶关联

在充分描述一阶 VV+CV关联的基础上, 采

用 RCI方法进一步考虑价壳层轨道的高阶关联以

及与内壳层 2p电子相关的 CC和高阶关联, 并分

析其对计算结果的贡献. 表 3给出了不同计算模型

下 Si+与 Co14+离子 3s23p 2P1/2, 3/2 能级的激发能、

超精细结构常数电子部分矩阵元 Ael 和 Bel 以及朗

德 g 因子. 同时为了比较, 表 3也列出了 CCSD理

论的计算结果 [9] 和 NIST数据库的推荐值 [24]. 从

表 3中可以看出, 电子关联以及 Breit相互作用和

QED修正对所研究朗德 g 因子影响较小, 因此将

系统讨论不同计算模型对激发能和超精细结构常

数中电子部分矩阵元 Ael 和 Bel 的贡献.

首先, 在 VV+CV-10模型的基础上, 考虑价

壳层轨道的高阶关联, 即从多参考组态 (multir-

eference, MR)占据的 3s和 3p电子单双激发到关

联轨道所形成的组态空间来描述, 标记为MR1. 在

此模型中, MR来源于一阶 VV+CV关联原子态

波函数中权重大于 0.05的组态, 即 3p3 和 3s3p3d;

通过监测原子参数随关联轨道扩展的收敛趋势, 最

终包括 5层关联轨道. 考虑MR1 模型后, 发现 Si+

和 Co14+离子激发能的变化在 1 cm–1 以内, 该模型

对 Ael 和 Bel 的贡献也不超过 0.33%.

在 MR1 模型的基础上, 原子芯中 2p电子的

CC关联可以通过由单参考组态中的 2p电子双激

发到所有关联轨道形成的组态来描述 , 标记为

CC2p. 研究发现, CC2p 模型使 Si+和 Co14+离子基

组态精细结构分裂分别增加了约 5 cm–1 和 45 cm–1

(即 1.4%和 0.2%), 对这两种离子 Ael 和 Bel 的贡献

分别为 10%和 3%左右.

与 2p电子相关的高阶关联效应是计算中的难

点, 主要原因是内壳层电子关联效应较弱, 在一阶

关联原子态波函数中很难挑选出重要的 CSFs作

为多参考组态基, 因此多参考组态单双激发的方法

并不适合考虑与内壳层电子相关的高阶关联效应.

本文采用单参考组态限制性三四激发的方式来考

虑这部分电子关联, 该计算模型标记为 TQ2p. 通过

小规模验证性计算发现 f 等更高角动量和轨道能

较高的关联轨道以及从参考组态占据的 2p轨道上

同时激发出 4个电子对 Ael 和 Bel 的影响几乎可以

忽略不计. 因此, TQ2p 模型共包含了三层轨道角动

量为 s, p和 d的关联轨道 ; 激发方式中允许从

2p轨道和 3s, 3p价壳层同时激发 1, 2, 3和 4个电

子, 但限制了从 2p轨道的最大激发数到 3. TQ2p
模型使 Si+和 Co14+离子基组态精细结构分裂分别

减小了约 2和 38 cm–1 (即 0.7%和 0.16%), 对 Ael
和 Bel 的最大贡献可达 6%. CC2p 和 TQ2p 模型不

仅存在部分相互抵消, 对 Si+与 Co14+离子超精细

结构常数的总贡献仍有 3.7%和 0.3%左右, 充分

说明这两种电子关联效应对原子参数计算精度的

影响不能被忽略.

从两个体系不同计算模型的结果比较可以看

出, 电子关联效应对原子参数的影响在近中性体系

中更显著, 且随着原子序数的增加而减小. 在以上

模型产生的组态空间基础上, 对计算结果进行了

Breit相互作用和 QED效应的修正, 标记为 BQ.

这部分修正使 Si+与 Co14+离子激发能分别降低了

16和 574 cm–1 (即 5.5%和 2.5%), 对 Ael 或 Bel 的

贡献分别为 0.06%和 0.17%, 这说明了 Breit相互
 

表 3    不同计算模型下 Si+与 Co14+离子 3s23p 2P1/2, 3/2 能级的激发能 ΔE (cm–1)、超精细结构常数电子部分矩阵元 Ael
(MHz/μN)和 Bel (MHz/b)以及朗德 g 因子
Table 3.    Excitation energies ΔE  (cm–1),  electronic  parts  of  hyperfine structure constants Ael  (MHz/μN)  and Bel  (MHz/b)
and Landé g factors of 3s23p 2P1/2, 3/2 states in Si+ and Co14+ ions as functions of various computational models.

Model

Si+ Co14+

ΔE Ael Bel g ΔE Ael Bel g

2P1/2 → 2P3/2 2P1/2 2P3/2 2P3/2 2P1/2 2P3/2 2P1/2 → 2P3/2 2P1/2 2P3/2 2P3/2 2P1/2 2P3/2

DHF 305 682 134 249 0.665819 1.334041 23957 28653 5391 10060 0.664520 1.332997

VV+CV-10 305 803 164 295 0.665809 1.334035 23611 29321 5796 10245 0.664462 1.332981

+MR1 305 803 164 296 0.665809 1.334035 23611 29319 5797 10245 0.664462 1.332981

+CC2p 310 785 150 288 0.665811 1.334036 23656 29287 5757 10232 0.664465 1.332983

+TQ2p 307 785 160 292 0.665810 1.334036 23618 29245 5784 10229 0.664464 1.332983

+BQ 291 785 160 292 0.665810 1.334036 23044 29230 5788 10211 0.664464 1.332983

CCSD[9] — — — — — — 22932(13) — — — — —

NIST[24] 287 — — — — — 22979 — — — — —
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作用和 QED效应的贡献随原子序数增大而增加.

与 NIST数据库的推荐值 [24] 和 CCSD方法计算的

结果 [9] 相比, 激发能的最大差别不到 100 cm–1, 由

此验证了当前计算模型的可靠性, 为进一步研究类

铝等电子序列超精细结构常数和 g 因子奠定了一

定的基础. 

3.3    计算误差

在 TQ2p 模型的基础上, 进一步评估了内壳层

2s和 1s电子的 CC关联以及与其相关的高阶关联

对所研究原子参数的影响. 组态空间包括了从单参

考组态中 2s和 1s轨道同时激发两个电子到所有

关联轨道以及限制性三、四激发到部分关联轨道形

成的组态波函数. 这里对三、四激发的限制条件为

至多 1个或 2个电子从 2s或 1s轨道上被激发. 另

外, 高角动量以及轨道能较高的关联轨道对所研究

的物理量影响很小, 因此生成高阶关联波函数时只

包含了三层轨道角动量为 s, p和 d的关联轨道.

计算发现描述与 1s和 2s相关的 CC和高阶关联

的组态波函数的数量增长了几倍. 但是, 除对 Si+

离子 2P3/2 能级的磁偶极超精细结构常数的贡献在

3%左右以外, 对其他超精细结构常数的影响均小

于 1%, 对朗德 g 因子的影响被控制在 10–5 的水平.

因此, 为了对所研究的等电子系列涉及的所有原子

体系使用相同的计算模型并保证计算效率, 最终的

计算模型中并没有考虑与内壳层 1s和 2s电子相

关的 CC和高阶关联, 而将其贡献作为计算误差考

虑. 值得强调的是, 如 3.2节所述, 电子关联效应对

原子参数的影响随原子序数增加而减小, 结果中所

给误差是基于等电子系列中近中性离子的评估给

出, 因此对于离化度较高的体系此误差应比实际误

差大. 

4   结果与讨论
 

4.1    Ael, Bel 和 g因子

表 4列出了利用 BQ模型计算的类铝等电子

序列从 Si+到 Kr23+离子基组态 3s23p 2P1/2, 3/2 能
 

表 4    类铝等电子序列 3s23p 2P1/2, 3/2 能级的超精细结构常数电子部分矩阵元 Ael (MHz/μN), Bel (MHz/b)和朗德 g 因

子. 括号内的数字表示计算结果相应的不确定度
Table 4.    Electronic  parts  of  hyperfine  structure  constants Ael  (MHz/μN)  and Bel  (MHz/b)  and  Landé  g  factors  of  3s23p
2P1/2, 3/2 states of Al-like isoelectronic sequence ions. Numbers in parentheses represent the computational errors.

Ions
Ael Bel g

2P1/2 2P3/2 2P3/2 2P1/2 2P3/2

Si+ 785(8) 160(8) 292(3) 0.66581 1.33404

P2+ 1387(14) 290(3) 512(5) 0.66576 1.33399

S3+ 2172(22) 457(5) 797(8) 0.66570 1.33394

Cl4+ 3160(32) 664(7) 1152(12) 0.66562 1.33389

Ar5+ 4372(44) 914(9) 1585(16) 0.66555 1.33383

K6+ 5828(58) 1212(12) 2104(21) 0.66546 1.33376

Ca7+ 7553(76) 1561(16) 2714(27) 0.66536 1.33368

Sc8+ 9569(96) 1965(20) 3425(34) 0.66526 1.33360

Ti9+ 11902(119) 2430(24) 4243(42) 0.66515 1.33352

V10+ 14576(146) 2957(30) 5175(52) 0.66503 1.33342

Cr11+ 17618(176) 3553(36) 6230(62) 0.66490 1.33332

Mn12+ 21055(211) 4220(42) 7416(74) 0.66476 1.33322

Fe13+ 24916(249) 4964(50) 8740(87) 0.66462 1.33310

Co14+ 29230(292) 5788(58) 10211(102) 0.66446 1.33298

Ni15+ 34028(340) 6696(67) 11836(118) 0.66430 1.33286

Cu16+ 39344(393) 7693(77) 13625(136) 0.66413 1.33273

Zn17+ 45209(452) 8783(88) 15587(156) 0.66395 1.33259

Ga18+ 51659(517) 9970(100) 17729(177) 0.66377 1.33244

Ge19+ 58734(587) 11259(113) 20059(201) 0.66357 1.33229

As20+ 66469(665) 12654(127) 22588(226) 0.66337 1.33214

Se21+ 74908(749) 14160(142) 25326(253) 0.66316 1.33197

Br22+ 84092(841) 15779(158) 28281(283) 0.66294 1.33180

Kr23+ 94066(941) 17519(175) 31462(315) 0.66271 1.33162
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级的超精细结构常数电子部分矩阵元 Ael, Bel 和朗

德 g 因子以及相应的计算误差. 为了更直观地反映

出这些物理量随原子序数 Z 的变化规律, 进一步

在图 1中展示了计算结果, 如散点所示. 从图 1可

以看出, 超精细结构常数电子部分矩阵元 Ael 和

Bel 随原子序数的增加而增大, g 因子随原子序数

的增加而减小. 从 (5)式和 (6)式可以看出, 磁偶

极和电四极超精细相互作用分别与原子态波函数

径向半径的平方和三次方成反比, 而高离化态离子

的波函数径向半径近似与原子序数成反比, 从中可

以定性地解释超精细结构常数电子部分矩阵元与

Z 的依赖关系. 对于朗德 g 因子, 在非相对论近似

下可以通过 g  =  1+[J(J+1)–L(L+1)+S(S+1)]/

[2J(J+1)]解析得到, 给定角动量量子数其值应与

原子序数无关, 而图 1中 g 因子随原子序数的变化

呈现 Z2 的依赖关系, 可以推断此变化规律是由相

对论效应导致的.

进一步, 利用多项式拟合了超精细结构常数电

子部分矩阵元和 g 因子与原子序数 Z 的定量依赖

关系, 具体表达式列于图 1中. 如图 1中实线所示,

利用拟合公式计算的 Ael, Bel 和 g 因子与从头计算

的结果符合得很好, 相对偏差小于 2%; 从头计算

的 g 因子与拟合结果的相对偏差小于 10–5. 因此,

可以利用拟合结果计算此等电子序列区间内任意

同位素的超精细结构常数和 g 因子. 同时这些拟合

函数可以进一步推广到其他类铝离子, 经过理论计

算发现, 当原子序数 Z < 54时, 从头计算和拟合

函数结果的相对偏差小于 2%, 因而该拟合表达式

仍然适用, 并且对于 2P3/2 能级的 Ael 和 Bel 该拟合

表达式还可以推广到更高 Z 的离子体系. 

4.2    A, B和 g因子

根据稳定同位素的 I, μ[25] 和 Q[26] 以及表 4中

给出的超精细结构常数电子部分矩阵元 Ael 和 Bel,

可以确定类铝等电子序列 3s23p 2P1/2, 3/2 能级的磁

偶极超精细结构常数 A 和电四极超精细结构常数

B. 表 5给出了 7种已建议的下一代 HCI光钟的类

铝离子 g 因子以及稳定同位素的超精细结构常数

A 和 B 及相应的计算误差. 由表 5可知, 除 59Co14+

离子外, 本文计算的A 值与CCSD方法计算的结果 [9]

差别均小于 0.5%, 而 59Co14+离子两种方法计算的

结果相差 7倍以上, 原因主要是文献 [9]中引用的

原子核磁偶极矩有误 . 两种方法计算的 B 值差

别较大, 尤其是对于 51V10+, 59Co14+离子和 55Mn12+,
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图 1    类铝等电子序列 3s23p 2P1/2, 3/2 能级的 (a)超精细结构常数电子部分矩阵元 Ael 和 Bel 以及 (b)朗德 g 因子随原子序数 Z 的

变化关系. 图中实线表示由拟合公式得出的结果, 散点表示用MCDHF方法从头计算的结果

Fig. 1. (a) Electronic parts of hyperfine structure constants and (b) Landé g factors of 3s23p 2P1/2, 3/2 states of Al-like isoelectronic

sequence ions as functions of atomic number. The solid line represents these results obtained by from numerical fitting formula, and

the discrete point represents these results obtained by our ab initio calculation using MCDHF method.
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57Fe13+离子, 差别分别达到了 16%和 30%. 导致这

些差别的原因主要是两种方法采用了不同的原子

核电四极矩推荐值 [25,26], 而电子部分矩阵元计算引

起的差别不到 0.25%. 因此, 通过实验测量 B 值,

再结合本文计算的 Bel, 可以重新确定较为可靠的

核四极矩 Q. 本文计算的 g 因子与 CCSD计算结

果的差别在小数点后第四位或第五位. 

5   结　论

本文采用 MCDHF方法, 研究了类铝等电子

序列从 Si+到 Kr23+离子基组态 3s23p 2P1/2, 3/2 能

级的超精细结构常数和朗德 g 因子. 通过系统分析

了不同类型电子关联效应对 Si+与 Co14+离子计算

结果的影响, 构建了可靠精确的计算模型, 除 Si+

离子外, 本文计算的超精细结构常数和 g 因子的精

度分别高于 1%和 10–5 水平. 进一步, 讨论了超精

细结构常数和 g 因子随原子序数的变化规律, 并给

出了准确的拟合公式, 这些拟合函数也可以进一步

推广到原子序数小于 54的类铝离子. 本文的计算

结果为天体物理和原子钟等研究领域提供了可靠

的原子参数.
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Abstract

The highly charged Al-like ions are the potential candidates for the next-generation atomic optical clocks,
and their atomic parameters are also useful in plasma and nuclear physics. In the present work, the hyperfine
interaction constants and Landé g factors of 3s23p 2P1/2, 3/2 states in the ground configuration for Al-like ions in
a range between Si+ and Kr23+ ions are calculated by using the multi-configuration Dirac-Hartree-Fock method.
Owing  to  the  fact  that  hyperfine  interaction  constant  is  sensitive  to  electron  correlation  effects,  we
systematically  investigate  its  influence  on  the  hyperfine  interaction  constants,  particularly  for  the  high-order
correlation  related  to  the  2p  electrons.  According  to  this  investigation  and  by  taking  into  account  the  Breit
interaction  and  QED  corrections,  we  achieve  the  computational  accuracy  at  a  level  of  1%  and  10–5  for  the
hyperfine  interaction  constants  and  Landé  g  factors,  respectively,  except  for  the  Si+  ion.  Furthermore,  the
electronic parts of hyperfine interaction constants and g factors are fitted with functions of atomic number. The
deviations  between  these  fitted  formulas  and  the  ab  initio  calculations  are  less  than  2%  and  10–5  for  the
hyperfine interaction constants and the g factors, respectively. As a result, the hyperfine interaction constants
and g factors of all isotopes can be determined for Al-like ions with 14 ≤ Z ≤ 54.

Keywords: hyperfine  structure  constant,  Landé  g  factor,  multi-configuration  Dirac-Hartree-Fock  method,
electron correlation effect, Al-like ions
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