
 

多逻辑比特表面码结构设计及其
逻辑 CNOT 门实现*

权东晓 1)2)†    吕晓杰 1)    张雯菲 1)

1) (西安电子科技大学通信工程学院, 西安　710071)

2) (西安电子科技大学, 量子信息协同创新中心, 西安　710071)

(2023 年 7 月 14日收到; 2023 年 11 月 21日收到修改稿)

量子计算因具有并行处理能力, 相比于经典计算有着指数级的加速, 但量子系统具有脆弱性, 极易受到

噪声的影响, 量子纠错码是克服量子噪声的有效手段. 量子表面码是一种拓扑稳定子码, 由于其结构上的最

近邻居特点和较高的容错阈值, 表面码在大规模容错量子计算方面具有巨大的潜力. 目前已有的基于边界的

表面码均为编码一个逻辑比特的表面码, 本文主要研究基于边界如何实现多逻辑量子比特的编码, 包括设计

表面码的结构, 根据结构找出对应的稳定子和逻辑操作, 进一步根据稳定子设计出基于稳定子实现的编码线

路; 在研究基于测量和纠正的单量子比特间 CNOT实现原理和基于融合操作和分割操作的单逻辑量子比特

表面码间 CNOT门实现原理的基础上 , 优化了基于融合操作和分割操作的单逻辑量子比特表面码间

CNOT门实现方案 , 将其扩展到所设计的多逻辑量子比特表面码上实现了多逻辑量子比特表面码之间的

CNOT操作, 并通过仿真验证量子线路的正确性. 本文设计的多逻辑比特表面码克服了单比特表面码不能密

铺于量子芯片的缺点且提高了某些逻辑操作的长度, 提高了容错能力. 基于联合测量的思想降低了对辅助比

特的要求且减小了实现过程中对量子资源的需求.
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1   引　言
 

1.1    研究背景及意义

1982年, Feynman[1] 首次提出了量子计算的

概念, 它是运用量子力学的规律, 对量子数据比特

进行调控的一种新型的计算方式. 量子计算机在解

决一些超复杂的问题时其性能要远优于经典计算

机, 例如 NP难题, 当 N 很大时经典计算机无法解

决, 但使用 Shor量子算法 [2] 可以将其转化为 P问

题而解决. 因此, 对量子计算机的研究和容错量子

计算的应用已经成为亟待解决的问题 . 2012年 ,

2n

2n

Preskill[3] 提出了“量子霸权”, 他指出如果可以将

量子计算机拓展到 50个量子位上, 那么量子计算

机的计算能力将超过世界上所有的计算机. 相比于

经典计算的线性计算方式, 量子计算 [4–7] 可以实现

并行计算, 它们之间的区别是: 经典 n 比特只能表

示  个状态中的一个状态, 而 n 量子比特可以同

时表示   个状态的叠加态, 因此能够实现并行计

算. 但是量子比特具有脆弱性, 在量子计算过程中

很容易受到噪声的影响. 量子纠错码 [8–10] 将信息量

子比特编入纠缠量子比特中, 这样当量子比特在存

储、传输和计算过程中发生错误时, 我们能够通过

测量物理比特之间的关系而推断具体的错误, 因此
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量子纠错码成为发展量子计算机的必要条件.

由于量子表面码的物理量子比特被放在拉丁

格中, 稳定子只关系到附近的几个量子比特, 因此

稳定子的测量也只和附近的几个量子比特有关, 有

利于物理实现. 因此表面码成为实现容错量子计算

的重点研究对象之一, 谷歌、IBM、Intel和中国科

学技术大学等目前公开的量子芯片结构都利于表

面码的实现 [11–14]. 表面码主要包括基于边界的表

面码和基于缺陷的表面码 [15], 基于缺陷的表面码

可以通过删除更多的稳定子构造内部边界而编码

多个逻辑量子比特, 而基于边界的矩形结构的表面

码只能编码一个逻辑量子比特. 随着可编码逻辑量

子比特的增多, 传输和处理的信息也会随之增多.

因此, 设计使用少量的物理量子比特来编码多位逻

辑比特的编码方案是一项十分具有意义的研究.

CNOT门是通用量子计算中一个非常重要的

逻辑门, 目前已有研究表明可以基于表面码的融合

和分割操作来实现编码单逻辑量子比特的表面码

之间的 CNOT操作 [16]. 本文首先对已有研究方案

提出优化, 然后研究如何将 CNOT门的实现方法

扩展到编码多逻辑量子比特的表面码之间. 利用边

界编码多个逻辑比特能够实现量子比特的密铺, 在

一定程度上降低对物理比特的需求, 提高编码效

率, 从而可以降低量子计算实际实现的复杂性和难

度. CNOT门的实现可为容错量子计算提供基础,

因此本文的研究对量子计算具有重要的理论意义. 

1.2    研究现状

1995年, Shor[9] 首先提出了量子纠错码的概

念, 并提出了用 9个物理量子比特编码 1个逻辑量

子比特, 可以纠正任意单比特错误的码距为 3的

[9, 1, 3] Shor码. 1996年, Steane[10] 提出了量子纠

错方案的一般表述, 并提出了用 7个物理量子比特

编码 1个逻辑量子比特, 可以纠正任意单比特错

误的码距为 3的 [7, 1, 3] Steane码. 表面码是由

Kitaev[17–19] 提出的复曲面码发展演变而来的, 在

复曲面码的基础上, Kitaev和Bravyi[20] 以及Meyer

和 Freedman[21] 分别发展出了平面版本的量子码

模型. 2003年, Preskill 等 [22] 发现了表面码优良的

容错性, 并通过堆叠多层表面的三维结构实现了逻

辑 CNOT操作. 2006年, Raussendorf 等 [23] 发现

通过编织变换可以在单个表面上实现逻辑 CNOT

操作, 并评估了错误率阈值. 2008年, 邢莉娟等 [24]

给出了 CSS量子卷积码的一种新型编译码方法,

该方法描述了编译码网络结构, 将码字的基态转换

为信息多项式与生成多项式的乘积, 利用量子态上

的多项式乘法操作实现了编译码网络. Flower等 [25]

于 2009年提出了基于表面码的高阈值通用量子计

算, 其二维近邻耦合量子比特晶格结构, 接近 1%

的高错误率阈值, 自然的非对称和可调强度错误校

正, 以及低开销、任意长度逻辑门的特性, 使其成

为迄今为止最好和最实用的量子计算方案. 同年,

一种基于超导硬件的表面码架构被 DiVincenzo[26]

提出. 2012年, Fowler等 [15] 使用编织等方法, 在表

面码上实现了逻辑通用门集, 包括逻辑 CNOT门、

逻辑 H门等, 并且全面阐述了表面码量子计算的

相关内容. 同年, Horsman等 [16] 实现了表面码晶

格的融合和分割, 进而实现了通用的量子计算.

2014年, Tomita和 Svore[27] 在真实量子噪声

下研究了表面码的编码问题, 提出如何减少编码所

用门的数量和时隙. 2017年, Brown等 [28] 提出了

一个统一的框架来描述表面码编码方法, 包括用表

面码的角落扭曲缺陷, 基于此提出了一种新的逻辑

编码方法, 同时利用码变换, 在不减小码距的情况

下, 实现了通用逻辑门集. 2018年, Litinski等 [29]

提出了一种基于表面码旋转操作的容错量子计算

方案, 该方案消除了单量子比特 Clifford门的时

间开销, 实现了远程多目标 CNOT门, 其时间开销

仅随控制目标的分离而呈对数缩放. 同年, Krylov

和 Lukac[30] 提出用于量子电路设计的量子进化算

法. 2020年, Beaudrap和 Horsman[31] 提出用量子

计算图解语言 the ZX calculus 与表面码中的晶格

操作建立联系, 使纠错操作更加直观, 并且能在大

规模范围下验证, 从而实现更细粒度的晶格操作和

纠正; Camps和 van Beeumen[32] 提出了使用编码

块近似完成了量子线路合成. Shirakawa等 [33] 于

2021年提出了一种量子经典混合算法来编码给定

的量子态. 同年, Wang等 [34] 基于机器学习的思

想, 构建了一个卷积神经网络译码器来纠正复曲面

码中的错误, 译码器的阈值精度达到 10.8%, 更接

近于最优阈值. 2022年, Marques等 [35] 研究出了

一种在表面码中进行错误检测的逻辑量子位运算

方法; Kumari等 [36] 提出了一种双面环形码, 可以

用 n 个数据量子比特编码至少 n/3 个逻辑量子比

特 ; Chen等 [37] 提出了一种仅由 Clifford门组成

的系统高效的量子电路来模拟表面码模型的基态,
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能够在任意平面晶格上实现二维复曲面编码的基

态; Chen等 [38] 提出了一种面向量子通信系统的低

开销容错纠错方案, 该方案简化了电路深度开销和

辅助量子态开销, 且适用于通用量子稳定子码. 此

外, Xue等 [39] 提出了一种基于周期性表面码强化

学习的量子信息保护方案; Ding等 [40] 提出了一种

基于量子拓扑稳定子彩色码形态的神经网络译码

方法, 该方法将彩色码投射到表面码上, 利用深度

Q网络对彩色码的解码过程进行迭代训练, 在训练

后可以达到较快的预测速度和较好的纠错阈值.

2023年, Siegel等 [41] 提出了一种用于缺陷晶格表

面码量子纠错的新型自适应方法, 结合适当的缺陷

检测算法和对已识别区域的隔离, 可以保留有限码

大小的量子纠错优势. 从以上介绍能看出, 不管是

在理论上还是实验实现上量子表面码都得到了广

泛的重视, 取得了快速的发展. 但是, 量子计算理

论和实际实现之间的障碍仍然无法跨越, 研究如何

提高编码效率以及如何实现通用量子门集对容错

量子计算的最终实现具有重要的理论意义. 

2   基于边界的多逻辑比特量子表面码
结构及编码线路设计

 

2.1    单逻辑比特表面码结构

表面码由一些具有特定拓扑结构的量子比特

构成, 包括最早提出的表面码以及旋转 45°后形成

的更节省物理比特的表面码 [16]. 图 1为一个码距

为 3的旋转表面码.

X1X2

X4X5 X2X3 X7X8 X5X6X8X9

Z1Z4 Z2Z3Z5Z6 Z4Z5Z7Z8 Z6Z9

如图 1所示, 白色比特为数据比特, 黑色比特

为测量比特, 黄色区域为 X 型稳定子, 包括:  

 ,   ,   ,   ; 绿色区域为Z 型

稳定子, 包括  ,   ,   ,   .

可以看到不同类型的稳定子间都有 0 个或 2 个共

同的数据比特, 而同类型的稳定子本身互相对易,

因此所有稳定子之间满足对易性; 任何一个稳定子

都不能由其他稳定子直积得到, 因此也满足独立

性. 稳定子码编码的逻辑比特的数目等于物理比特

数目和稳定子数目的差, 因此, 图 1可以编码 1个

逻辑比特.

XL

XL

ZL

XL1 = X3X5X7 XL2 = X2X5X7

XL3 = X3X5X8 XL4 = X2X5X8

ZL1 = Z1Z5Z9 ZL2 = Z4Z5Z9 ZL3 = Z1Z5Z6

ZL4 = Z4Z5Z6

表面码有两种边界: X 边界是由 X 型稳定子

所形成的边界, Z 边界是由 Z 型稳定子所形成的边

界. 连接两个 X 边界且与所经过的每个 Z 型稳定

子有偶数个共同数据比特的连线上的所有数据比

特 X 操作的直积就是 X 逻辑操作  , 信息比特要

选择  所涉及的量子比特; 类似地连接两个 Z 边

界且与所经过的每个 X 型稳定子有偶数个共同数

据比特的连线上所有数据比特 Z 操作的直积就是

Z 逻辑操作   . 据此, 可以写出图 1中表面码的

X 逻 辑 操 作 :    ,    ,

 ,    ;  Z 逻 辑 操 作 :

 ,    ,    和

 . 容易验证, X 逻辑操作和 Z 逻辑操

作与所有的稳定子对易, 两者反对易. 

2.2    一种可以编码 3 位逻辑比特的表面码
 

2.2.1    表面码结构设计

在表面码中, 数据比特个数与稳定子个数之差

等于可以编码逻辑比特的个数, 所以想要同时编码

多位逻辑比特, 可以固定数据比特的个数后减少稳

定子的个数. 减少稳定子个数的方法有两种: 一种

是在表面码内部采用“挖洞”的方式来减少稳定子

个数, 实际上是构造内部边界; 另一种是构造更多

的互相交替的外边界, 能够形成更多连接同类型边

界的逻辑操作, 从而可以编码多个逻辑比特. 经典

的表面码结构包含 2个 X 边界和 2个 Z 边界, X

稳定子数目与 Z 稳定子数目相等, 可以编码一位

逻辑比特.

X1X2X4 X3X6X8 X4X6X7X9 X5X7X10 X9X11

X12 Z1Z3Z4Z6 Z2Z4Z5Z7

Z6Z8Z9Z11 Z7Z9Z10Z12

本文提出了一种基于边界可以同时编码三位

逻辑比特的表面码结构, 该表面码结构如图 2所

示, 由 12 个数据比特构成, 包含 5 个 X 型稳定子

 ,   ,   ,   ,  

 以及 4个 Z 型稳定子   ,    ,

 ,   , 4个 X 边界和 4个 Z 边

界, 因此可以编码 3位逻辑比特. 

 

5

2

8

3

6

9

1

4

7

 boundary

 boundary

L1

L1





图 1    3 × 3表面码的结构图

Fig. 1. Structure diagram of 3 × 3 surface code.
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2.2.2    逻辑操作的选择

ZLi XLi

XLj(j ̸= i)

XLi ZLi

ZLj(j ̸= i)

ZL3 = Z8Z6Z4Z2

Z ′
L3 = Z8Z3Z1Z2

逻辑操作的选择需要满足以下原则: 第一, 逻

辑操作要与所有的稳定子对易; 第二, Z 逻辑操作

 要与相应的 X 逻辑操作  反对易, 同时与编

码其他逻辑比特的 X 逻辑操作   对易 ;

X 逻辑操作   要与相应的 Z 逻辑操作   反对

易 , 同时与编码其他逻辑比特的 Z 逻辑操作

 对易. 在该表面码中, 边界是互相交替

的 4条 X 边界和 4条 Z 边界, 但它们是不独立的.

理论上可以选择其中的 3 个 Z 边界作为逻辑 X 操

作, 3个 X 边界作为逻辑 Z 操作, 但是当固定了

X 逻辑操作后 , 会出现 Z 逻辑操作同时与两个

X 逻辑操作反对易的情况, 因此逻辑操作不能全

部选择最短的 . 这里第 3个逻辑 Z 操作选择为 :

 , 或将其等价到边界上 , 写成

 . 最终选择的逻辑操作见表 1.
 

2.2.3    编码线路的设计与仿真

编码线路主要包括基于稳定子测量和纠正的

编码线路 [15] 以及基于稳定子实现的编码线路 [42].

因为基于稳定子测量的编码线路总是随机地塌缩,

需要根据测量结果进行纠正操作才能正确编码, 消

耗的资源较多, 本文基于稳定子的实现设计编码线

路. 选定物理比特 1, 10, 8作为信息比特, 编码线

路的第 1部分是逻辑操作的实现, 即利用信息比特

控制相应的逻辑操作的其他比特 ; 接下来利用

H门和 CNOT门逐个实现 X 型稳定子, 得到的编

码线路如图 3所示.

|c̄b̄ā⟩, a, b, c ∈ (0, 1)

|a⟩ |b⟩ |c⟩

|0⟩ |1⟩ |0̄0̄0̄⟩ |0̄0̄1̄⟩ |0̄1̄0̄⟩ |0̄1̄1̄⟩
|1̄0̄0̄⟩ |1̄0̄1̄⟩ |1̄1̄0̄⟩ |1̄1̄1̄⟩

XL1|c̄b̄ā⟩ = |c̄b̄Xa⟩
XL2|c̄b̄ā⟩ = |c̄Xbā⟩ XL3|c̄b̄ā⟩ = |Xcb̄ā⟩ i = 1,

a = 0 i = 2, b = 0 i = 3, c = 0 ZLi|c̄b̄ā⟩ =
|c̄b̄ā⟩ i = 1, a = 1 i = 2, b = 1 i = 3, c = 1

ZLi|c̄b̄ā⟩ = −|c̄b̄ā⟩

采用 IBM的 Qiskit对所设计的编码线路进行

仿真. 令   表示信息比特 1处于

 , 信息比特 10处于   , 信息比特 8处于   时

对应的逻辑码字, 分别设置 3个信息比特 1, 10, 8

的值为   和   , 得到   ,    ,    ,    ,

 ,    ,    和   的码字见附录 A. 容易

验证码字满足所有的稳定子, 且所有的逻辑操作能

够按照理论在码字之间转换:    ;

 ;      ;  当  

 或   或     时 ,   

 ; 当   或   或  

时,    . 验证了表面码结构设计以

及编码线路设计的正确性. 

3   基于融合与分割的单逻辑量子比特
表面码间 CNOT门实现的优化

 

3.1    基于联合测量的单量子比特间 CNOT
门实现方法

|C⟩ |T ⟩
|+⟩

|C⟩
M1

|T ⟩
M2

M3

图 4是利用联合测量在单量子比特之间实现

CNOT门的原理图,    是控制位,    是受控位,

实现过程中需要一个额外的初始化为  的辅助比

特 M. 实现过程分为 4步: 第 1步, 对控制位  和

辅助比特 M 进行 Z 基下的联合测量, 结果为   ;

第 2步, 对辅助比特 M 和受控位   进行 X 基下

的联合测量, 结果记为   ; 第 3步, 对辅助比特

M 在 Z 基下进行测量, 结果为   ; 第 4步, 根据

 

L1
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

L1

L2

L2

L3

L3

图 2    基于边界编码三位逻辑比特的表面码结构

Fig. 2. Structure of surface code based on boundary encod-

ing three logical qubits.

 

表 1    图 2所示表面码的逻辑操作
Table 1.    Logical  operation  of  the  surface  code

shown in Fig. 2.

XL ZL

XL1 = X1X3 ZL1 = Z1Z2

XL2 = X10X12 ZL2 = Z5Z10

XL3 = X8X11 ZL3 = Z8Z6Z4Z2

 











|1> 1

|0> 2

|0> 3

|0> 4

|0> 5

|0> 6

|0> 7

|3> 8

|0> 9

|2> 10

|0> 11

|0> 12

图 3    图 2所示编码三位逻辑比特表面码的编码线路图

Fig. 3. Quantum  encoding  circuit  for  the  surface  code

shown in Fig. 2.
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|C⟩ ZM2

|T ⟩ XM1+M3

M2 = 1 M1 +M3 = 1

前 3步的测量结果, 在控制位  添加逻辑门  ,

在受控位  添加逻辑门   作为纠正操作,

即当   时, 添加 Z 门, 当   时, 添

加 X 门.

|ϕ⟩ |ψ⟩
Z1Z2

为了和融合分割操作的理论分析一致, 这里将

联合测量理解为稳定子测量. 假设两个量子态分别

为  和  , 进行联合 Z 测量, 相当于进行稳定子

 测量, 如果结果为 0, 表示满足这个稳定子,

这时候得到的态为 

1√
2
(I + Z1Z2) |ϕ⟩ |ψ⟩ . (1)

−Z1Z2

如果结果为 1, 表示不满足这个稳定子, 或者理解

为满足稳定子  , 这时候得到的态为 

1√
2
(I − Z1Z2) |ϕ⟩ |ψ⟩ . (2)

上述两种情况可以合并为 

1√
2

(
I + (−1)MZ1Z2

)
|ϕ⟩ |ψ⟩ . (3)

在 CNOT的实现过程中, 基于上述理论进行

分析, 具体分析过程如下: 

|C⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ , (4)
 

|T ⟩ = m |0⟩+ n |1⟩ , (5)
 

M = |+⟩ = 1√
2
|0⟩+ 1√

2
|1⟩ . (6)

|C⟩1) 对控制位  和辅助比特 M 进行 Z 基下的

联合测量, 可以得到输出态为 

1√
2
((α |0⟩+ β |1⟩) |+⟩

+ (−1)M1 (α |0⟩ − β |1⟩) |−⟩) |T ⟩ . (7)

|T ⟩
X1X2

2) 对辅助比特 M 和受控位  进行 X 基下的

联合测量, 即进行稳定子   测量, 可以得到输

出态为 

1

2
((α |0⟩+ β |1⟩) |+⟩

+ (−1)
M1 (α |0⟩ − β |1⟩) |−⟩) (m |0⟩+ n |1⟩)

+
1

2
(−1)

M2 ((α |0⟩+ β |1⟩) |+⟩

− (−1)
M1 (α |0⟩ − β |1⟩) |−⟩) (m |1⟩+ n |0⟩) . (8)

3) 对辅助比特 M 进行 Z 基下的测量, 可以得

到输出态, 见表 2.

4) 根据测量结果添加纠正操作, 无论哪一种

情况, 通过纠正操作后可以得到最后的输出结果

(忽略系数)为 

α |0⟩ (m |0⟩+ n |1⟩) + β |1⟩ (n |0⟩+m |1⟩). (9)

|C⟩ |0⟩
|T ⟩ |C⟩ |1⟩ |T ⟩
根据输出结果, 可以看到, 当   为   时, 输

出   ; 当   为   时 , 输出 X  , 符合 CNOT

门的逻辑功能, 实现了单量子比特间的 CNOT门. 

3.2    融合与分割操作

2012年, Horsman等 [16] 提出了基于晶格融合

与分割的方式实现逻辑 CNOT门. 这里首先介绍

粗糙融合、粗糙分割、光滑融合和光滑分割的原理,

然后对 Horsman等 [16] 提出的 CNOT门的实现方

法进行改进. 

 





1

32

2

13



|>

|>

| >

图 4    基于联合测量的单量子比特间 CNOT门的实现原理

Fig. 4. CNOT  gate  implementation  for  single  qubit  based

on joint measurement.

 

表 2    对辅助比特 M 在 Z 基测量后的输出结果
Table 2.    Output states after the measurements of ancilla qubit M in the Z basis.

测量结果 输出态

M1 M2 M3=0,   =0,   =0 α |00⟩ (m |0⟩+ n |1⟩) + β |10⟩ (m |1⟩+ n |0⟩)

M1 M2 M3=0,   =0,   =1 α |01⟩ (m |1⟩+ n |0⟩) + β |11⟩ (m |0⟩+ n |1⟩)

M1 M2 M3=0,   =1,   =0 α |00⟩ (m |0⟩+ n |1⟩)− β |10⟩ (m |1⟩+ n |0⟩)

M1 M2 M3=0,   =1,   =1 −α |01⟩ (m |1⟩+ n |0⟩) + β |11⟩ (m |0⟩+ n |1⟩)

M1 M2 M3=1,   =0,   =0 α |00⟩ (m |1⟩+ n |0⟩) + β |10⟩ (m |0⟩+ n |1⟩)

M1 M2 M3=1,   =0,   =1 α |01⟩ (m |0⟩+ n |1⟩) + β |11⟩ (m |1⟩+ n |0⟩)

M1 M2 M3=1,   =1,   =0 −α |00⟩ (m |1⟩+ n |0⟩) + β |10⟩ (m |0⟩+ n |1⟩)

M1 M2 M3=1,   =1,   =1 α |01⟩ (m |0⟩+ n |1⟩)− β |11⟩ (m |1⟩+ n |0⟩)
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3.2.1    粗糙融合和粗糙分割

d∣∣ϕ⟩ ∣∣ψ⟩
Q1 Q2 Q3∣∣ϕ⟩ XL1 =

X1X2X3X4 ZL1 = Z4Z5Z6Z7

∣∣ψ⟩
XL2 = XaXbXcXd ZL2 = ZdZeZfZg

Q1 Q2 Q3 |0⟩

SX
1 = X1XaXQ1 SX

2 = X2XbXQ1XQ2
SX
3 =

X3XcXQ2XQ3 SX
4 = X4XdXQ3

M1 M2 M3 M4

SX
1 ⊗ SX

2 ⊗ SX
3 ⊗ SX

4 = XL1 ⊗XL2

M =M1 ⊕M2 ⊕M3 ⊕M4 XL1XL2

在基于边界的表面码中, X 边界称为光滑边

界, Z 边界称为粗糙边界, 因此这里粗糙融合指的

是对两个表面码的 Z 边界进行融合, 如图 5所示.

对于两个分别编码一个逻辑比特码距为   的表面

码, 左边记为  , 右边记为  , 在两个表面码的

Z 边界中间有 3个辅助数据比特   ,    ,    和

4个测量比特充当媒介.    的逻辑操作为  

 ,    ,    的逻辑操作为

 ,    . 表面码粗

糙融合的步骤为: 将   ,    ,    都初始化为   ,

则边界处的三端 Z 型稳定子变成了自动满足的

四端 Z 型稳定子; 然后对两个表面码之间的 X 稳

定子  ,   ,  

 ,   进行测量, 通过稳

定子的测量过程就完成了融合操作. X 型稳定子如

果满足, 则测量结果记为 0, 否则记为 1, 将 4个

X 型稳定子的测量结果记为:   ,   ,   ,   .

因 为     ,  所 以

 表示联合逻辑  

测量的结果. 粗糙融合的过程可以表示为  ∣∣ϕ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ ,
∣∣ψ⟩ = α′ |0⟩+ β′ |1⟩ . (10)

融合之后的状态为 

α |ψ⟩new+(−1)Mβ|ψ⟩new = α′ |ϕ⟩ new+β′|ϕ⟩new. (11)

其中, 

|ψ⟩new = α′ |0⟩new + β′ |1⟩new ,

|ψ⟩new = α′ |1⟩new + β′ |0⟩ new,
|ϕ⟩new = α |0⟩ new + (−1)Mβ |1⟩ new,

|ϕ⟩new = α |1⟩ new + (−1)Mβ |0⟩ new,

|0⟩new =
1√
2
(|00⟩+ (−1)M |11⟩),

|1⟩new =
1√
2
(|01⟩+ (−1)M |10⟩).

Q1 Q2 Q3

上述公式不严谨, 融合以后中间的 3个数据比

特  ,   和  将和左右两边的表面码是纠缠在

一起的, 因此 (11)式表述的不够严格, 因为它并没

有考虑这 3个数据比特的状态.

为了便于分析, 对融合过程增加的第 4个稳定

子进行变形: 

SX
4

′
= SX

4 ⊗ SX
1 ⊗ SX

2 ⊗ SX
3

= X1X2X3X4XaXbXcXd = XL1 ⊗XL2. (12)

Q3 Q2 Q1

Q3

Q3 SX
3 = X3XcXQ2XQ3

Q3

Q2 Q1

SX
2 = X2XbXQ1XQ2

SX
1 = X1Xa

XQ1

SX
4

′

对量子比特  ,   和  在 Z 基下进行测量,

可以完成粗糙分割操作. 在对   进行测量之后,

与  相关的 X 型稳定子  因测

量而消失; 与  相关的两个 Z 型稳定子由四端变

为三端, 当测量结果为 0时, 三端稳定子自动满足;

当测量结果为 1时, 需要添加 X 操作使这两个三

端稳定子满足. 同理在对   和   进行测量之后,

稳定子   和稳定子  

 会因为测量而消失. 这时仅保留了变型过的

 , 如图 6所示.

MXL1XL2

通过粗糙融合和分割, 实际上是对两个逻辑态

进行联合逻辑测量   . 结合单量子比特间

CNOT门的实现原理 (图 4)可知, 为了实现逻辑

量子比特间的 CNOT门, 只需要联合测量和纠正

操作就可以, 因此粗糙融合和分割过程可以简化为

对图 6所示的中间条形黄色稳定子的联合测量, 这

样就能够简化 CNOT的实现过程. 将稳定子测量

的结果记为 M, 稳定子测量后的量子态表示为 

(α |0⟩+ β |1⟩) (α′ |0⟩+ β′ |1⟩)

+ (−1)M (α |1⟩+ β |0⟩) (α′ |1⟩+ β′ |0⟩)

=
(
αα′ + (−1)Mββ′) (|00⟩+ (−1)M |11⟩

)
+
(
αβ′ + (−1)Mβα′) (|01⟩+ (−1)M |10⟩

)
. (13)
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图 5    表面码的粗糙融合

Fig. 5. Rough fusion of surface codes.
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图 6    表面码的粗糙分割

Fig. 6. Rough segmentation of surface codes.
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3.2.2    光滑融合和光滑分割

Q1 Q2 Q3 |+⟩

SZ
1 = Z1ZaZQ1 SZ

2 = Z2ZbZQ1ZQ2 SZ
3 =

Z3ZcZQ2ZQ3 SZ
4 = Z4ZdZQ3

M1 M2 M3 M4

SZ
1 ⊗ SZ

2 ⊗ SZ
3 ⊗ SZ

4 = ZL1 ⊗ ZL2 M =M1⊕

M2⊕ M3 ⊕M4 ZL1ZL2

光滑融合 (见图 7)与粗糙融合原理相似, 它的

具体过程为: 将   ,    和   都初始化为   , 则

边界处的三端 X 型稳定子变成了自动满足的四

端 X 型稳定子 ; 然后对两个表面码之间的 Z 稳

定 子   ,    ,   

 ,    进行测量 , 通过稳

定子的测量过程就完成了融合操作. Z 型稳定子

如果满足, 则测量结果记为 0, 否则记为 1, 将 4个

Z 型稳定子的测量结果记为  ,   ,   ,   , 因

为  , 所以 

   表示联合逻辑  测量的结果.

同理, 对融合过程增加的第 4个稳定子变形: 

SZ
4

′
= SZ

4 ⊗ SZ
1 ⊗ SZ

2 ⊗ SZ
3

= Z1Z2Z3Z4ZaZbZcZd = ZL1 ⊗ ZL2. (14)

Q3 Q2 Q1

Q3 Q2

Q1 SZ
3 = Z3ZcZQ2ZQ3

SZ
2 = Z2ZbZQ1ZQ2 SZ

1 = Z1ZaZQ1

SZ
4

′

对量子比特  ,   和  在 X 基下进行测量,

可以完成光滑分割操作. 在 X 基下对   ,    和

 进行测量之后 , 稳定子   ,

 和   会因为测量

而消失, 三端的 X 型稳定子可以通过纠正操作来

满足, 这时左右两个表面码由变型过的  稳定子

连接, 如图 8所示.

MZL1ZL2

通过光滑融合和分割, 实际上是对两个逻辑态

进行联合逻辑测量  , 直接对两个逻辑态进

行联合测量能够满足 CNOT门实现的需求, 因此

光滑融合和分割过程可以简化为对图 8所示的中

间条形绿色稳定子的联合测量. 将稳定子测量的结

果记为 M, 稳定子测量后的输出态为 

(α|0⟩+ β|1⟩)(α′|0⟩+ β′|1⟩)

+ (−1)M (α|0⟩ − β|1⟩)(α′|0⟩ − β′|1⟩)

= (1 + (−1)M )(αα′|00⟩+ ββ′|11⟩)

+ (1− (−1)M )(αβ′|01⟩+ βα′|10⟩). (15)
 

3.3    单逻辑量子比特表面码间 CNOT 门
实现的优化

ZL1ZL2

XL1XL2

经过上述分析, 我们能够对基于晶格融合与分

割的逻辑 CNOT门实现方案进行优化: 在原方案

实现过程中, 光滑融合对控制位和辅助位之间新产

生的 Z 稳定子进行测量, 它们测量结果的异或等

价于联合逻辑   测量的结果; 粗糙融合对目

标位和辅助位之间新产生的 X 稳定子进行测量,

它们测量结果的异或等价于联合逻辑  测量

的结果. 先融合后分割操作的结果是使得两个逻辑

比特通过逻辑操作形成的稳定子连接成一个更大

的表面码, 这个新增加的稳定子可能为正也可能为

负. 因此, 基于晶格融合与分割的逻辑 CNOT门实

现方案可以简化为直接对逻辑操作形成的稳定子

进行测量, 再对辅助比特进行逻辑 Z 测量, 最后添

加纠正操作. 下面以码距为 2, 编码一位逻辑比特

的表面码为例进行仿真验证.

|CQ⟩
X2X5 Z1Z2 |TQ⟩
X12X15 Z11Z12 |INT⟩ |+⟩

X7X10 Z6Z7

图 9中,    代表控制位, 逻辑操作分别为

 和  ;   代表受控位, 逻辑操作分别为

 和   ;    初始化为   作为辅助

态, 逻辑操作分别为  和  . 第 1步, 进行

联合 Z 测量, 在 Z 基下对控制比特和辅助比特的

Z 逻辑操作涉及的比特 1, 2, 6, 7 进行联合测量,
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图 7    表面码的光滑融合

Fig. 7. Smooth fusion of surface codes.
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图 8    表面码的光滑分割

Fig. 8. Smooth segmentation of surface codes.
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图 9    单逻辑比特量子表面码逻辑 CNOT门的实现

Fig. 9. Implementation  of  logic  CNOT  gate  for  the  single

logical qubit surface code.
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M1

M2

|INT⟩
M3

|CQ⟩ ZM2 M2

Z1Z2 |TQ⟩ XM1+M3

M1 +M3 = 1 X12X15 M1 +M3 = 1

M2 = 1

M1M2M3

结果记为   ; 第 2步, 进行联合 X 测量, 在 X 基

下对辅助比特和目标比特的 X 逻辑操作涉及的比

特 7, 10, 12, 15 进行联合测量, 结果记为   ; 第

3步, 在 Z 基下对  进行逻辑测量, 测量结果为

 ; 第 4步, 进行校正操作, 根据前 3步的测量结

果 , 对   添加逻辑操作   , 当   为  1 时 ,

为   ; 在受控位   添加逻辑操作   ,

当  时, 为  ; 当  且

 时, 整体相位进行翻转. 这里每个码字有

4项, 最终的结果是 64项, 是 3个逻辑态码字直积

的结果. 图 10记录了对每一种输入进行 5000次仿

真后得到随机测量结果的概率统计以及在该种测

量结果下对应的输出, 其中横坐标为 3次测量的结

果  .

12.5%
|CQ⟩

|TQ⟩ |CQ⟩ |TQ⟩
|CQ⟩ |TQ⟩

|INT⟩ M3 |INT⟩
M3 = 0 |INT⟩

|0⟩ M3 = 1 |INT⟩ |1⟩
M1M2M3

在图 10中, 每一个测量结果的概率都约等于

 , 说明两个联合逻辑测量和辅助态在 Z 基下

的测量都是随机塌缩的. 对  来说, 输入和输出

保持一致; 对  来说, 当  输入为 0时,  

不变; 当  输入为 1时,   取反, 符合 CNOT

门的结果. 对   来说, 因为   是对   逻辑

态的测量结果, 当  时,   的测量结果为

 , 当  时,   的测量结果为  , 在输出

结果中, 与理论分析相一致. 当  测量结果

M1 +M3 = M2 = 1为 011和 110 (  1且   )时 , 结果

中会出现一个整体的相位翻转, 因此当出现这种情

况时, 可在校正操作中添加一个整体的相位翻转.

因此优化以后的过程能够实现逻辑 CNOT操作. 

4   基于联合测量和逻辑测量的多逻
辑量子比特表面码间 CNOT门的
实现

|CQ⟩ |TQ⟩
|INT⟩ |+⟩

|CQ⟩

本文提出的编码多个逻辑量子比特的表面码

(图 2)依然可以基于联合测量和逻辑测量实现逻

辑 CNOT门.    代表控制表面码,    代表受

控表面码,   的某一逻辑位初始化为  , 作为

辅助态. 在编码一位逻辑比特的表面码中, 只有一

位比特, 不需要特别关注逻辑操作的对应关系, 但

在编码三位逻辑比特的表面码中, 要把信息比特和

逻辑操作进行对应. 在图 2中, 定义了表面码具体

的逻辑操作, 要实现控制表面码第 i 位逻辑比特与

目标表面码第 j 位逻辑比特之间的 CNOT, 就要

将控制表面码第 i 位逻辑 Z 操作与辅助表面码的

逻辑 Z 操作对应, 用 Z 型稳定子连接, 将目标表面

码第 j 位逻辑 X 操作与辅助比特的逻辑 X 操作边

界对应, 用 X 型稳定子连接. 图 11给出了  第
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|CQ⟩ |0⟩ |TQ⟩ |0⟩ |CQ⟩ |0⟩ |TQ⟩ |1⟩ |CQ⟩ |1⟩ |TQ⟩ |0⟩ |CQ⟩
|1⟩ |TQ⟩ |1⟩
图 10    不同输入状态下的仿真输出　(a)  =  ,   =  ; (b)  =  ,   =  ; (c)  =  ,   =  ; (d)   =

 ,   = 

|CQ⟩ |0⟩ |TQ⟩ |0⟩ |CQ⟩ |0⟩ |TQ⟩ |1⟩ |CQ⟩ |1⟩
|TQ⟩ |0⟩ |CQ⟩ |1⟩ |TQ⟩ |1⟩
Fig. 10. Simulation  output  under  different  input  states:  (a)  =  ,    =  ;  (b)  =  ,    =  ;  (c)  =  ,

 =  ; (d)  =  ,   =  .
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|INT⟩ |TQ⟩
Z1Z2 Z13Z14

X13X15 X25X27

一位逻辑比特利用   第一位逻辑比特与  

第一位逻辑比特 CNOT的过程 ,    和  

分别对应控制表面码和辅助表面码第一位逻辑比

特的 Z 逻辑操作,    和   分别对应的

是辅助表面码和目标表面码第一位逻辑比特的

X 逻辑操作.

M1

M2 |INT⟩

M3

|CQ⟩

ZM2 M2 Z1Z2

|TQ⟩ XM1+M3 M1 +M3 = 1

X25X27 M1 +M3 = 1 M2 = 1

逻辑 CNOT实现的步骤: 第 1步, 进行联合

Z 测量, 在 Z 基下对 1, 2, 13, 14 比特进行联合测

量, 结果记为   ; 第 2步, 进行联合 X 测量, 在

X 基下对 13, 15, 25, 27 比特进行联合测量, 结果

记为  ; 第 3步, 在 Z 基下对  的第一比特进

行逻辑 Z 测量, 测量结果为  ; 第 4步, 进行校正

操作, 根据前 3步的测量结果, 对  添加逻辑操

作  , 当  为 1 时, 纠正操作为  ; 在受控

位   添加逻辑操作   , 当  

时, 纠正操作为  ; 当  且 

时, 整体相位进行翻转.

|INT⟩

|+⟩ |INT⟩

|CQ⟩ |TQ⟩

在实现逻辑 CNOT的过程中, 辅助比特 

初始化为逻辑   , 在该过程中   不需要与

 和   的拓扑结构相同, 在保证联合测量过

|INT⟩
程中构成逻辑操作的数据比特位数能够满足对应

关系的前提下, 可以将  进行简化.

|INT⟩如图 12所示,   由码距为 2的边界表面码

构成, 这时候整个过程用到的量子比特数目就会减

少很多, 提高了 CNOT门实现的效率, 并且利用普

通计算机能够对此过程进行仿真 . 由于 IBM的

Qiskit支持的量子比特数目有限, 因此在这里使

用 Matlab编写了表面码的直积、基转换、联合测

量、逻辑测量等函数, 对上述 CNOT的过程进行了

仿真, 结果见表 3—表 6.
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图 12　基于联合测量和逻辑测量的多逻辑量子比特表面

码逻辑 CNOT门的优化

Fig. 12. Optimization  of  logic  CNOT  gate  for  multiple

logical  qubits  surface code based on joint  measuremnt and

logical measurement.
 

|CQ⟩
|TQ⟩ |CQ⟩ |AB0⟩

(A,B ∈ (0, 1)) |TQ⟩ |CQ⟩ |AB1⟩
(A,B ∈ (0, 1)) |TQ⟩

|INT⟩
M3 |INT⟩

M3 = 0 |INT⟩ |0⟩ M3 = 1 |INT⟩

对   来说 , 输入和输出保持一致 , 符合

CNOT门的结果. 对   来说, 当   为   ,

 时 ,    不 变 ; 当   为   ,

 时,   第一位取反, 说明两个表面

码的第 1位逻辑比特之间实现了 CNOT操作, 且

在实现过程中没有影响到控制比特和目标比特的

其他逻辑比特, 符合 CNOT门的要求. 对  来

说, 因为  是对  进行逻辑 Z 测量的结果, 当

 时,    塌缩为   , 当   时,   
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图 11    基于联合测量和逻辑测量的多逻辑量子比特表面

码逻辑 CNOT门的实现

Fig. 11. Implementation  of  logic  CNOT  gate  for  multiple

logical  qubits  surface code based on joint  measuremnt and

logical measurement.

 

|CQ⟩ |AB0⟩ |TQ⟩ |CD0⟩ (A,B,C,D ∈ (0, 1))表 3      =  ,   =  ,    时的输出
|CQ⟩ |AB0⟩ |TQ⟩ |CD0⟩ (A,B,C,D ∈ (0, 1))Table 3.    Output when the input is   =  ,   =  ,   .

M1 M2 M3测量结果(      ) 000 001 010 011

|CQ⟩ ⊗ |INT⟩ ⊗ |TQ⟩ |AB0⟩ |0⟩ |CD0⟩ |AB0⟩ |1⟩ |CD0⟩ |AB0⟩ |0⟩ |CD0⟩ |AB0⟩ |1⟩ |CD0⟩

M1 M2 M3测量结果(      ) 100 101 110 111

|CQ⟩ ⊗ |INT⟩ ⊗ |TQ⟩ |AB0⟩ |0⟩ |CD0⟩ |AB0⟩ |1⟩ |CD0⟩ |AB0⟩ |0⟩ |CD0⟩ |AB0⟩ |1⟩ |CD0⟩
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|1⟩塌缩为  , 与理论分析相一致. 经过上述分析, 基

于联合测量和逻辑测量实现了多比特表面码之间

的逻辑 CNOT门.

|INT⟩

在图 2表面码中, 逻辑比特 2和逻辑比特 1类

似 , 因此逻辑 CNOT的实现也类似 . 当 CNOT

的控制比特和目标比特都是逻辑比特 3时, 由于对

 只是进行逻辑比特联合测量和后续的逻辑测

量, 逻辑操作的数据比特位数不需要一一对应, 因

|INT⟩此   Z 逻辑操作的长度并不需要为 4, 仍然可

以采用最小的表面码作为中间态, 如图 13所示.

经过仿真验证, 能够实现 CNOT逻辑操作. 基于简

化的原理, 可以设计出控制表面码的任意逻辑比特

和目标表面码的任意逻辑比特之间的 CNOT门,

实现任意逻辑比特间的逻辑 CNOT操作. 

5   讨论和结论

本文的主要创新包括: 第一, 提出了一种基于

边界可以编码 3个逻辑比特的表面码, 该表面码用

12 个数据比特编码 3 个逻辑比特; 第二, 对基于

晶格融合与分割的表面码逻辑 CNOT门实现方法

进行了改进, 提出了一种基于联合测量和逻辑测量

的表面码逻辑 CNOT门实现方法, 并在提出的多

逻辑比特表面码上进行了仿真验证.

编码多个逻辑比特的表面码的优点. 第一, 虽

然本文提出的表面码结构与 3个逻辑长度相同编

码单逻辑比特的表面码所用的物理比特一样多, 但

是在本文提出的表面码结构中有一个更长的逻辑

操作, 增加了表面码的容错能力. 第二, 对于编码

单个逻辑比特的表面码, 它们结构上是分离的, 两

个表面码之间的物理比特不能充分利用. 本文的编

码多逻辑比特的表面码相比于编码单逻辑比特的

表面码, 物理比特能够形成密铺, 结构上更紧凑,

 

|CQ⟩ |AB1⟩ |TQ⟩ |CD1⟩ (A,B,C,D ∈ (0, 1))表 4      =  ,   =  ,    时的输出
|CQ⟩ |AB1⟩ |TQ⟩ |CD1⟩ (A,B,C,D ∈ (0, 1))Table 4.    Output when the input is   =  ,   =  ,   .

M1 M2 M3测量结果(      ) 000 001 010 011

|CQ⟩ ⊗ |INT⟩ ⊗ |TQ⟩ |AB1⟩ |0⟩ |CD0⟩ |AB1⟩ |1⟩ |CD0⟩ |AB1⟩ |0⟩ |CD0⟩ |AB1⟩ |1⟩ |CD0⟩

M1 M2 M3测量结果(      ) 100 101 110 111

|CQ⟩ ⊗ |INT⟩ ⊗ |TQ⟩ |AB1⟩ |0⟩ |CD0⟩ |AB1⟩ |1⟩ |CD0⟩ |AB1⟩ |0⟩ |CD0⟩ |AB1⟩ |1⟩ |CD0⟩

 

|CQ⟩ |AB1⟩ |TQ⟩ |CD0⟩ (A,B,C,D ∈ (0, 1))表 5      =  ,   =  ,   时的输出
|CQ⟩ |AB1⟩ |TQ⟩ |CD0⟩ (A,B,C,D ∈ (0, 1))Table 5.    Output when the input is   =  ,   =  ,   .

M1 M2 M3测量结果(      ) 000 001 010 011

|CQ⟩ ⊗ |INT⟩ ⊗ |TQ⟩ |AB1⟩ |0⟩ |CD1⟩ |AB1⟩ |1⟩ |CD1⟩ |AB1⟩ |0⟩ |CD1⟩ |AB1⟩ |1⟩ |CD1⟩

M1 M2 M3测量结果(      ) 100 101 110 111

|CQ⟩ ⊗ |INT⟩ ⊗ |TQ⟩ |AB1⟩ |0⟩ |CD1⟩ |AB1⟩ |1⟩ |CD1⟩ |AB1⟩ |0⟩ |CD1⟩ |AB1⟩ |1⟩ |CD1⟩

 

|CQ⟩ |AB0⟩ |TQ⟩ |CD1⟩ (A,B,C,D ∈ (0, 1))表 6      =  ,   =  ,   时的输出
|CQ⟩ |AB0⟩ |TQ⟩ |CD1⟩ (A,B,C,D ∈ (0, 1))Table 6.    Output when the input is   =  ,   =  ,   .

M1 M2 M3测量结果(      ) 000 001 010 011

|CQ⟩ ⊗ |INT⟩ ⊗ |TQ⟩ |AB0⟩ |0⟩ |CD1⟩ |AB0⟩ |1⟩ |CD1⟩ |AB0⟩ |0⟩ |CD1⟩ |AB0⟩ |1⟩ |CD1⟩

M1 M2 M3测量结果(      ) 100 101 110 111

|CQ⟩ ⊗ |INT⟩ ⊗ |TQ⟩ |AB0⟩ |0⟩ |CD1⟩ |AB0⟩ |1⟩ |CD1⟩ |AB0⟩ |0⟩ |CD1⟩ |AB0⟩ |1⟩ |CD1⟩
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图 13    控制比特和目标比特都为逻辑比特 3时, 逻辑CNOT

门的优化

Fig. 13. Optimization of  logic  CNOT gate  when  both   con-

trol qubit and target qubit are the 3rd logical qubits.
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在量子计算的实现过程中能更充分地利用每一个

物理量子比特. 第三, 虽然本文给出的是长度为

2的表面码, 只有检错能力没有纠错能力, 但按照

交替边界设计的思想能够设计出具有更长逻辑操

作的表面码. 这里是因为仿真的限制, 因此研究长

度为 2的表面码.

基于联合测量和逻辑测量的表面码 CNOT门

实现方法过程更简洁, 能够节省资源. 这里以实现

图 5所示码距为 4的表面码之间的 CNOT操作为

例进行资源需求分析, 基于融合和分割的方法辅助

态表面码结构与图 5中的结构一致, 而基于联合测

量和逻辑测量的方法对辅助态没有具体要求, 这里

选择有纠错能力的码距为 3的表面码作为辅助态.

两种方法需要的资源如表 7所列, 可以发现基于联

合测量和逻辑测量的方法性能优于基于晶格融合

与分割的方法. 逻辑 CNOT门优化方案的优点: 第

一, 中间辅助态的选择更灵活, 可以利用码距比较

小的表面码来实现, 因此辅助表面码的码距和数据

量子比特数目都比较小. 第二, 更节省量子门的数

目. 在基于晶格融合与分割的方法中, 通过融合和

分割操作, 将两个表面码形成纠缠态, 在基于联合

测量和逻辑测量的方法中, 联合测量直接完成了这

个过程, 联合测量的结果等价于融合与分割的结

果. 因此不仅简化了操作, 还减少了量子门的数目.

第三, 在基于晶格融合与分割的方法中, 需要多次

对新产生的稳定子进行测量, 且每次根据不同的测

量结果需要进行纠正操作, 还需要进行单比特的测

量来消除稳定子; 而优化方法中, 不需要进行稳定

子的测量和单比特测量, 因此测量次数和纠正次数

都减少. 融合分割操作的优点是量子比特仅需要与

相邻比特进行作用, 在大码距表面码的物理实现上

更容易.

本文设计的多逻辑比特表面码克服了单比特

表面码不能密铺于量子芯片的缺点, 能够充分利用

物理量子比特 , 且提高了某些逻辑操作的长度 ,

增加了容错能力. 基于联合测量的思想降低了对

辅助比特的要求, 简化后的实现过程减小了对量

子资源的需求, 高效地实现了逻辑量子比特之间

的 CNOT门. 本文的研究成果对通用容错量子计

算的研究和实现都具有重要的意义. 

附录 A

图 3所示的编码线路的 8种输出码字见表 A1.

 

表 7    两种逻辑 CNOT门实现方法的资源消耗对比
Table 7.    Comparison  of  the  resource  consumption

of the two logic CNOT gate implementation methods.

基于联合测量和
逻辑测量的方法

基于晶格融合
与分割的方法

辅助表面码的码距 3 4

辅助表面码的数据量子
比特数目

13 25

量子门数目
(不含纠正操作)

19 40

测量次数 3 15

最大纠正次数 2 15

 

表 A1    图 3所示的编码线路的 8种输出码字
Table A1.    Eight output codewords for the encoding circuit shown in Fig. 3.

000 001 010 011 100 101 110 111

|000000000000⟩ |010000110011⟩ |000000000101⟩ |010000110110⟩ |000000010010⟩ |010000100001⟩ |000000010111⟩ |010000100100⟩

|000000001011⟩ |010000111000⟩ |000000001110⟩ |010000111101⟩ |000000011001⟩ |010000101010⟩ |000000011100⟩ |010000101111⟩

|000010100100⟩ |010010010111⟩ |000010100001⟩ |010010010010⟩ |000010110110⟩ |010010000101⟩ |000010110011⟩ |010010000000⟩

|000010101111⟩ |010010011100⟩ |000010101010⟩ |010010011001⟩ |000010111101⟩ |010010001110⟩ |000010111000⟩ |010010001011⟩

|000101100011⟩ |010101010000⟩ |000101100110⟩ |010101010101⟩ |000101110001⟩ |010101000010⟩ |000101110100⟩ |010101000111⟩

|000101101000⟩ |010101011011⟩ |000101101101⟩ |010101011110⟩ |000101111010⟩ |010101001001⟩ |000101111111⟩ |010101001100⟩

|000111000111⟩ |010111110100⟩ |000111000010⟩ |010111110001⟩ |000111010101⟩ |010111100110⟩ |000111010000⟩ |010111100011⟩

|000111001100⟩ |010111111111⟩ |000111001001⟩ |010111111010⟩ |000111011110⟩ |010111101101⟩ |000111011011⟩ |010111101000⟩

|001001010000⟩ |011001100011⟩ |001001010101⟩ |011001100110⟩ |001001000010⟩ |011001110001⟩ |001001000111⟩ |011001110100⟩

|001001011011⟩ |011001101000⟩ |001001011110⟩ |011001101101⟩ |001001001001⟩ |011001111010⟩ |001001001100⟩ |011001111111⟩

|001011110100⟩ |011011000111⟩ |001011110001⟩ |011011000010⟩ |001011100110⟩ |011011010101⟩ |001011100011⟩ |011011010000⟩
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表 A1 （续）　图 3所示的编码线路的 8种输出码字
Table A1 (continued).　Eight output codewords for the encoding circuit shown in Fig. 3

000 001 010 011 100 101 110 111

|001011111111⟩ |011011001100⟩ |001011111010⟩ |011011001001⟩ |001011101101⟩ |011011011110⟩ |001011101000⟩ |011011011011⟩

|001100110011⟩ |011100000000⟩ |001100110110⟩ |011100000101⟩ |001100100001⟩ |011100010010⟩ |001100100100⟩ |011100010111⟩

|001100111000⟩ |011100001011⟩ |001100111101⟩ |011100001110⟩ |001100101010⟩ |011100011001⟩ |001100101111⟩ |011100011100⟩

|001110010111⟩ |011110100100⟩ |001110010010⟩ |011110100001⟩ |001110000101⟩ |011110110110⟩ |001110000000⟩ |011110110011⟩

|001110011100⟩ |011110101111⟩ |001110011001⟩ |011110101010⟩ |001110001110⟩ |011110111101⟩ |001110001011⟩ |011110111000⟩

|110001100011⟩ |100001010000⟩ |110001100110⟩ |100001010101⟩ |110001110001⟩ |100001000010⟩ |110001110100⟩ |100001000111⟩

|110001101000⟩ |100001011011⟩ |110001101101⟩ |100001011110⟩ |110001111010⟩ |100001001001⟩ |110001111111⟩ |100001001100⟩

|110011000111⟩ |100011110100⟩ |110011000010⟩ |100011110001⟩ |110011010101⟩ |100011100110⟩ |110011010000⟩ |100011100011⟩

|110011001100⟩ |100011111111⟩ |110011001001⟩ |100011111010⟩ |110011011110⟩ |100011101101⟩ |110011011011⟩ |100011101000⟩

|110100000000⟩ |100100110011⟩ |110100000101⟩ |100100110110⟩ |110100010010⟩ |100100100001⟩ |110100010111⟩ |100100100100⟩

|110100001011⟩ |100100111000⟩ |110100001110⟩ |100100111101⟩ |110100011001⟩ |100100101010⟩ |110100011100⟩ |100100101111⟩

|110110100100⟩ |100110010111⟩ |110110100001⟩ |100110010010⟩ |110110110110⟩ |100110000101⟩ |110110110011⟩ |100110000000⟩

|110110101111⟩ |100110011100⟩ |110110101010⟩ |100110011001⟩ |110110111101⟩ |100110001110⟩ |110110111000⟩ |100110001011⟩

|111000110011⟩ |101000000000⟩ |111000110110⟩ |101000000101⟩ |111000100001⟩ |101000010010⟩ |111000100100⟩ |101000010111⟩

|111000111000⟩ |101000001011⟩ |111000111101⟩ |101000001110⟩ |111000101010⟩ |101000011001⟩ |111000101111⟩ |101000011100⟩

|111010010111⟩ |101010100100⟩ |111010010010⟩ |101010100001⟩ |111010000101⟩ |101010110110⟩ |111010000000⟩ |101010110011⟩

|111010011100⟩ |101010101111⟩ |111010011001⟩ |101010101010⟩ |111010001110⟩ |101010111101⟩ |111010001011⟩ |101010111000⟩

|111101010000⟩ |101101100011⟩ |111101010101⟩ |101101100110⟩ |111101000010⟩ |101101110001⟩ |111101000111⟩ |101101110100⟩

|111101011011⟩ |101101101000⟩ |111101011110⟩ |101101101101⟩ |111101001001⟩ |101101111010⟩ |111101001100⟩ |101101111111⟩

|111111110100⟩ |101111000111⟩ |111111110001⟩ |101111000010⟩ |111111100110⟩ |101111010101⟩ |111111100011⟩ |101111010000⟩

|111111111111⟩ |101111001100⟩ |111111111010⟩ |101111001001⟩ |111111101101⟩ |101111011110⟩ |111111101000⟩ |101111011011⟩
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Abstract

As  its  parallel  processing  ability,  quantum  computing  has  an  exponential  acceleration  over  classical

computing. However, quantum systems are fragile and susceptible to noise. Quantum error correction code is an

effective means to overcome quantum noise. Quantum surface codes are topologically stable subcodes that have

great  potential  for  large-scale  fault-tolerant  quantum  computing  because  of  their  structural  nearest  neighbor

characteristics  and high fault-tolerance thresholds.  The existing boundary-based surface codes can encode one

logical qubit. This paper mainly studies how to implement multi-logical-qubits encoding based on the boundary,

including  designing  the  structure  of  the  surface  code,  finding  out  the  corresponding  stabilizers  and  logical

operations  according to  the  structure,  and further  designing the  coding circuit  based on the  stabilizers.  After

research  on  the  single  qubit  CNOT  implementation  principle  based  on  measurement  and  correcting  and  the

logic CNOT implementation based on fusion and segmentation, we further optimized implementation scheme of

the  logic  CNOT implementation  based  on  fusion  and  segmentation.  The  scheme  is  extended  to  the  designed

multi-logical-qubits surface code to realize the CNOT operation between the multi-logical-qubits surface codes,

and  the  correctness  of  the  quantum  circuit  is  verified  by  simulation.  The  multi-logical-qubits  surface  code

designed in this paper overcomes the disadvantage that the single-logical-qubit surface code can not be densely

embedded in the quantum chip, improves the length of some logical operations, and increases the fault tolerance

ability. The idea of joint measurement reduces the requirement for ancilla qubits and reduces the demand for

quantum resources in the implementation process.

Keywords: quantum  surface  code,  multi-logical-qubits  encoding,  logic  CNOT  gate,  fusion  operation,

segmentation operation
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