
 

二元混合物在液体层上发生马兰戈尼爆裂的研究
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由于马兰戈尼效应, 液滴在液体层表面自发铺展成薄膜的物理过程, 在成膜技术、涂层工艺、以及纳米

器件的制作等领域具有广泛的应用, 但是铺展后液膜自发碎裂成小液滴的现象也被广泛观察到, 这种现象限

制了马兰戈尼效应应用的发展. 本文基于以往的实验观察对液膜的碎裂机制进行完备的解释, 并通过实验进

行验证, 指出了液滴薄膜中心与边缘蒸发速率的差异引起的马兰戈尼流动对液膜边界产生的微扰, 使得液滴

铺展到最大时边缘生长出指状液柱. 此外, 根据微扰模型推导出边界失稳的临界波长和最大波长的表达式,

基于 Plateau-Rayleigh不稳定性解释了指状液柱碎裂的原因. 建立同心圆柱壳液柱模型简化计算, 预测了不

同黏度比的液滴在液体层上铺展为薄膜的浓度范围和发生马兰戈尼爆裂的位置区间, 并通过实验验证了不

同醇溶液发生马兰戈尼爆裂的浓度范围和位置区间. 该理论解释将在成膜技术、涂层工艺等领域提供更加精

细的理论指导; 特别地, 本文提出的同心圆柱壳简化模型为化工领域微量反应和纳米颗粒制备等研究领域中

的一些技术难题提供新的解决思路.
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1   引　言

当一滴二元混合物 (如水-乙醇)滴落在疏水性

液体 (如油)的表面时, 漂浮在油层表面的母液滴

有时会散开碎成更小的液滴, 这个现象被称为马兰

戈尼爆裂. 本文将对这一现象进行详细的分析, 该

现象可以分为两个阶段: 阶段 1是液滴润湿液体

层, 在马兰戈尼效应 [1] 的作用下铺展为薄膜, 达到

最大的扩散半径; 阶段 2是在薄膜扩散到最大时,

内部未停止的马兰戈尼流使得边界产生了指状液

柱, 又因为 Plateau-Rayleigh不稳定性的存在, 生

长到一定长度的指状液柱碎裂形成小液滴, 最终整

个液膜破碎发生马兰戈尼爆裂的现象.

液滴可以自发在液体层铺展成薄膜的优良性

质让马兰戈尼效应在半导体成膜 [2] 及纳米器件的

制作 [3] 等方面被广泛应用, 正是因为巨大的应用前

景液体表面的 Marangoni铺展问题被大量研究.

从 1969年 Fay[4] 研究了石油在水面上的铺展, 首

次建立了液滴铺展半径与时间的幂指数关系后,

到 1980年, Huh等 [5], Foda和 Cox[6] 采用更严谨

的数学推导验证 Fay的结论, 详尽地研究了液滴

在水面上铺展的力学机制. 之后的几年, 一维射流

的不稳定性首先被观察到, 并被广泛研究 [7,8], 例

如 1983年 Smith等 [9,10] 详细讨论射流的表面波、

对流不稳定性. 但随着研究和应用的进一步发展,

1988—1998年二维液膜自发碎裂成小液滴的现象

逐渐在不同实验中被观察到 [11–17], 其中导致马兰

戈尼流而引起不稳定的因素包括: 溶液浓度变化

(蒸发)[11–15]、温度变化 (热驱动)[16]、表面活性剂 [17]
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等, 自此液膜不稳定性方面的研究也分为了以上

3个主题. 由于液膜的破碎限制了马兰戈尼效应的

应用, 进入 21世纪, 相关问题被广泛研究, 在液膜

扩散 [18]、边缘润湿 [19]、液柱断裂 [20]、边缘碎裂 [21]、

指状液柱形成 [22] 等现象都有相关研究. 不过相比

于第 1阶段完备的理论, 对第 2阶段扰动和不稳定

的分析例如上述研究都主要是实验研究. 特别地,

Hernández-Sánchez等 [23] 根据实验得到液体层表

面上液体的驱替铺展由界面张力梯度主导 . 但

Huh等 [5], Foda和 Cox[6] 的研究表明液滴在边缘

处界面张力已经达到平衡, 并不会在边缘处长出小

液柱, 也正是因为这样的悖论让液滴边界失稳的原

因一直没有理论进行解释. 此外对于生长出的液柱

最终碎裂成为小液滴的原因, 大量的实验文章推测

是由于 Plateau-Rayleigh不稳定现象 [21,24,25], 但是

由于液柱在液体表面流动而导致的上下不对称边

界条件, 让 Plateau-Rayleigh不稳定扰动下液柱的

流动方程复杂到无法求解.

针对上述问题, 本文将根据液液界面的自由能

理论推导出二元混合物在液体层表面实现铺展的

关系式, 代入希斯科夫斯基公式计算出短链醇溶液

在油层表面铺展为薄膜的浓度范围. 完全铺展后液

滴内部的马兰戈尼效应依旧存在, 引起了液滴边界

的不稳定性. 本文将扰动表示为一个无限的波函数

叠加, 结合杨拉普拉斯方程对扰动下液滴的速度势

方程, 求解得到了发生失稳的临界条件与失稳后液

柱生长时对应的波长. 经过分析可知醇溶液在液体

层表面铺展的浓度范围与醇溶液出现边界不稳定

性碎裂为小液滴的浓度范围一致, 后续用实验验证

了计算得到的发生“马兰戈尼爆裂”的浓度区间的

准确性.

为了使扰动下液柱的流动方程可解, 本文采用

关于中心轴对称的同心圆柱壳模型简化计算. 基于

中间层厚度非常薄的假设, 对方程进行近似降阶求

解得到 Plateau-Rayleigh不稳定性不同模式的扰

动增长率, 并且对于扰动增长率的不同模式做出竞

争猜想, 得到了扰动增长率的范围. 基于猜想和

Mathematica计算分析预测了不同黏度比的液体

层和液滴发生“马兰戈尼爆裂”的位置区间, 其中醇

溶液在花生油表面碎裂为小液滴的位置区间在

4.51—5.98倍液柱宽度, 并且通过实验验证预测是

准确的. 

2   母液滴的铺展过程
 

2.1    母液滴铺展的浓度

两种由不互溶或部分互溶液体相互接触而形

成的界面称为液液界面 [26]. 下文对二元混合物 A

(如水-醇混合物)在疏水性液体 B(如植物油)表面

上时形成液液界面的条件进行分析.

设液-液接触面积为单位面积, 则在恒温恒压

下有 

S = −∆G = γB − γA − γAB, (1)

γA, γB γAB

∆G

S > 0

式中 ,    和   分别为单位面积下 A, B和

AB的界面自由能.    表示吉布斯自由能变, 吉

布斯自由能的变化可作为恒温、恒压过程自发与平

衡的判据. 当铺展系数  时, 液体 A才能在液

体 B实现铺展. 由于界面张力、表面张力与界面自

由能、表面自由能在数值上相等; 界面张力与表面

张力的单位为 N/m, 界面自由能的单位为 J/m2,

由 J = N·m可得 J/m2 = N/m. 因此, (1)式也可

以表示为 

S = σB − σA − σAB, (2)

σA, σB σAB式中   和   分别表示为液体 A、液体 B的

表面张力和液体 A与液体 B的界面张力. 衡量液

液界面张力与 A, B两液体表面张力关系, 由 Good

Girifalco理论 [27] 推得: 

σAB = σA + σB −√
σAσB. (3)

联立 (2)式和 (3)式可得 

S = 2
√
σAσB − 2σA = 2

√
σA
(√
σB −√

σA
)
. (4)

S > 0

根据 (4)式和液体 A在液体 B表面实现铺展的条

件  , 得到二元混合物在液体层表面铺展的表

面张力关系式为 

σA < σB. (5)

可溶性短链醇溶液的浓度和表面张力之间的

关系用希斯科夫斯基公式 [28] 来表示: 

σ0 − σ = bσ0ln
(
1 +

C

K

)
, (6)

σ0 σ

σA K b

C

其中,   和  分别表示溶剂和醇溶液的表面张力,

醇溶液表面张力   为液体 A的表面张力,    与  

均为拟合系数,   为溶液的摩尔浓度. 根据 (5)式

与 (6)式推导可得, 短链醇溶液发生铺展的浓度关
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系式为 

K · exp
(σ0 − σB

bσ0

)
−K < C < Ke1/b −K, (7)

 

2.2    母液滴的马兰戈尼流动

当母液滴 (醇)溶液浓度达到一定范围时可以

铺展形成薄膜. 薄膜边缘处的液膜薄、表面积大,

挥发速率快, 醇浓度远小于中心区域. 由 (6)式可

知, 链醇溶液浓度越大, 表面张力越小, 母液中心

与边缘形成表面张力梯度, 液体从表面张力低的中

心区域向表面张力高的四周流动, 形成溶质马兰戈

尼流 [29], 让母液滴在液体层上进一步铺展成厚度

更薄的均匀薄膜.

R∗ T ∗

v = R∗/T ∗ v

Keiser等 [21] 通过量纲分析给出了马兰戈尼爆

裂现象的特征半径  与特征时间  的表达式, 根

据  可以推导出马兰戈尼流诱导的流速 

与相关参数的关系式: 

v ∝
[
∆σ3H3 (1− ϕc) jv
Ω0η30 (ϕ0 − ϕc)

]1/4
. (8)

σ = σmo + σma σmo

σma

ϕ0 σm

ϕc σc

∆σ = σm − σc H η0

jv Ω0

定义有效张力  .   为油层与醇

溶液的界面张力,   为醇溶液与空气的界面张力.

记中心处溶液体积浓度为   , 有效张力为   ; 边

缘处溶液体积浓度为   , 有效张力为   , 则有

 .   为油层厚度,   为油层的运动黏

度 .    为醇溶液的蒸发速率 ,    为滴加液滴的

体积.

S < 0

S (ϕc) = 0

ϕc S = 0

η0v/H = ∆σ/R

当  时, 醇溶液不可以在油层表面发生铺

展, 铺展的临界体积浓度满足:   . 即母液

滴边缘浓度达到  时,   , 醇溶液不再润湿油

层, 达到最大的扩散边界. 此时, 油的黏性应力与

界面张力相平衡, 即  . 再结合 (8)式

可以得到实现最大铺展的母液半径 R: 

R ∝
[
(ϕ0 − ϕc)∆σHΩ0

(1− ϕc) η0jv

]1/4
. (9)

 

3   母液滴的不稳定性
 

3.1    母液滴边缘的不稳定性

当母液滴达到最大母液半径时, 可以近似视为

一个厚度均匀的圆形薄膜 [21]. 虽然液滴边界处的

界面张力已经达到平衡, 但是由于最初的蒸发速率

差异, 液滴内部依旧有浓度差异 [30,31], 马兰戈尼效

应依旧存在 [21], 液滴内部的流动并未停止 [31], 又因

为 Fay[4], Huh等 [5], Foda和 Cox[6] 的工作已经证

明, 若液滴完全处于静止状态下, 液滴边缘不会出

现不稳定性, 液滴铺展成液膜后保持完整, 不会发

生碎裂, 所以推测内部流动未停止可能是引起液滴

边界不稳定性的原因. 引起扰动的因素很多, 机制

复杂, 但其成因不影响对后续扰动引起的不稳定性

增长进行分析.

ϕj ∇ϕj = v

∇2ϕj = 0

R0

h h≪ R0 r

δz

母液滴扩散到最大母液半径时, 扩散过程流动

缓慢且流动的母液滴质量很小, 属于黏性流动, 整

个速度场最初是无旋的, 并且水和酒精的混合液黏

度很小, 整个液滴在之后的演化过程中会保持无旋 [32].

因此, 速度势   可表示为   . 由整个液滴的

体积一定, 整个流场是无源的可得:    . 如

图 1所示, 一半径为  的油层圆形界面, 母液滴在

其表面铺展, 母液滴薄膜厚度为   , 且   .   

为液滴边缘某点到液滴中心的距离. 在柱坐标下,

对于其中的某一层 (厚度为  )可用极坐标描述: 

1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕj

∂r

)
+

1

r2

(
∂2ϕj

∂θ2

)
+
∂2ϕj

∂z2
= 0. (10)

r

v z z r

µ
∂v

∂z

µ
∂2v

∂z2
· δz µ

p

由流体的边界无滑移条件可知   方向上的速

度   只是   的函数 [33], 垂直于   方向且沿   方向的

牵引力为   , 在某一层上单位体积的两个面牵

引力差为  ,   表示动力黏度. 完全铺展时

母液滴边缘处, 单位体积所受压力  与两端牵引力

之差相平衡, 即 

µ
∂2v

∂z2
=
∂p

∂r
. (11)

由上下表面无滑移的边界条件, 可得: 

v = −z (h− z)

2µ

∂p

∂r
. (12)

 


 



图 1    液滴边界的形状

Fig. 1. Shape of droplet boundary.
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z将速度在  方向上进行平均: 

v̄ =
1

h

∫ h

0

vdh = − h2

12µ

∂P

∂r
= − h2

12µ
∇p. (13)

∇ · v̄ = p

∆p

考虑的是不可压缩流, 且流体的流速较小, 则

 0, 即压力  满足杨-拉普拉斯方程 [34], 压力

差  可以表示为 

∆p = σc

(
2

h
+

1

R

)
. (14)

a

马兰戈尼效应带来的不稳定性对液滴边缘产

生了扰动, 根据傅里叶变换可知任何扰动都可以表

示为一个无限的波函数叠加 [35]. 图 1显示了具有

波状扰动  的圆形界面, 可以将母液边界形状写为 

r = R+ a = R+

∞∑
m=1

Amf (t) eimϑ, (15)

Am

f (t) t ϑ

其中,    表示与无因次波数 m 相关的振幅因子,

 表示波振幅与时间  相关,   表示波函数的相

位因子.

Q

R (t)

设母液滴流量为  , 对于未扰动情形下的位移

 可以表示为 

R (t) =

[
Q (t− t0)

π

]1/2
. (16)

t = t0 R (t0) = 0  (初始时刻)时,   , 解出未扰动

情形下速度势: 

φ0
j = −Q

2π

(
ln
r

R
+
µb

µj
+
µa

µj

)
, (17)

µb µj

µa

其中,   表示醇溶液与油层界面的动力黏度,   表

示醇溶液的动力黏度,    表示醇溶液与空气界面

的动力黏度.

(17)式求得的速度势仅为稳定条件下的. 对于

不稳定情况下加入扰动项得 

φj = φ0
j − αeimϑ. (18)

α式中,   为扰动振幅, 由理想流体的连续性条件 [36]

可得 

α =
A

m

(
Qf

2πR
+R

df
dt

)
, (19)

其中, A 表征任一波数下的振幅.

a(14)式引入微扰项   , 由杨-拉普拉斯方程可

得界面处得压力差为 

∆p = σc

 2

h
+

1

R
−
a+

d2a
dϑ2

R2

 . (20)

根据 (20)式可以定性分析指状液柱产生过程, 边

界处由于扰动产生的凹凸后, 凹陷处产生了负曲率

导致压差增大, 凸起处产生正曲率导致压差减小,

凸起部分被两侧凹陷处高压差部分挤压, 随着不稳

定性液膜不稳定性增长凹凸程度增大, 曲率变化

明显, 压差增大, 最终凸起部分被挤出去形成指状

液柱, 为了衔接后续分析, 之后采用扰动波长进行

分析.

µb ≫ µj , µj ≫ µa由于   , 联立 (13)式、(17)式

和 (20)式可得 

df
dt

=
n− 1

R2

[
Q

2π
− σcm(m+1)h2

12Rµb

]
f=A(m)f. (21)

df (t)
dt

= 0 λc

mc

每个 m 对应一种波长不同的表面振动模式.

当  时, 对应最小波长  , 以保持扰动. 根

据 (21)式解得此时的最小波数  为 

mc =

√
6µbQR

πh2σc
+

1

4
− 1

2
. (22)

mcλc = 2πR

λc

根据   与 (22)式, 可推得对应发生

失稳的临界波长  为 

λc =
2πR√

6µbQR

πh2σc
+

1

4
− 1

2

. (23)

∂

∂m

(
df (t)
dt

)
= 0

λm

当  时, 母液滴的边缘处开始生长

出液柱 [37], 解得此时的波长  为 

λm =
2
√
3πR√

6µbQR

πh2σc
+ 1

. (24)

Q = 2πRv h =
Ω0

πR2
根据 (24)式以及  和  , 得

 

λm =
2
√
3πR√

12π2vR6µb

Ω2
0σc

+ 1

. (25)

1 ≪ π2vR6µb

Ω0
2σc

在数量级上,   
[21], 令

 

β = σ1/2
c H−7/8[(1− ϕc) jv]

3/8
η
7/8
0 µ

−1/2
b ,

并且联立 (8)式和 (9)式, 可得 

λm ∝ βΩ
5/8
0 (ϕ0 − ϕc)

−3/8
∆σ−7/8. (26)

当母液周长小于临界波长时, 位移是稳定的,

界面仍然是以滴入点为中心的一个圆. 一旦周长大

于临界波长, 界面就会失稳形成类似手指形状的边

缘结构 [38]. 对于醇溶液滴加在油层表面的情况, 醇
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S (ϕc) > 0溶液可以在油层表面实现铺展, 即满足  ,

由于马兰戈尼流的作用, 母液滴的周长一定大于临

界波长. 所以只要醇溶液可以在油层表面铺展, 边

缘就会失稳生长出指状液柱 (见图 2(a)) . 

3.2    小液柱碎裂的分析

由图 2(b), (c)可知, 液膜边缘凹凸生长出的

指状液柱, 达到一定长度后断裂成小液滴. 根据

Plateau的界面自由能理论 [39]: 小液柱的长度超过

其截面周长时, 必然会出现 Plateau-Rayleigh不稳

定现象, 从而导致了扰动的增长, 而表面张力的作

用会使液体以最小的表面积形式存在, 即碎裂为球

状液滴. 因此, 对液柱的碎裂条件以及碎裂的具体

位置展开了分析.

R(2) = R(1) (1 + ε)

(ε→ 0)

如果直接建立在油层-空气界面上流动的液柱

模型, 上下表面不对称边界会导致求解液柱的流动

方程十分困难, 因此建立如图 3所示的同心圆柱壳

模型 . 在同心圆柱壳模型下当  

 时, 中间层的厚度与曲率半径相比很小, 近

似看作平面, 圆柱形薄壳在两个同心圆柱之间的流

动近似看作是液柱在两界面之间流动 [40] 且该模型

µ(n)

γ(n)

是关于中心轴对称的.   表示第 n 层流体的动力

黏度,   表示第 n 层界面张力系数.

对于因为 Plateau-Rayleigh不稳定性而扰动

的界面, 可以定义一个界面函数: 

ξ(n) (r, t) = R(n) + δR(n)ei(kz−ωt), (27)

k ω其中,   表示扰动的波数,   为扰动的频率.

根据 Liang等 [41] 提出的模型 , 在 Plateau-

Rayleigh不稳定情况下液柱的流动方程可表示为  (
A(n,n)+

1

−iω
B(n)

)
c(n) −A(n,n+1)c(n+1)=0. (28)

A(n,n) B(n)这里,   和  为 4×4矩阵:
 

 

A(n,n) =



kR(n)K(n)
0

µ(n′)

kR(n)I(n)0

µ(n′)

K(n)
1

µ(n′)

I(n)1

µ(n′)

2K(n)
0 − kR(n)K(n)

1

µ(n′)

2I(n)0 − kR(n)I(n)1

µ(n′)
−K(n)

0

µ(n′)

I(n)0

µ(n′)

kR(n)K(n)
0 − K(n)

1 kR(n)I(n)0 − I(n)1 K(n)
1 I(n)1

kR(n)K(n)
1 −kR(n)I(n)1 K(n)

0 +
K(n)

1

kR(n)
−I(n)0 +

I(n)1

kR(n)


, (29)

 

B(n) =

−γ(n)k

(
1− 1(

kR(n)
)2
)

2µ(n)


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

kR(n)K(n)
0 kR(n)K(n)

0 K(n)
1 I(n)1

 , (30)

 

(a) (b) (c)

图 2    指状液柱碎裂过程的实验图像

Fig. 2. Experimental images of finger shaped liquid column fragmentation process.

 

(1)

 (2)

(3)

图 3    同心圆柱壳模型示意图

Fig. 3. Schematic  diagram  of  a  concentric  cylindrical  shell

model.
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,K(n)
0 K(n)

1 I(n)0 I(n)1其中   ,    ,    ,    表示每一层相应的修正贝塞尔函数, 将 N – 1个界面的边界 (见补充材料 A

(online)) 代入其中, 可得 

M (n)ς = 0. (31)

ς =
(
c
(1)
2 , · · ·, c(n)2 , c

(1)
3 , · · ·, c(n)3

)
对于待定系数:   ,

 

M (n) =M
(n)
1 +

1

−iω
M

(n)
2 =


A

(1,1)
0 −A(1,2) · · · 0

...
. . .

...

0 · · · A(N−,N−) A(N−1,N)



+
1

−iω


B

(1)
0 0 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · B(N−1) 0

 , (32)

M
(n)
1 M

(n)
2 n其中,    ,    为   阶稀疏矩阵. 因为系数矩

阵必须是奇异的, 所以 

det
(
M (n)

)
= 0. (33)

R(2)=R(1)(1+ε)(ε→0) ε det
(
M (n)

)
= 0 ε

ωj (k) (j ∈ (1, N − 1) , N = 3)

σj (k) = Imωj (k)

  时,   是小量, 将 

 以   的级数展开可解得扰动的色散关系

 , 此时扰动的增长率

 有两个解: 

σ+ (k) = σ0 (k) +O (ε) , (34a)
 

σ− (k) = O
(
ε2
)
, (34b)

ωj (k)

σ+ (k)

σ− (k)

π ε→ 0

σ+ (k) = σ0 (k) +O (ε)

σ+ (k)

σ0 (k)

由于上下两层液体与中间液体界面上扰动的

相位差,    有两个解, 对应扰动增长率有两种

模式, 分别如图 4所示.   模式对应的是上下

两界面的相位差为零,   模式对应的是上下两

界面的相位差为   .    时, 中间层液体非常薄,

上下界面基本重合 . 对于   ,

由于两界面扰动相位差为零, 扰动模式一致, 可以

认为上下界面是同一个界面, 三层结构就变成了双

层结构, 但是上层液体并不是单一的 n = 3层流

体, 而是其相关系数由 n = 2和 n = 3两层液体的

耦合决定 [41,42]. 因为 n = 3层是空气且基本处于静

态, 可忽略不计 [24], 所以   是由里面两层液体

形成的双层结构决定的, 类似于忽略了中间薄层的

存在. 对于双层结构的增长率, Tomotika证明主

要与两液体黏度比有关 [25],   可表示为 

σ0 (k) =
(
1− k2r2

)
ψ (kr) . (35)

ψ (kr)其中   的具体形式在补充材料 B (online)中

给出. Tomotika的实验数据与理论计算结果相比

O (ε)偏大了 11%[43], 推测这个误差主要来源于   ,

因为一阶小量不能完全忽略不计.

σ+ (k)

对 Tomotika的计算结果乘以修正系数 1.11,

利用 Mathematica对 (35)式进行求解, 最终得到

 模式下增长率与波数和黏度比的关系, 见

图 5(a), 且借助 Mathematica可以得到黏度比和

最大增长率所对应的波数的关系, 见图 5(b). 由

图 5(a)可知, 随着黏度比的减小, 增长率呈上升趋

势, 由图 5(b)可知当黏度的取值在 0.2208左右时,

最大增长率对应的波数最大.

σ− (k) ε→ 0

π

σ− (k) = O
(
ε2
)

ε→ 0

O
(
ε2
)

k

对于   模式, 在   , 两界面基本重合

时, 由于上下两界面的相位差为  , 两种扰动相互

抵消, 液柱流动可以看作是真空中的液柱流动. 从

数学角度分析,   在  的情况下,

 作为二阶小量可以忽略不记, 即两侧液体的

影响可以忽略不计. Chauhan等 [44] 从物理过程分

析也得出了相同的结果. 真空中液柱的扰动增长率

与波数  的关系由 Rayleigh[45,46] 于 1879年求出: 

σ− (k) =

[
krI1 (kr)

I0 (kr)

(
1− k2r2

)]1/2
, (36)

σ− (k)对 (36)式进行求解, 得到   模式下增长

率与波数的关系如图 6所示. 由图 6可知, 最大增

 

液体层

空气层

油层 

液体层

空气层

油层 

(a) (b)

σ+ (k) σ− (k)图 4    振动模式示意图　(a)   模式; (b)   模式

σ+ (k)

σ− (k)

Fig. 4. Schematic  diagram  of  vibration  mode:  (a)   

mode; (b)    mode.
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σmax

长率对应的波数为 0.697. 液柱最终断裂的位置与

液柱宽度的比例已被证明只与最大增长率   对

应的波数相关 [47], 当以最大增长速率增长到一个

波长时液柱就会发生碎裂 [39], 所以碎裂长度与最

大增长率所对应波长相等.

σj (k)

N = 3 σj (k) σ+ (k) σ− (k)

π

σ+ (k)

σ− (k)

π

σ+ (k) σ− (k)

σ+ (k)

不同于一层液柱或两层液柱  的解是唯一

的 , 在   时   有两个解 :    ,    ,

分别对应上下两个界面扰动的相位差为 0和  ; 在

两种模式最大增长率对应的波数相差较大的情况

下, 液柱生长的过程中会选择最大增长率对应波数

较大即波长较短的模式, 这种情况已被广泛验证 [41].

但在本问题中,   最大增长率对应波数由醇溶

液与花生油的黏度比代入 (35)式解得: kr = 0.506;

 最大增长率对应波数由 (36)式可知: kr =

0.697, 两种模式最大增长率对应的波数相差较小

情况下, 两种模式可能处于竞争状态, 上下界面扰

动的相位差随机介于 0到  之间, 液柱真实的断裂

位置也是介于  ,   模式最大增长率分别

对应断裂位置之间的一个区间. 根据图 5(b)可知

 模式下黏度比和最大增长率对应波数的关

σ− (k)

σ+ (k) σ− (k)

系, 又由  模式最大增长率对应的波数为 0.697,

可以得到在  ,   模式最大增长率对应的

波数的区间, 如图 7所示.

σ− (k)

σ+ (k)

图 7中红线表示在   模式下最大增长率

对应的波数, 蓝线表示  模式下黏度比和最大

增长率对应波数的关系. 在波数相差较小时, 可以

根据两种模式最大增长率对应的波数的区间得到

液柱碎裂位置区间. 

4   实验系统及测量结果

实验分别验证了前两节理论分析结果的正确

性, 对发生马兰戈尼爆裂时醇溶液的浓度范围和液

柱碎裂位置进行了计算与测量. 用 0.04 mol/L的

亚甲基蓝为醇溶液染色, 配制不同浓度的醇溶液,

在 25 ℃ 的恒温槽中进行实验. 用最大气泡压力法 [48]

测定了 25 ℃ 下油的表面张力系数 (见表 2). 利用

光杠杆法测量油层厚度并控制每组实验时油层厚

度为 4 mm, 用竖直针管滴加醇溶液来保证液滴稳

定竖直滴落, 其中注射泵每次滴加醇溶液的体积

为 1 μL. 由于乙醇的安全性较高, 改变液体层 B的
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σ+ (k)图 5    (a)   模式下增长率与波数和黏度比的关系; (b) 黏度比和最大增长率所对应的波数的关系

σ+ (k)Fig. 5. (a) Relation of growth rate to wavenumber and viscosity ratio at    mode; (b) relationship between the viscosity ratio

and the wave number corresponding to the maximum growth rate.
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Fig. 7. Interval  of  the  wavenumber  corresponding  to  the

maximum growth rate of the two modes at different viscos-

ity ratios.
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种类进行实验时, 使用乙醇溶液为二元混合物. 使

用相机俯拍录制实验视频, 记录发生马兰戈尼爆裂

的实验现象.
 

4.1    醇溶液浓度范围的计算与实验测量

将文献 [26]中 25 ℃ 下几种醇溶液的表面张

力与浓度关系的实验数据进行拟合 [49], 得到 K 与

σB

σ0

b 的值 (见表 1). 油的表面张力系数  , 25 ℃ 下水

的表面张力系数   (0.072 N/m)与 K, b 值代入

(7)式可得醇溶液发生马兰戈尼爆裂的理论摩尔浓

度范围 (见表 1和表 2).

根据实验现象记录 4种醇溶液在花生油表面

发生马兰戈尼爆裂的体积浓度范围 (图 8)以及乙醇

溶液在花生油和蓖麻油层上发生马兰戈尼爆裂的
 

表 1    不同醇溶液发生爆裂现象的理论浓度范围与实验浓度范围
Table 1.    Theoretical concentration range and experimental concentration range of burst phenomena in several alcohol solutions.

二元混合物 乙醇 正丙醇 异丙醇 正丁醇

K 0.52241 0.19622 0.11931 0.07004

b 0.20449 0.22024 0.16302 0.23663

相关系数 0.99757 0.99980 0.99908 0.99620

C的计算值/(mol·L–1) (7.381, 7.039) (2.248, 13.37) (3.484, 13.06) (0.6627, 4.7237)

C的实验值/(mol·L–1) (7.67, 17.039) (2.542, 13.37) (3.92, 13.06) (0.87, 4.37)

绝对误差 0.29 0.294 0.436 0.2073/–0.3537

相对误差 0.039 0.130 0.125 0.3128/–0.081
 

表 2    花生油, 蓖麻油为液体 B时, 乙醇溶液发生爆裂现象的理论浓度范围与实验浓度范围
Table 2.    Theoretical  concentration  range  and  experimental  concentration  range  of  ethanol  solution  when  peanut  oil  and

castor oil are liquid layers B.

液体层(厚度均为4 mm) 花生油 蓖麻油

表面张力/(N·m–1) 0.03302 0.03550

C的计算值/(mol·L–1) (7.38, 17.039) (5.925, 17.039)

C的实验值/(mol·L–1) (7.67, 17.039) (6.305, 17.039)

绝对误差 0.29 0.38

相对误差 0.039 0.064
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

未发生马兰戈尼爆裂现象
发生马兰戈尼爆裂现象

理论计算浓度下界
理论计算浓度上界

体
积

分
数

实验编号

正丁醇

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

未发生马兰戈尼爆裂现象
发生马兰戈尼爆裂现象

理论计算浓度下界
理论计算浓度上界

体
积

分
数

实验编号

正丙醇

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

未发生马兰戈尼爆裂现象
发生马兰戈尼爆裂现象

理论计算浓度下界
理论计算浓度上界

体
积

分
数

实验编号

异丙醇

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

未发生马兰戈尼爆裂现象
发生马兰戈尼爆裂现象

理论计算浓度下界
理论计算浓度上界

体
积

分
数

实验编号

乙醇

图 8    不同醇溶液是否发生爆裂现象的体积分数统计数据

Fig. 8. Statistical data on volume fractions of several alcohol solutions for whether bursting phenomena occur.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 7 (2024)    074702

074702-8

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


⩾

体积浓度范围 (图 9). 由图表可知, 各组实验的数

据点均在理论计算值范围内, 实验测量的醇浓度范

围的下限略大于理论计算值, 考虑与滴加醇溶液时

醇已少许挥发致使滴加的实际溶液浓度偏小有关.

Keiser等 [21] 通过干涉仪测量得到了异丙醇溶液发

生马兰戈尼爆裂的体积浓度范围 (  35%±2%), 该

实验值与本文理论值相符.
 

4.2    醇溶液在油层表面液柱碎裂区间长度
的计算与测量

l = λ =

2π/k

σ+ (k)

kr = 0.509 l = λ = 2π/k

l = 5.89d σ− (k)

kr = 0.697 l = λ = 2π/k

l = 4.51d

由于液柱碎裂的长度与波长相等, 由  

 , 将醇溶液与花生油的黏度比 1/45代入

(35)式 , 利用 Mathematica对代入黏度比后的

(35)式求最大值位置可得,   模式最大增长率

对应的  , 将 kr = 0.509代入 

可得  . 同样的方法可以得到,   模式

最大增长率对应的   , 代入  

可得  .

将异丙醇溶液在花生油表面发生马兰戈尼爆

裂的视频导入软件 Tracker中进行测量. 均匀选取

液滴边缘的 40个不同位置, 分别测量前后三次断

裂液柱的宽度 d 与断裂位置的长度 L, 各个位置

L/d 的比值如图 10所示. 

5   结果与讨论

本文从 “马兰戈尼爆裂”过程可以分为“润湿

铺展”和“失稳碎裂”两个阶段的基础思想出发, 基

于 Hernández-Sánchez等 [23] 实验结果和 Huh等 [5]、

Foda和 Cox[6] 理论研究的悖论、小液柱的不对称

边界等问题, 提出猜想和假设并且完整解释了“马

兰戈尼爆裂”现象的物理机制, 并通过实验验证发

现实验结果与理论预测相符. 工作的重点部分有以

下几点.

本文得出了二元混合物在液体层上发生铺展

的判定通式. 基于通式代入二元混合物表面张力与

浓度的关系式便可以推得二元混合物在液体层上

发生铺展的浓度范围可以为实际应用生产提供一

定的理论指导. 如在半导体成膜工艺中利用马兰戈

尼流 [50] 构筑成膜溶液: 按比例混合具有高沸点、低

表面张力的甲苯与具有低沸点、高表面张力的四氯

化碳两种溶剂, 在成膜溶液中形成马兰戈尼流, 可

有效降低“咖啡环”效应 [51], 提高薄膜均匀性. 但当

生长薄膜的溶液浓度较低时, 薄膜无法覆盖完全;

浓度超过一定值时, 薄膜趋向于无序生长. 依据

(5)式可以得到准确的成膜溶液的浓度范围, 为实

际应用生产提供理论指导.

液滴内部浓度差异引起马兰戈尼效应导致了

液滴边界失稳, 基于此本文求解出了边界失稳的临
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图 9    花生油, 蓖麻油为液体 B时, 乙醇溶液是否发生爆裂现象的体积分数统计数据

Fig. 9. Statistical data of volume fraction of ethanol solution with peanut oil and castor oil as liquid B.
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界波长和生长液柱的特征波长. 对于醇溶液滴加在

油层表面的情况, 只要醇溶液可以在油层表面实现

铺展, 对应的扰动波长一定大于临界波长, 边缘就

会失稳生长出指状液柱, 液柱生长到长度大于液柱

截面周长时便会发生碎裂. 醇溶液在油层表面铺展

的浓度范围与发生马兰戈尼爆裂的浓度范围一致,

实验验证醇溶液在油层表面发生马兰戈尼爆裂浓

度范围与预测范围一致, 理论与实验结果高度吻合

证明了对铺展的判定通式推导和对边界失稳的原

因解释的正确性. 同时, 还发现如果使用单参数短

链醇表面张力与浓度的关联式进行拟合, 此时正丁

醇发生马兰戈尼爆裂的浓度不存在上限 [31], 与真

实实验不符. 所以使用单参数关联式拟合表面张力

与浓度的关系并不一定适用于所有短链醇. 这证明

铺展的判定通式在表面张力与浓度的参数拟合中

可能具有更广泛的用途. 此外, 本文推导的临界波

长与最大波长的结果与 Hele-Shaw流黏性指进模

型结果类似 [20], 不同的是驱动 Hele-Shaw流的压

力差为两板之间的压力, 而驱动母液滴边缘生长出

指状液柱的压力差为界面张力梯度. 虽然压力差来

源不同, 最终解的形式相似, 这也印证了 (23)式

和 (24)式即临界波长与最大波长是正确的.

R(2) = R(1) (1 + ε)

(ε→ 0)

为了解释液柱碎裂的原因和具体位置, 引入了

同心圆柱壳液柱微扰模型 . 在  

 即中间层非常薄的情况下, 液柱的流动方

程可解. 并且对于多解情况下液柱不稳定性的实际

增长率, 依据扰动相位差的分析, 对两种模式最大

增长率对应的波数相差较小情况做出了解释和预

测. 在异丙醇溶液在花生油表面扩散的实验中测量

了 40个位置连续三次碎裂时液柱的长度与宽度的

比值, 120个数据全部在预测的 4.51—5.98倍的液

柱宽度区间内. 当然虽然实验结果在预测的区间

内, 但并没有集中在某个特定的值附近, 而是随机

地分布在预测的区间当中, 后续研究会进一步讨论

竞争模式更加精确的机制. 特别地, 3.2节提出的

简化模型有可能为界面处的 Plateau-Rayleigh不

稳定性分析提供新的思路. 不对称边界导致方程过

于复杂的问题普遍存在 , 例如 2008年 Eggers和

Villermaux[20] 创举性地实验证明了在 Plateau-

Rayleigh不稳定下碎裂形成的小液滴直径只与不

稳定性最大增长率成正比后, 基于 Plateau-Rayleigh

不稳定生成微液滴和制备纳米颗粒的方法被广泛

研究和应用 [52], 并且在化工微量反应和纳米颗粒

制备等研究领域成为一种新兴的研究热点. 因为界

面处不对称边界条件的复杂性, 之前的研究都是有

关液柱包埋在其他液体中生成微液滴的. 微液滴或

者颗粒都是在包埋液体中生成的, 那么当微液滴或

者颗粒的尺寸达到纳米量级时, 如何将生成物从包

埋液体中提取出来就成了一大技术难题, 而 3.2节

的简化模型有可能让生成微液滴的过程在液体层

表面进行, 这将极大地简化生成物提取问题, 解决

这一技术难题. 

6   总　结

本文解释了马兰戈尼爆裂现象的物理机制. 本

研究中被实验初步验证的猜想、假设以及简化模

型, 可能为成膜技术、涂层工艺等已有的应用领域

提供一定的理论指导, 为化工领域微量反应和纳米

颗粒制备等研究领域中的一些技术难题提供新的

解决思路. 也有一些问题需要更进一步的研究, 例

如对高雷诺数流体不稳定性的讨论和在不稳定多

解情况下竞争模式更加精确机制的研究, 后续工作

也将以研究 Plateau-Rayleigh不稳定性更广泛更

精确的机制为目标展开.
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Abstract

In this work, the process of forming micro-droplets due to instability and fragmentation after short chain

alcohol  solution spreads on the surface of  oil  layers is  studied.  Based on the free energy theory of  the liquid-

liquid  interface,  the  relationship  between  the  binary  mixtures  spreading  on  the  surface  of  the  liquid  layer  is

derived, and the concentration range of short chain alcohol solution spreading as a thin film on the surface of

the  oil  layer  is  calculated  from  the  Hiskovsky  formula.  The  Malangoni  flow  caused  by  the  difference  in

evaporation  rate  between  the  center  and  edge  of  the  droplet  film  perturbs  the  boundary  of  the  liquid  film,

causing  finger-shaped  liquid  columns  to  grow  at  the  edge  when  the  droplet  spreads  to  its  maximum.  In  this

work, the expression for the critical wavelength and maximum wavelength of boundary instability are derived

based  on  the  perturbation  model,  and  the  reason  for  finger  shaped  liquid  column  fragmentation  is  explained

based on the Plateau Rayleigh instability. A concentric cylindrical shell liquid column model is established to

simplify the calculation and predict the location range of “droplet explosion” of droplets with different viscosity

ratios  on the liquid layer.  Through theoretical  calculations and experimental  verification,  it  is  found that the

alcohol solution fragmented into small droplets within a length range of 4.51–5.98 times the width of the liquid

column. This study provides theoretical guidance for existing application fields such as film forming technology

and  coating  technology.  The  hypotheses,  assumptions,  and  simplified  models  preliminarily  verified

experimentally  provide  solutions  for  some  technical  difficulties  in  the  research  fields  of  micro  reactions  and

nanoparticle preparation in chemical industry.
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