
 

量子噪声对 Shor 算法的影响
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(中国电子科技集团公司第三十二研究所, 上海　201808)

(2023 年 9 月 3日收到; 2023 年 12 月 10日收到修改稿)

Shor算法能够借助量子计算机以多项式级别复杂度解决大整数因式分解问题, 从而破解一系列安全性

基于大整数因式分解的加密算法, 例如 Rivest-Shamir-Adleman加密算法、Diffie-Hellman密钥交换协议等. 由

于量子测量结果是概率性的, 在运行量子线路时很容易受到噪声的干扰, 这将导致无法测量得到预期结果.

本文分别研究了不同通道的噪声对 Shor算法的影响, 分别是去极化通道、状态制备与测量通道以及热退相

干通道. 本文模拟在噪声环境中运行 Shor算法并且给出了数值结果. 数值结果表明 Shor算法成功分解整数

的概率易受到噪声影响, 其中去极化通道中的噪声能够以指数形式影响 Shor算法成功分解整数的概率, 其次

是热退相干通道噪声, 最后是状态制备与测量通道噪声, 能够线性影响到 Shor算法成功分解的概率. 本文能

够为后续纠错、改进 Shor算法以及确定工程实现 Shor算法所需要的保真度等提供建设性意见.
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1   引　言
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Shor[1] 于 1994年提出用于解决大整数因式分

解的量子算法, 该算法能够以多项式级的复杂度解

决大整数因式分解及离散对数问题 [1,2]. 相较于经

典因式分解算法, Shor算法有指数级提升. 目前复

杂度最低的传统大整数分解算法是数域筛法 [3–5],

它的复杂度为   .

Kleinjung等 [6] 借助上百台计算机花费两年时间使

用数域筛法分解了一个 768比特的 RSA (Rivest-

Shamir-Adleman)整数, 并且指出分解 2048比特

的 RSA整数的开销是前者的百万倍. 而文献 [7]指

出理论上在一台拥有两千万个物理比特的量子计

算机上运行 Shor算法可以在 8 h内完成 2048比

特的 RSA整数的分解. 然而目前的量子计算机系

统仍然处于萌芽状态, 我们处于带噪声的中等规模

的量子计算机时代 (noise intermediate-scale quan-

tum, NISQ)[8]. 中等规模指的是量子计算机所含有

的量子比特个数范围为 50—100, 并且量子计算机

运行量子算法时会受到噪声的影响. 噪声是搭建

NISQ时代量子计算机的主要障碍 [9,10]. 噪声出现

的主要原因在于硬件 (酉门)的失真以及量子计算

机与环境之间会产生交互 (例如弛豫与退相位、电

磁退相干、引力退相干等)[11–13], 这些噪声会对算法

结果产生影响, 导致与预期结果产生偏差. 因此研

究噪声对 Shor算法的影响是十分重要的. 本文分

别针对不同通道的噪声对 Shor算法的影响进行深

入研究, 通过数值分析任一通道中不同噪声大小

与 Shor算法分解整数成功率的关系 (Shor算法成

功率定义见 2.2节).

Shor算法中的量子线路十分复杂, 因此大量

关于优化线路的文献被提出. Vedral等 [14] 首先搭

建了算术运算的量子线路, 其中包括加法门、乘法

门以及模指数门等. 模指数门是构成 Shor算法量

子线路的重要组成部分. 使用 Vedral等的方法搭
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建 Shor算法所需的量子线路需要 7n+2个逻辑比

特, 其中 n 是待分解整数 N 的二进制比特数. 在此

基础上 Draper[15] 改进了加法门. 改进后的加法器

需要两个输入 a, b. 与一般加法器不同的是, Draper

加法门首先计算 a 的量子傅里叶 (quatnum fouri-

er transform, QFT)结果, 记作 F(a), 紧接着再计

算 F(a+b), 能够将 Shor算法中需要的逻辑比特数

量级降低至 2n. Beauregard[16] 使用量子 QFT加

法器以及半经典 QFT (semi-classical QFT)构建

Shor算法线路. 如果只使用一个量子比特循环控

制受控模指数门, 分解大整数 N 只需要 2n+3个逻

辑比特.

2.2× 108

6.3× 106

9.5×1010

8.78× 105

1.37×
107 1.89× 107

2× 107

由于真实量子计算机中噪声的存在, 在不纠错

的情况下运行复杂量子线路很难得到正确结果. 关

于在真实量子计算机上运行 Shor算法 (使用纠错

算法后)的开销也被分析. Fowler等 [17] 指出, 以表

面码为基础, 当量子门噪声大小为 10–3 时, 需要在

一台拥有   个物理比特的量子计算机上运

行 26.7 h, 才能够分解一个 2000比特的整数. 在

O’Gorman和 Campbell[18] 的工作中, 使用了改进

后的表面码, 每个逻辑比特需要的物理比特数目更

少, 在量子门噪声大小为 10–4 的情况下, 整个线路

只需要  个物理比特. Hwang等 [19] 在使用

Steane码以及表面码的基础上, 对 Shor算法进行

了分析, 相比于文献 [17, 18]的工作, 他们对 Shor

算法的分析更加详细, 从而取得了更合理的结果,

他们指出在量子门噪声大小为 10–3 的情况下使用

Shor算法分解一个 512比特的整数需要 

个物理比特并且花费  h. Ha等 [20] 在使用

旋转平面表面码 [21] 的基础上给出了待分解整数的

比特数与分解时间以及分解所需要的量子比特数

目的具体关系, 他们指出, 在量子门噪声大小为 10–3

的情况下分解 2048比特的 RSA整数需要  

 个物理比特, 并且要花费   h完成. 在

Gidney[7] 的工作中, 他指出为了分解一个 2048比特

的整数, 在量子门噪声大小为 10–3 的情况下需要

在一台拥有  个物理比特的量子计算机上运

行大约 8 h. 此外, Gidney[22] 将窗口法与量子线路

融合, 进行量子运算的加窗操作, 能够降低模乘法

门中的线路深度. Xiao等 [23] 提出以量子隐形传态

为基础使用两台量子计算机实现分布式的 Shor算

法, 能够降低每台量子计算机运行所需要的量子比

特数目以及线路深度. Rossi等 [24] 提出了 Shor算

法的简化版本, 并且在 IBM的真实量子计算机上

进行了验证, 结果表明在损失部分准确率的情况下

仍能够得到正确的分解结果.

然而鲜有强调关于给噪声建模或者模拟噪声

对算法影响的文献 [9,25,26]. 文献 [10, 25]提及了噪

声建模的重要意义并且建立了对应的噪声模型. 文

献 [27]研究了特定噪声对量子近似优化算法 [28]

的影响并且进行了数值分析. 大部分实验室并没

有可以运行的量子计算机, 而一些公用量子计算

机的比特数量以及相应参数不同, 因此很难准确

地进行量子噪声建模 [29]. 根据文献 [10], 本文将噪

声分成 3个通道分别进行研究 , 分别是去极化

通道 (depolarizing channel,  DC)[30–32]; 状态制备

与测量通道 (state preparation and measurement

channel, SPAM)[33]; 热退相干通道 (thermal relaxa-

tion channel, TRC)[13,30].

O(n3)

目前 Shor算法中的量子线路的复杂度仍然很

高. 本文搭建的量子线路的深度达到了   , 线

路宽度达到了 4n+2. 因此线路可能很容易受到噪

声影响. 一方面, 明确量子计算机中噪声来源能够

更有效地进行纠错 [34,35]; 另一方面, 了解不同噪声

对 Shor算法的影响程度对于纠错也是十分重要

的. 本文针对噪声对 Shor算法的影响进行研究,

根据文献 [10]将噪声分成 3个通道, 通过一系列模

拟得到了每个通道中不同大小的噪声与 Shor算法

成功率的数值关系, 对于后续对 Shor算法进行纠

错、改进等能够提供建设性的意见.

本文第 1节介绍 Shor算法以及量子噪声对

Shor算法的影响, 分析本项研究的创新性以及意

义 ; 第 2节对 Shor算法进行系统梳理 , 定义了

Shor算法整数分解的成功率和均方误差并且分析

了量子线路的复杂度; 第 3节讨论 3个通道中噪声

的模型以及作用过程; 第 4节详述模拟噪声的实验

过程并且对数值结果进行分析; 第 5节总结数值模

拟结果并且提出未来研究方向. 

2   Shor算法

Z∗
N r = ord(a,N)

ar ≡ 1 (mod N)

Shor算法将因数分解问题转换至一个求 a 在

乘法群   中的阶的问题 [1]. a 的阶  

的定义是能够使   成立的最小的正

整数 r. 算法流程如表 1所列.
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表 1    Shor算法流程
Table 1.    Pseudo of Shor’s algorithm.

算法 1 Shor算法

输入: 待分解的整数N

输出: N的非平凡素因子p, q

1: if N is even then

2, N/22: 　　return  

3: end if

N = pk p k > 04: if   , where    is prime,    then

p5: 　　return  

6: end if

1 < a < N7: select a random number a, where  

gcd(a,N) > 18: if    then

gcd(a,N) N/gcd(a,N)9: 　　return   ,  

10: end if

fa(x) = ax modN
11: excute quantum circuit, find minimal positive period of

 , denoted as r

a
r
2 ≡ −1 (modN)12: if r is odd or    then

13: 　　GOTO 7

14: end if

p=gcd(a
r
2 − 1, N) q=gcd(a

r
2 + 1, N)15: calculate    and  

p, q16: return  
 

Shor分解算法包括经典部分与量子部分. 量

子噪声会直接影响到其中的量子线路运行的结果.

本节对 Shor算法量子部分进行系统梳理. 

2.1    Shor 算法量子线路

Shor算法的量子线路 (量子求阶程序)如图 1

所示.
  

...

...

...







0 1 2 3 4 5



⋯
⋯

⋯
⋯



QFT†

图 1　Shor算法中的量子线路

Fig. 1. Quantum circuit of Shor’s algorithm.
 

t =

2⌈log2N⌉ n = ⌈log2N⌉

|1⟩ |ψ1⟩ =
1√
j

∑j−1

l=0
|l⟩ ⊗ |1⟩ j=2t Va

线路需要两个量子寄存器 , 分别含有  

 和  个量子比特. 对第一个寄

存器中的每个比特施加一个 H 门得到均匀叠加

态. 并且第二个寄存器的初态为   . 那么  

 , 其中  .   量子门是通过量

Va(|i⟩ |k⟩) = |i⟩
∣∣(k + ai)modN

⟩
|ψ2⟩ = Va |ψ1⟩ =

1√
j

∑j−1

l=0
|l⟩⊗∣∣almodN

⟩
ab 0 ⩽ b < r |ψ2⟩

|l⟩ al ≡ ab mod N al ab

l = kr + b 0 ⩽ k < r |ψ3⟩ =( 1√
c

∑c−1

k=0
|kr + b⟩

)
⊗

∣∣ab⟩ c = ⌈j/r⌉

子线路实现的模指数运算, 本质上是一个受控酉

门 [30], 其定义为  . 根

据相位反冲原理,   

 . 如果对第二个寄存器进行测量, 将测

量结果记作   , 其中   .    将坍缩至所

有   的叠加 ,  l 满足   , 即   与   同

余 , 并且   , 其中   . 那么  

 , 其中   . 此时

使用量子傅里叶逆变换 [36–38] 提取隐藏在第一个寄

存器中的周期信息. 根据量子傅里叶变换的定义可

以得到: 

|ψ4⟩ =
√
c√
j

j−1∑
l=0

j|(lr)

ω−lb |l⟩+ 1√
jc

j−1∑
l=0

j∤(lr)

ω−lb 1− ω−lcr

1− ω−lr
|l⟩ ,

(1)

ω = exp(2πi/j)

j | lr j ∤ lr

0 ⩽ l < j

其中  . 该态的含义是包含两种情况,

分别是  以及  的不同情况的叠加态. 测量

 的概率大小是: 

P (l) =


c/j, j | (lr),

sin2(πlrc/j)
jc sin2(πlr/j)

, otherwise.
(2)

c/j

sin2(πlr/j)≈0

l ≈ kj/r |ψ4⟩
l ≈ kj/r

当 j 能够被 (lr)整除时, 概率大小是  , 此时对

应的测量结果 l 满足 l = kj, 其中 k 是正整数. 当

j 不能被 (lr)整除时, P(l)会在 l 满足 

的条件下产生极大值, 对应的测量结果 l 应该满足

 . 因此对   进行测量时, 会有更高的概

率使测量结果 l 满足   (约等于符号是因为

测量得到的 l 是整数, 是离散的)[39].

a = 2

r=ord21(2)=6 t = 2⌈log2N⌉ = 10 j = 2t =

1024 c = ⌈j/r⌉ = 171 0 ⩽ l < 1024, l ∈
Z

假设待分解的整数 N = 21, 随机数选择  ,

那么   ,    ,   

 ,   , l 的范围是 

 . l 的理论概率分布如图 2所示.

l | (qr)
1/r≈0.167

l ̸=0, l ̸=512 l≈k(j/r)

|ψ4⟩

当 l = 0或者 l = 512时满足   , 对应于

图 2中最高的两个峰, 其大小等于   . 其

他情况 (  )下, 当  , 即 l = 171,

341, 683, 853时, 在图像中对应第二高的峰, 大小约

为 0.114.    分布是有规律的. 选择不同的随机

数分解同一个整数时, 分布会因随机数阶的不同发

生差异. 并且随着待分解整数增大, 峰值概率也会

降低. 对于不同大小噪声下的情况, 可以比较分布

的差异从而判断出噪声对于线路影响程度的不同. 
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2.2    成功率的定义

|ψ4⟩

l = k(j/r), 1⩽k<r

|ψ4⟩

Ps = P (171) + P (341)+

P (683) + P (853)

在经典计算机上模拟时, 能够计算  的状态

向量, 因此能够得到 l 的分布. 如果测量结果满足

 , 则可以进一步求其连分数 [1]

(具体实现在附录 A中)最终完成对 N 的分解. 例

如在分解 N = 21(a = 2)的实验中,   的概率分

布如图 2所示, 除去 l = 0, l = 512, 该分布有 4个

峰值, 将该 4个峰值的测量概率求和作为 Shor算

法整数分解的成功率 , 即  

 . 对于一般情况 , 成功率的定义

则是: 

Ps =
∑
L

P (l), l =
⌈
k
j

r

⌉
, k

j

r
̸=

⌈
k
j

r

⌉
, 1 ⩽ k < r.

(3)

Z∗
N r = 2k k ⩾ 1

r|j c =
⌈ j
r

⌉
=
j

r
j | (lr) |ψ4⟩ =√

c√
j

∑j−1

l=0
j|(lr)

ω−lb |l⟩ l = k
j

r
k ⩾ 0

P (l) P (l) =
c

j
=

1

r

当 a 在  的阶 r 满足  时 (其中  ),

此时天然满足   . 在这种情况下有   .

那么在 (1)式中只有   这一项 , 此时  

 . 当   时 (其中   , 是

正整数),    取得最大值, 大小为   ,

其他情况下, P(l) = 0. 此时成功率计算公式为 

Ps =
∑
L

P (l) , l = k
j

r
, 1 ⩽ k < r. (4)

此外, 本文还将均方误差 (mean squared error,

MSE)这一指标用于实验结果的比较, 该指标定义

式为 

MSE =
1

k

k∑
j=1

(P (l)theory − P (l)j)
2, (5)

P (l)theory P (l)j

(P (l)theory − P (l)j)
2

其中,   代表 l 的理论概率分布,   代表

某一噪声环境下第 j 次实验中 l 的概率分布, 一共

重复实验 k 次. 而   的定义是所

|ψ4⟩
有可能测量得到的结果的理论概率与实际概率作

差并求其平方和. 这一指标能够很好地反映  在

不同噪声环境下的分布与理论分布的差异, 从而能

够帮助我们判断分解是否成功. 

2.3    量子线路复杂度分析

本文以 Draper[15] 提出的 QFT加法器作为量

子线路的算术基础, 并且按照 Beauregard[16] 的方

法依次搭建了模 N 加法门、受控模 N 乘法门、受

控模指数门. 与 Beauregard的方法不同的是, 本文

并没有使用半经典 QFT, 而是一般 QFT (normal

QFT), 因此共需要 4n+2个量子比特.

O(n2)

O(n2)

|x⟩

O(n2)

Va

Ua Ua

O(n3)

QFT加法门的深度为 1, 需要 n+1个量子比

特, 其中 n 是待分解整数 N 的二进制比特数. 额外

的一个量子比特用于防止溢出. 模 N 加法门的复

杂度取决于 QFT的精度. 如果使用精确 QFT, 那

么量子门数量为  , 线路深度达到了 O(n), 一

共使用 n+4个量子比特, 其中 n+1个比特用于实

现 QFT加法门; 2个用于控制比特; 1个作为辅助

比特. 受控模 N 乘法门需要 2次 QFT以及 n 个

模 N 加法门 , 线路深度达到了   , 共需要

2n+3个量子比特, 其中 n+2个量子比特用于模

N 加法, 另外 n 个比特用于存放   , 剩下一个量

子比特用于控制比特. 受控模 N 指数门由一个受

控模 N 加法门、受控交换门以及一个受控模 N 乘

法门的逆门构成, 因此深度仍然是  , 并且所

需要的量子比特数目和受控模 N 乘法门相同, 均

为 2n+3个量子比特 . 搭建图 1中的   门需要

2n 个  门, 每个  门由不同的量子比特控制. 最

终的线路宽度为 4n+2, 线路的总深度达到了

 .

O(n2)

n(n+ 1)/2

O(n2)

O(n2)

Shor算法中的量子线路首先对第一个寄存器

的所有的比特施加 1个 H 门, 并且在对第一个寄

存器进行测量前进行 1次 QFT逆运算, 分别需要

O(n)个单比特门以及   个双比特门. 在 QFT

加法器中, 需要 1次 QFT以及   个双比

特门, 那么单比特门的数量为 O(n), 双比特门的数

量为  . 在模 N 加法门中, 需要 3个受控加法

门、2个加法门以及 4次 QFT (其中 2次是逆变

换)和 2个 X 门以及 2个 CX 门. 那么双比特门的

数量仍是  , 单比特门的数量为 O(n). 受控模

N 乘法门需要 n 个模 N 加法门以及 2次 QFT (其
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|ψ4⟩图 2    Shor算法分解 (N = 21, a = 2)实验中   的预期

概率分布

|ψ4⟩Fig. 2. Expected probability distribution of     in factor-

ing (N = 21, a = 2).
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O(n3)

O(n2) Ua

Ua

O(n4)

O(n3)

中 1次是逆运算), 因此该门共需要   个双比

特门以及   个单比特门.    门包含一个受控

模 N 乘法门、一个 CSWAP门以及一个受控模

N 乘法门的逆, 不会改变所需量子门数目的量级.

整个 Shor算法中共需要 2n 个  门来完成模指数

运算. 因此整个 Shor量子线路中共使用了  

个双比特门以及  个单比特门. 

3   量子噪声

O(n4)

在量子计算机上运行量子算法的过程中噪声

是不可避免的. 噪声是构建大型量子计算机的主要

障碍 [9,10]. 随着构成量子线路的门数量增多以及使

用的量子比特数增多, 线路更容易受到噪声的影

响 , 从而导致最终结果与预期产生偏差 . 根据

2.3节中的分析, Shor算法中量子线路的宽度达到

了 4n+2, 量子门数量达到了  , 在量子计算机

上运行时很容易受到噪声影响, 从而影响 Shor算

法的成功率. 因此模拟噪声环境中运行 Shor算法

能够研究得到哪种噪声对算法的影响最大, 能够使

得纠错环节更加高效 [34]. 本文根据文献 [10]将噪

声分为 3个通道进行研究, 分别是去极化通道; 状

态制备与测量通道; 热退相干通道. 这 3个通道的

噪声能够涵盖真实量子计算机环境中常见的噪声

类别. 

3.1    去极化通道

由于量子门的保真度无法达到 100%, 因此量

子比特在经过量子门时会有一定的概率产生相位

翻转或者比特翻转或者同时发生 [30,40]. 比特翻转相

当于在原有量子门基础上添加了一个 X 门. 而相

位翻转相当于在原有量子门基础上添加了一个

Z 门. 当相位翻转和比特翻转同时发生时, 相当于

在原有量子门基础上添加了一个 Y 门. 3种泡利噪

声出现的可能性相等. 去极化通道作用于量子线路

如下: 

ρ → D(ρ) =

3∑
i=0

KDi
ρK†

Di
, (6)

KD0
=
√
1− PI,KD1

=

√
P

3
X,KD2

=

√
P

3
Z,

KD3
=

√
P

3
Y ρ

其中  

 ,   是一个比特的密度矩阵. 在量子

线路中, 量子比特要么经过单比特门要么经过双比

P1 P2

特门. 可以根据量子门的类型将其分为两类: 单比

特门去极化噪声 , 去极化噪声出现在单比特门

后; 双比特门去极化噪声, 只有目标比特经过双比

特门后会受到影响, 控制比特不会受到影响, 主要

原因在于在此通道中, 只有当量子比特的态发生转

变时才会受到去极化噪声影响, 而控制比特只是作

为量子门的驱动器, 其态在经过双比特门前后不会

发生改变, 因此不会受到去极化噪声的影响. 本文

分别研究单比特门去极化噪声与双比特门去极化

对 Shor算法的影响, 将单比特门去极化噪声、双

比特门去极化噪声大小分别记作  与  . 

3.2    状态制备与测量通道

Pspam

SPAM通道的噪声仅导致状态制备后以及测

量前的比特翻转. 将 SPAM通道与 DC区别的原

因在于, 状态制备会向量子寄存器中注入预期的初

态, 会需要进行额外的操作, 后者主要是发生在量

子线路的运行过程中 [33]. 将此通道中发生比特翻

转的大小记作  . 使用算符和表达则是: 

ρ → S(ρ) = KM0ρK
†
M0

+KM1ρK
†
M1
, (7)

KM0
=

√
1− PspamI, KM1

=
√
PspamX

|1⟩
|0⟩⊗t

2t+ n

其中   . 在本

文构建的 Shor算法量子线路中, 一开始需要将第

二个寄存器的初态制备成  , 第一个寄存器制备

成   , 以及在线路最后需要对第一个寄存器进

行测量 . 因此 SPAM通道的噪声一共只出现

 次. 

3.3    热退相干通道

退相干指的是量子比特与环境耦合过程中逐

渐失去相干性的过程, 来源于噪声与量子比特的微

弱耦合 [30,41]. 实际的量子比特系统很难做到完全孤

立, 除此之外, 还要对量子比特进行测量, 这就会

使得量子比特总会与外部环境耦合. 按照对量子比

特的影响不同可以分为退相位 (dephasing)[30]、弛

豫 (relaxation)[42]. 

3.3.1    退相位

ρin=

[
a b
b∗ 1− a

]
E0=

[
1 0
0

√
1− γ

]
,

退相位描述了量子比特携带的信息损失 [30].

这里假定退相位噪声单独作用, 即纯退相位 (pure

dephasing, PD). 假设初态是  . 使

用Kraus算符描述退相位则是 
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E1=

[
0 0
0

√
γ

]
ρout=E0ρinE

†
0

+E1ρinE
†
1 =

[
a b

√
1− γ

b∗
√
1− γ 1− a

]

T pure
2

√
1− γ = exp

(
−t/T pure

2

)
, γ = 1− exp

(
−2t/T pure

2

)

 . 密度矩阵的转化为 

 . 其中对角线

元素没有发生变化, 非对角线元素会随时间呈指数

发生纯退相位. 用参数  
[25] 描述纯退相位时间,

则   .

最终能够得到纯退相位的过程: 

ρout=

 a b exp
(
− t

T pure
2

)
b∗ exp

(
− t

T pure
2

)
1− a

 .
(8)

 

3.3.2    弛豫

ρin =

[
a b
b∗ 1− a

]
E0 =

[
1 0
0

√
1− γ

]
,

E1 =

[
0

√
γ

0 0

]
γ

|0⟩ ρout =[
a+ γ(1− a) b

√
1− γ

b∗
√
1− γ (1− γ)(1− a)

]
T1

T1

|1⟩ T1

|0⟩ γ = 1− exp(−t/T1),
√
1− γ =

exp(−t/(2T1))

热力的弛豫过程也是非酉并且不可逆的, 这一

过程包括了量子比特与所处环境的能量交换 [30].

假设初态为   . 以 Kraus算符的

形式描述弛豫退相干则是  

 , 其中参数   决定了弛豫的概

率, 假设弛豫结束后的最终态是   , 那么  

 . 弛豫同时影响到

了对角线与非对角线的元素. 一般使用   来描述

弛豫与时间的关系,   也被称为弛豫时间; 假设一

个量子比特初态为  ,   描述了该态需要多久会

坍缩到   
  [43], 即    

 . 那么 

ρout

=

 1− (1− a) exp
(
− t

T1

)
b exp

(
− t

2T1

)
b∗ exp

(
− t

2T1

)
(1− a) exp

(
− t

T1

)
 ,

T1 |1⟩当  越大时, 该量子比特能够保持  状态的时间

也越久. 将纯退相位的过程一起考虑进来. 根据

(8)式, 当能量弛豫与纯退相位两种噪声同时作用

时, 有 

ρout

=

 1− (1− a) exp
(
− t

T1

)
b exp

(
− t

T2

)
b∗ exp

(
− t

T2

)
(1− a) exp

(
− t

T1

)
 .
(9)

T2这里引入了参数  来描述弛豫与纯退相位共

T2

T1 T2 T2 T1

1/T2 = 1/T pure
2 + 1/2T1 T2

2T1

T1, T2

同作用的结果,   也被称为退相位时间. 在实验中

使用  与  来描述热退相干 [25] 噪声.   与  的

关系为  . 在模拟时,   最大

能够取到   . 在量子线路运行时 (不包括测量与

状态制备)每个量子比特经过量子门 (单比特门、

双比特门)都会按照 (9)式同时发生弛豫与纯退相

位. 并且本文假定所有比特的热退相干模型相同,

即共享一组  参数. 

4   数值模拟

|ψ4⟩ |ψ4⟩

|ψ4⟩

本文以 Python作为开发语言, 借助用于量子

计算的 Qiskit库 [44] 进行模拟实验, 在此基础上搭

建了 Shor算法的量子线路、设置了不同的噪声环

境以及计算  的状态向量, 从而计算  的概率

分布, 并且按照 2.2节中的定义能够计算出成功率.

这样做的优点在于仅进行一次模拟就可以得到准

确的概率分布以及成功率, 避免了通过重复测量得

到分布的繁琐. 按照第 3节将噪声分成 3类进行单

独模拟. 对于每一种噪声分别设置了不同参数区

间, 在不同噪声大小的基础上模拟运行 Shor算法

量子线路, 并且记录   的分布. 对于每次模拟,

都至少重复 1000次, 从而减弱随机误差的影响,

将每次计算得到的成功率进行平均, 作为最后的成

功率, 并进行进一步的分析. 

4.1    去极化通道

P1/3

本文针对去极化通道分别研究了单比特门去

极化噪声与双比特门去极化噪声对 Shor算法的影

响, 并且认为所有的单比特门 (X 门, H 门等)所经

历的噪声大小相同. 在运行量子线路过程中 (不包

括状态制备以及测量)当量子比特经过任意单比特

门后 , 可能会发生 X 门翻转或者 Y 门翻转或者

Z 门翻转, 概率均为  . 本实验模拟了 N = 15,

N = 21, N = 35的分解, 对于每个整数使用不同

的随机数进行分解, 具体组合如表 2所列. 一次模

拟整数分解实验所消耗的资源随着待分解整数比

特增加而指数上升, 代码运行时间只与待分解大整

数的比特数目与硬件配置有关. 平均 1 s左右即可

完成一次对 N = 15的分解. 一次 N = 21的分解

实验需要消耗约 12 s. 而在对 N = 35进行分解时,

每进行一次分解实验需要花费大约 2 min的时间.

对于每一次模拟都重复 1000次从而减弱随机误
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差, 因此共需要花费约 1.4 d的时间完成, 这导致

无法对更大的整数进行模拟分解.

[0, 0.0005,

0.001, 0.0015, · · · , 0.01]

CX

P2/3

P2 [0, 0.00015, 0.0003,

0.00045, · · · , 0.003]
|ψ4⟩

对于每一个 (N, a)组合, 本文模拟了不同大

小的单比特门去极化噪声作用于量子线路的实

验 . 单比特去极化噪声大小取值为  

 . 对于双比特门去极化噪

声, 只有当目标比特经过任意双比特门 (如 CY 门,

CZ 门 ,    门等)后会发生 X 翻转或 Y 翻转或

Z 翻转, 3种噪声发生的概率均为  , 而控制比

特不会受到影响. 本文选择表 2的大整数、随机

数组合进行模拟, 对于每一个组合都模拟了其在不

同噪声大小下的实验.   取值为 

 . 在去极化通道的模拟实验中,

首先对比不同大小的单比特门去极化噪声对  

的影响, 如图 3所示.

|ψ4⟩

|ψ4⟩

每一列子图都代表一组 (N, a)组合, 从左至

右依次是 N = 15, N = 21, N = 35, 每一组都选

择 a  =  2作为随机数 . 每条曲线的数据都是

1000次模拟的平均并且归一化处理后的结果.  

的分布随着噪声大小增大而变得更混乱. 随着噪声

逐渐增大, 峰值大小相比无噪声时下降了很多. 在

3组整数分解中, 分解 N = 35的实验受噪声影响

最大. 不同大小的双比特门去极化噪声对  的影

响如图 4所示.

Ps

类似于图 3, 随着双比特门去极化噪声增大,

每一组的分布更加混乱, 峰值大小逐渐降低, 分解

N = 35受到噪声影响最大. 按照 2.2节中定义的

Shor分解算法的成功率, 给出了   和 MSE分别

与两种去极化噪声的关系, 如图 5(a)和图 5(b)所

示 (这里只给出部分结果, 所有结果见附录 B).

图 5(a)和图 5(b)中的每个点对应相应噪声大

小下成功率的具体值, 曲线是对成功率与噪声大小

关系的拟合, 每组实验都选择随机数 a = 2. 去极

化噪声大小对成功率的影响呈指数形式, 2.3节中

 

表 2    实验选择的待分解整数与随机数组合 (N, a)
Table 2.    Combination  of  integer  about  to  be

factored and random number (N, a).

N a

15 [2, 4, 7]

21 [2, 8, 11]

35 [2, 4, 9]
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|ψ4⟩图 3    去极化通道中单比特门噪声对 (N = 15, a = 2), (N = 21, a = 2), (N = 35, a = 2)中   概率分布的影响

|ψ4⟩Fig. 3. Effect of one-qubit gate noise in DC on probability distribution of    in (N = 15, a = 2), (N = 21, a = 2), (N = 35, a = 2).
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分析了量子门数量与待分解整数的二进制比特数

的关系. 随着待分解整数比特数目增多, 线路中的

门数量更多, 导致成功率随着噪声增大而下降更

快. 成功率随着双比特去极化噪声增大而降低的趋

势快于单比特门, 原因在于线路中双比特门的数量

多于单比特门数目. 图 6(a)和图 6(b)是 MSE与

两种去极化噪声的关系.

|ψ4⟩

图 6(a)和图 6(b)中的每个点对应某一噪大小

下MSE的值, 曲线则是对结果的拟合. 类似于图 5

中的结果, MSE随着噪声增大而呈对数增长, 说明

随着噪声增大,   的分布与理论值的差异也越来

越大, 分布逐渐失去规律从而无法得到正确的分解

结果. 随着待分解整数比特数目增多, MSE的变化

趋势更加陡峭.
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|ψ4⟩图 4    去极化通道中双比特门噪声对 (N = 15, a = 2), (N = 21, a = 2), (N = 35, a = 2)中   概率分布的影响

|ψ4⟩Fig. 4. Effect of two-qubit gate noise in DC on probability distribution of    in (N = 15, a = 2), (N = 21, a = 2), (N = 35, a = 2).
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Ps Ps Ps图 5    (a)   与去极化通道中单比特门噪声的关系 ; (b)   与去极化通道中双比特门噪声的关系 ; (c)   与状态制备与测量通

道中噪声的关系
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Fig. 5. (a) Effect of one-qubit gate noise in DC on   ; (b) effect of two-qubit gate noise in DC on   ; (c) effect of noise in SPAM

channel on   .

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 5 (2024)    050301

050301-8

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


4.2    状态制备与测量通道

Pspam

Pspam [0.01, 0.02, 0.03, · · · , 0.2]

|ψ4⟩

在状态制备与测量过程中, 本文假定所有制备

状态或者测量的量子比特都会按照  的概率发

生比特翻转, 选择表 2中的大整数、随机数的组合

进行模拟.   的范围是  .

类似于去极化通道, 对于每一次模拟都重复 1000

次. 首先对比不同大小的 SPAM噪声对  的影响,

如图 7所示.

|ψ4⟩

Ps

在分解 N = 15中, 随着噪声增大, 概率分布

的峰值降低.    的分布相较无噪声情况更混乱.

本文使用   与 MSE来量化 SPAM噪声对 Shor

算法的影响程度, 分别如图 5(c)和图 6(c)所示. 曲

线中的每个点是实际计算的成功率大小, 曲线则是

对结果的拟合. 通过曲线可以看出 SPAM噪声的

影响是线性的 . 因为在线路中一共只会受到

2t+n 次 SPAM噪声的影响. 理论上随着待分解整
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图 6    (a) MSE与去极化通道中单比特门噪声的关系; (b) MSE与去极化通道中双比特门噪声的关系; (c) MSE与状态制备与测

量通道中噪声的关系

Fig. 6. (a) Effect  of  one-qubit  gate noise in DC on MSE; (b) effect  of  two-qubit  gate noise in DC on MSE; (c)  effect  of  noise in

SPAM channel on MSE.
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|ψ4⟩图 7    状态制备与测量通道中噪声对 (N = 15, a = 2), (N = 21, a = 2), (N = 35, a = 2)中   概率分布的影响

|ψ4⟩Fig. 7. Effect of noise in SPAM channel on probability distribution of    in (N = 15 a = 2), (N = 21, a = 2) and (N = 35, a = 2).
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数比特数目增加, 线路会更容易受到噪声影响, 反

映在图 5(c)中是斜率的绝对值更大. 然而模拟结

果这种特征并不明显, 主要原因在于分解的整数相

差不大, 相邻两个整数只相差了一位. 并且由于测

量次数与带分解整数二进制位数呈线性关系, 导致

图中拟合曲线斜率变化不明显. 

4.3    热退相干通道

T1, T2

T1, T2

T1, T2

50 ns

本文假定所有量子比特共享一组  , 并且

选择表 2中的大整数、随机数的组合进行模拟, 对

于每一个组合都模拟了在不同   组合下的算

法运行.    参数选择如表 3所列, 共 100组.

在模拟中量子门的时间均设置为   . 并且分别

针对退相干通道中 N = 15, N = 21, N = 35的分

解实验重复了 2000次、4000次以及 8000次.

T1, T2

|ψ4⟩
对比不同  对于分解 N = 15, N = 21, N =

35的  分布的影响, 如图 8所示.

|ψ4⟩

|ψ4⟩

Ps

随着退相干时间降低, 每一组  的峰值大小

降低, 分布也更混乱. 待分解的整数越大, 对应的

 分布的峰值下降得越明显. 与去极化通道的噪

声类似, 在模拟中每当量子比特经过一个量子门时

都会按照 (9)式发生热退相干. 通过   以及 MSE

与退相干时间的关系可以更好地分析该类噪声对

Shor算法的影响, 如图 9和图 10所示.

T1, T2

T1, T2

T1, T2

T1, T2

图 9中白色区域是没有数据的点. 其他区域里

颜色越深代表该  条件下的成功率越高. 随着

 增大, 成功率逐渐增大, 并且随着待分解整

数比特数目增多, 更容易受到退相干噪声的影响,

其成功率随着  变化而波动的幅度相对更大.

图 10则是MSE与  的关系.

T1, T2

T1, T2

图 10中白色区域是没有数据的点. 其他区域

里颜色越深代表该  条件下的 MSE越高. 随

着   增大, 成功率也逐渐增大, 对应的 MSE

逐渐降低. 

 

T1, T2表 3    退相干通道中  的取值
T1, T2Table 3.    Choice of    in TRC.

T1/μs T2/μs

[20, 30, · · · , 90, 110] 30

[30, 40, · · · , 100, 120] 50

[40, 50, · · · , 110, 130] 70

[50, 60, · · · , 120, 140] 90

[60, 70, · · · , 130, 150] 110

[70, 80, · · · , 140, 160] 130

[80, 90, · · · , 150, 170] 150

[90, 100, · · · , 160, 180] 170

[100, 110, · · · , 170, 190] 190
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T1, T2 |ψ4⟩图 8    热退相干通道中不同   对 (N = 15, a = 2), (N = 21, a = 2), (N = 35, a = 2) 中的   概率分布的影响

T1, T2 |ψ4⟩Fig. 8. Different    of TRC on probability distribution of    in (N = 15, a = 2), (N = 21, a = 2) and (N = 35, a = 2).
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5   总结与展望

本文将 Shor算法测量得到预期结果的概率之

和作为 Shor算法整数分解的成功率, 发现概率之

和与均方误差的高低能够准确评估 Shor算法中量

子线路的运行结果的优劣, 在此基础上开展了一系

列针对不同类型的噪声与成功率关系的研究. 分别

研究了去极化通道、状态制备与测量通道、热退相

干通道的噪声对 Shor算法的影响, 并且在经典计

算机上开展模拟 Shor算法分解整数的实验. 对于

任一通道, 设置了不同噪声大小, 得到了不同噪声

大小与算法成功率的数值关系. 模拟结果表明, 在

去极化通道中成功率随着噪声增大呈指数降低. 受

量子线路搭建方式的影响, 成功率随双比特门去极

化噪声增大而降低的趋势快于单比特门去极化噪

声. 而状态制备与测量通道中的噪声对于成功率的

影响是线性的. 相同噪声大小情况下, 随着待分解

的整数比特位数增多, 需要的量子线路更加复杂,

线路深度以及宽度都将增加, 导致成功率随噪声增

大而下降得更快. 在真实量子计算机中运行 Shor

算法时, 必须使用一系列的纠错手段进行纠错, 并

且需要将纠错重点放在去极化噪声中. 此外, 对于

Shor算法的量子线路进行优化与改进能够有效地

降低线路复杂度, 并且有助于减弱算法运行时各类

噪声对量子线路的影响, 如使用近似 QFT代替精

确 QFT或者使用加窗以及陪集表示等方式都能够

降低线路复杂度, 从而减弱因噪声引起的误差. 未

来我们将针对优化后的线路进行纠错, 探究在使用

纠错算法的基础上量子线路的复杂度以及噪声对

线路的影响.

感谢中国电子科技集团公司第三十二研究所量子创新

中心的陈鑫淼与高薪凯对搭建 Shor算法量子线路的讨论,

同时感谢邢耀文以及姚晓梅对量子噪声建模提供的思考以

及对论文撰写提供的指导.
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附录 A

Fraction() Fraction(l/j)

k/r ∃N ∈ N, ∀ k ∈ N : aN+k = 0

附录 A详述了连分数 (continuous fraction)的原理, 记作  . 在测量得到 l 后, 需要计算  , 结果记作

 , 其中 k 是正整数, r 是 a 的阶. 有限项的常规连分数 (简称连分数)满足以下的约束条件:   , 因

此也可以写成如下形式:
 

[a0; a1, a2, · · · , aN ] ≡ a0 +
1

a1 +
1

. . . +
1

aN−1 + 1/aN

. (A1)

l/j在 Shor算法中, 将  记作 g, 根据 (A1)式可以将任意一个小于 1的正有理数其写成如下形式:
 

g = [g1, · · · , gM ] =
1

g1 +
1

g2 +
1

· · ·+ 1/gM

, (A2)

g1, g2, · · · , gM gi其中  是正整数, 如果在某一个  将其截断, 舍弃掉一些小数, 便可以得到该数的一个收敛, 如
 

1

g1
,

1

g1 + 1/g2
,

1

g1 +
1

g2 + 1/g3

, · · · . (A3)
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gi [g1, g2,

g3, · · · , gi] gi

1/[g1 + 1/(· · ·+ 1/gi)] = k/r

随着   的增加 , 被舍弃的部分越来越小 , 这些收敛值也越来越近 g. 在 Shor算法中 , 需要找到一组收敛  

 , 使得 i 足够大的同时满足有理数的分母  也要小于 N. 最后得到的分母可能就是 Shor算法量子部分的最后结果

r, 即  .
 

附录 B

Ps图 B1和图 B2给出了分解 N = 15, N = 21, N = 35 的实验中  和MSE与去极化通道中单比特门噪声的关系.

Ps图 B3和图 B4给出了分解 N = 15, N = 21, N = 35 的实验中  和MSE与去极化通道中双比特门噪声的关系.
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Ps图 B1    分解实验中   与去极化通道中单比特门噪声的关系　(a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35

PsFig. B1. Effect of noise of one-qubit gate in DC on    of factoring: (a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35.
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图 B2    分解实验中MSE与去极化通道中单比特门噪声的关系　(a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35

Fig. B2. Effect of noise of one-qubit gate in DC on MSE of factoring: (a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35.
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PsFig. B3. Effect of noise of two-qubit gate in DC on    of factoring: (a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35.
 

0.4

0.2

0

M
S
E

=2
=4
=7

(a)

0 0.001 0.002 0.003

2

0.4

0.2

0

M
S
E =2

=8
=11

(b)

0 0.001 0.002 0.003

2

0.10

0.05

0

M
S
E

=2
=4
=9

(c)

0 0.001 0.002 0.003

2

图 B4    分解实验中MSE与去极化通道中双比特门噪声的关系　(a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35

Fig. B4. Effect of noise of two-qubit gate in DC on MSE of factoring: (a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35.
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Ps图 B5和图 B6给出了分解 N = 15, N = 21, N = 35 的实验中  和MSE与状态制备与测量通道中噪声的关系.

图 B7和图 B8给出了分解 N = 15, N = 21, N = 35的实验中成功率和MSE与退相干通道中噪声的关系.

表 B1给出了分解所有 (N, a)组合的线路参数以及在不同噪声的环境下的成功率.
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PsFig. B5. Effect of noise in SPAM channel on    of factoring: (a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35.
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Fig. B6. Effect of noise in SPAM channel on MSE of factoring: (a) N = 15; (b) N = 21; (c) N = 35.
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PsFig. B7. Effect of noise in TRC on    of factoring N = 15, N = 21, N = 35.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 5 (2024)    050301

050301-14

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


 

表 B1    所有整数与随机数组合 (N, a)在不同噪声的环境下的成功率
Table B1.    Effect of different levels of noise in 3 channels on success rates of all (N, a) pairs.

N 15 21 35

a 2 4 7 2 8 11 2 4 9

单比特门数量 1584 2860 4680

双比特门数量 8476 17045 30594

线路深度 6432 12059 20565

线路宽度(量子比特数) 18 22 26

平均运行一次所需时间/s 1.15 11.89 142.34

理论成功率(无噪声) 0.75 0.5 0.75 0.4559 0.5 0.4559 0.4559 0.4559 0.4559

噪声环境中
的成功率

P1 = 0.0025 0.2635 0.1593 0.2125 0.0408 0.0482 0.0327 0.0085 0.0058 0.0037

P1 = 0.005 0.0964 0.0526 0.0776 0.0089 0.0078 0.0085 0.0029 0.0013 0.0014

P1 = 0.0075 0.0455 0.0204 0.0358 0.0052 0.0031 0.0051 0.0021 0.0011 0.0011

P1 = 0.01 0.0295 0.0142 0.0278 0.0046 0.0019 0.0044 0.0020 0.0010 0.0010

P2 = 0.00075 0.1017 0.0512 0.0787 0.0073 0.0062 0.0082 0.0025 0.0012 0.0012

P2 = 0.0015 0.0284 0.0124 0.0255 0.0042 0.0015 0.0042 0.0019 0.0009 0.0010

P2 = 0.00225 0.0161 0.0064 0.0158 0.0039 0.0011 0.0039 0.0019 0.0008 0.0009

P2 = 0.003 0.0137 0.0048 0.0138 0.0038 0.0010 0.0038 0.0018 0.0008 0.0009

Pspam = 0.05 0.5513 0.3441 0.5295 0.2721 0.3596 0.3373 0.3029 0.2739 0.3079

Pspam = 0.1 0.4058 0.2354 0.4155 0.1823 0.1603 0.1438 0.1335 0.1223 0.1645

Pspam = 0.15 0.2805 0.1812 0.2955 0.1066 0.1226 0.0758 0.0937 0.0427 0.0680

Pspam = 0.2 0.2131 0.1193 0.2025 0.0705 0.0816 0.0721 0.0763 0.0125 0.0572

T1 = T2 = 10 μs 0.0792 0.0386 0.0646 0.0067 0.0041 0.0083 0.0029 0.0014 0.0016

T1 = T2 = 70 μs 0.5455 0.3444 0.5497 0.1556 0.2740 0.1963 0.1004 0.0722 0.1019

T1 = T2 = 130 μs 0.6314 0.3992 0.6238 0.2714 0.3579 0.2811 0.2202 0.1972 0.2007

T1 = T2 = 190μs 0.6603 0.4770 0.6513 0.3690 0.4521 0.3960 0.2998 0.3226 0.3014
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图 B8    分解 N = 15, N = 21, N = 35实验中退相干噪声与MSE的关系

Fig. B8. Effect of noise in TRC on MSE of factoring N = 15, N = 21, N = 35.
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Abstract

O(n4)

Shor’s quantum factoring algorithm (Shor’s algorithm) can solve factorization problem of large integers by

using a fully-operational  quantum computer with the complexity of  polynomial-time level,  thereby cracking a

series of encryption algorithms (such as Rivest-Shamir-Adleman encryption algorithm, and Diffie-Hellman key

exchange protocol) whose security is guaranteed by factorizing large integers, which is a difficult problem. We

are  currently  in  a  noisy  intermediate-scale  quantum era,  which  means  that  we can only  operate  on quantum

computers with a limited number of qubits and we have to take care of the effects of quantum noise. Quantum

states on a quantum computer are prone to quantum noise caused by low-fidelity gates or interactions between

qubits  and  the  environment,  which  results  in  inaccurate  measurements.  We  study  the  influence  of  quantum

noise  on  Shor’s  algorithm  through  3  typical  quantum  noise  channels:  the  depolarizing  channel,  the  state

preparation  and  measurement  channel,  and  the  thermal  relaxation  channel.  We  successfully  simulate  the

factorization of the numbers 15, 21, and 35 into their corresponding prime factors by using the quantum circuit

we have constructed on a classical computer. Then we simulate a running quantum circuit of Shor’s algorithm

in a noisy environment with different level of noise for a certain type of noise channel and present numerical

results. We can obtain precise measurements by calculating the state vector prior to measurement, instead of

simulating  and  measuring  expending  much  time,  which  contributes  to  higher  efficiency.  Each  experiment  is

repeated  1000  times  to  reduce  discrepancy.  Our  research  indicates  that  Shor’s  algorithm is  easily  affected  by

quantum noise. Successful rate of Shor’s algorithm decreases exponentially with the increase of noise level in the

depolarizing  channel,  where  the  successful  rate  is  an  indicator  we  propose  in  this  research  to  quantify  the

influence of noise on Shor’s algorithm, meanwhile the noise in the state preparation and measurement channel

and the thermal relaxation channel can linearly affect the successful rate of Shor’s algorithm. There are   

quantum gates  in  the circuit,  each of  which is  disrupted by noise  in  depolarizing channel  during running the

circuit,  meanwhile  there  are  only O(n)  interruptions  caused  by  noise  in  state  preparation  and  measurement

channel since we repeat the measurements only O(n) times in the circuit where n is the number of bits of the

integer about to be factored. Linear relationship in thermal relaxation channel is mainly due to the large gap

between quantum gate time and relaxation time even if each gate in the circuit is disrupted by noise in thermal

relaxation  channel  such  as  depolarizing  channel.  The  present  research  results  can  be  used  for  correcting  the

subsequent errors,  improving Shor’s algorithm, and providing guidance for the fidelity required in engineering

implementation of Shor’s algorithm.

Keywords: quantum computing, quantum algorithm, quantum noise, Shor’s algorithm

PACS: 03.67.Ac, 03.67.Dd, 42.50.Lc 　DOI: 10.7498/aps.73.20231414
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