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霍尔效应是凝聚态领域中古老却又极具潜力的研究领域, 其起源可以追溯到数百年前. 1879 年, 霍尔发

现将载流导体置于磁场中时, 磁场带来的洛伦兹力将使得电子在导体的一侧积累, 这一新奇的物理现象被命

名为霍尔效应. 之后, 一系列新的霍尔效应被发现, 包括反常霍尔效应、量子霍尔效应、自旋霍尔效应、拓扑

霍尔效应和平面霍尔效应等. 值得注意的是, 霍尔效应能够实现不同方向的粒子流之间的相互转化, 因此在

信息传输过程中扮演着重要的角色. 在玻色子体系 (如磁子)中, 相应的一系列磁子霍尔效应也被发现, 他们

共同推动了以磁子为基础的自旋电子学的发展. 本文回顾了近年来在磁子体系中的霍尔效应, 简述其现代半

经典的处理方法, 包括虚拟电磁场理论和散射理论等. 并进一步介绍了磁子霍尔效应的物理起源, 概述了不

同类型磁子的霍尔效应. 最后, 对磁子霍尔效应的发展趋势进行了展望.
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1   引　言

自旋电子学 (spintronics)是以自旋为基础, 研

究对固态系统中自旋的主动控制和操纵的一个多

学科领域 [1]. 传统的自旋电子学以电子自旋为研究

对象, 但是电荷在移动过程中会带来不可避免的焦

耳热, 使得电子体系中难以实现信息的低能耗输

运. 自旋波 (spin wave)是由于电子自旋之间交换

作用而在磁体中自发产生的一种元激发, 因其具有

波的形式而被称为自旋波, 其量子化的准粒子又被

称为磁子 (magnon). 由于磁子在传输信息的过程

中不需要电荷的移动, 因此也不存在现代电子技术

固有的缺点. 此外, 磁子的粒子自由度, 如自旋角

动量、动量和能量以及自旋波的波动自由度, 如相

位、频率和振幅等都可以用于传输信息. 这些特性

使得基于磁子 (或自旋波)的自旋电子学器件在传

输信息的过程中具有诸多优点, 如低能耗、较长的

传输距离以及丰富的信息自由度等. 这也催生了一

个年轻领域——磁子学 (magnonics)[2–4].

霍尔效应 (Hall effect)一直是信息传输过程

和设计自旋电子学存储器件的核心. 不同类型的霍

尔效应可以实现电子的电荷流和自旋流在不同传

播方向之间的转化. 具体来说, 传统的霍尔效应通

过外磁场实现纵向电场和横向电流之间的转变 [5].

反常霍尔效应 (anomalous Hall effect)则是不需要

外磁场作用的情况下实现自旋极化电流之间的相

互转化 [6–9]. 自旋霍尔效应 (spin Hall effect)通过

自旋-轨道耦合来实现纵向电荷流和横向自旋流之

间的转变 [10–13]. 拓扑霍尔效应 (topological  Hall

effect)则描述了实空间拓扑诱导的纵向电荷流转

变为横向自旋流这一现象 [14–17]. 另一方面, 霍尔效

应分为由外禀因素诱导的非本征霍尔效应和内

禀因素主导的本征霍尔效应. 其中本征霍尔效应强

烈依赖于电子自旋和倒空间的贝里曲率 (Berry

curvature). 贝里曲率最初起源于微分几何, 它表
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征了波函数随波矢 k的变化速度与 k空间能带结

构的关联性. 自 20 世纪 70 年代以来, 这种贝里曲

率一直在反常霍尔效应的背景下进行讨论, 但当时

它并不被称为贝里曲率. 直到 Berry[18] 在 1984年

发表了开创性的工作, 它的数学性质和在物理现象

中的作用才进一步得到了澄清. 除了倒空间拓扑之

外, 实空间拓扑也会诱导霍尔效应, 具体来讲, 当

电子经过拓扑磁织构时, 其自旋会沿着磁结构的

自旋进行绝热演化, 相应的角动量转移过程诱导

了一个虚拟磁场的产生, 继而使得电子或者磁子发

生偏转, 这被称为拓扑霍尔效应. 该现象最早在

MnSi体系中被观测到, 被证明是来自于一种拓扑磁

孤子——斯格明子 (skyrmion)的贡献 [14]. 斯格明

子的概念起源于由 Skyrme[19] 提出的非线性 σ模型,

随后在中心反演对称破缺磁性材料中被发现 [20–22],

被认为是一种具有拓扑保护的磁结构. 但自旋和

k空间的能带拓扑并不是电子体系的专属, 作为一

类典型的玻色子, 磁子也具有自旋角动量和相应的

能带拓扑, 而磁子与广泛存在的拓扑缺陷之间的相

互作用更是难以避免. 探索由倒空间和实空间拓扑

引起的磁子霍尔效应是磁子学的重要研究方向.

本综述将回顾磁子霍尔效应的发展历程, 介绍

由自旋-轨道耦合诱导的磁子霍尔效应, 以及基于

拓扑磁孤子的拓扑霍尔效应, 还有同贝里曲率偶极

子 (Berry curvature dipole)相关联的非线性霍尔

效应和最新报道的基于三磁子过程的磁子非线性

拓扑自旋霍尔效应. 最后简要讨论该领域的未来,

并探讨一些潜在的研究方向和尚未解决的问题. 

2   磁子霍尔效应

ψnk(r) = un(k, r)eik·r

无论是玻色子还是费米子, 其本征自旋霍尔效

应通常都来自于贝里相位 (Berry phase)诱导的虚

拟磁场, 即贝里曲率. 具体来说, 类似于电动力学

中利用矢势构建电磁场, 贝里相位可以被近似为动

量空间的磁通量, 而贝里曲率则对应着动量空间的

磁场. 该等效磁场将对输运电子产生一个正比于贝

里曲率的横向速度, 这便是导致电子霍尔效应的内

禀机制. 其在粒子输运方程中的作用可以通过将玻

色子或费米子的波函数近似为波包的方法得到. 这

种半经典的方法最早应用在电子体系, 具体来说,

在周期性系统中, 电子波函数可以表示为布洛赫波

函数:    . 尽管这个布洛赫波

k, r

函数是空间扩展的, 但电子波包可以被构造为布洛

赫波的线性组合, 其在参数空间 (  )的半经典

运动方程为 [23]
 

ṙ =
1

ℏ
∂En(k)

∂k
− k̇ ×Ωn(k), ℏk̇ = −eE, (1)

En

ℏ Ωn(k)

其中,   是电子第 n 个本征态的本征值, e 是电子

电荷,   是约化普朗克常数,   为电子的贝里

曲率. (1)式第一个等号右边的第二项垂直于电场

E方向, 这正是电子本征霍尔效应的来源. 

2.1    交换自旋波的磁子霍尔效应

在不考虑偶极相互作用的情况下, 类比电子的

半经典运动方程, 构造出短波长自旋波的波包运动

方程 [24]: 

ṙ =
1

ℏ
∂εn(k)

∂k
− k̇ ×Ωn(k), ℏk̇ = −∇U(r), (2)

εn U(r)其中  是磁子第 n 个本征态的本征值,   为体

系的势能. 同样地, 倒空间的贝里曲率 

Ωn = −εαβγIm
⟨
∂un,k
∂kα

∣∣∣∣∂un,k∂kβ

⟩
,

un,k

εαβγ

∇U(r)

k̇ ×Ωn

也是决定磁子霍尔效应的关键因素, 其中  是布

洛赫函数的周期部分,   为反对称张量. 由于磁

子不存在电荷, 因此不受电场的调控, 但是磁体系

中的能量变化可以形成有效的电场力:   . 对

于共线磁体而言, 磁子在体系边界处会受到不为零

的有效电场力, 这直接导致了在边界处磁子的反常

速度  , 和相应的边界磁子流
 

Iy=−
∫ b

a

dx∂xU

 1

ℏV
∑
n,k

ρ [εn,k + U(r)]Ωn,z(k)

 ,

ρ(ε)

其中 x = a 和 x = b 分别代表体系内和体系外 ,

 为磁子的分布函数. 该磁子流和边界的形状无

关, 因此其具有极强的鲁棒性, 可围绕整个边界运

动, 如图 1(b)和图 1(c)所示 [24].

与电子体系类似, 除了围绕边界的运动外, 磁

子波包在运动过程中也会经历所谓的自转. 类比于

电子的自转角动量的表达式, 可以得到磁子波包的

自转角动量: 

lselfz = − 2

ℏV
Im

∑
n,k

ρn

⟨
∂un
∂kx

∣∣∣∣(H − εnk)

∣∣∣∣∂un∂ky

⟩
. (3)

∑
n
|un(k)⟩⟨un(k)|=1考虑波函数的归一化条件:   ,

方程 (3)可以重写为 
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lselfz = − 2

ℏV
Im

∑
n,n′k

ρn

×

⟨
un

∣∣∣∣ ∂H∂kx
∣∣∣∣un′

⟩⟨
un′

∣∣∣∣ ∂H∂ky
∣∣∣∣un⟩

εn′ − εn
. (4)

贝里曲率可表示为 

Ωn = − 2

ℏV
Im

∑
n,n′k

ρn

×

⟨
un

∣∣∣∣ ∂H∂kx
∣∣∣∣un′

⟩⟨
un′

∣∣∣∣ ∂H∂ky
∣∣∣∣un⟩

(εn′ − εn)2
,

方程 (4)和贝里曲率有着极高的相似性.

因此, 磁子波包的自转行为和绕边界的旋转过

程都由动量空间有限的贝里曲率决定. 图 1(a)给

出了磁子的自旋运动和绕边界的运动 [24]. 当系统

处于平衡态时, 磁子流沿着系统边界循环传播, 其

在两个相反边界处的大小相等, 导致通过磁体的总

热流为零. 在施加温度梯度 (图 1(d))后, 磁子将从

高温区流向低温区, 这就打破了两个相反边界处的

热流平衡, 从而导致横向非零热霍尔磁子流的产生 [24].

此外, Zhang等 [25] 研究表明, 这些边界磁子流实

际上是由非平凡的拓扑磁子能带所导致的手性边界

态. 这些边界态存在单向传播和拓扑保护的特性,

因而能够免疫缺陷和无序的干扰. 总之, 具有鲁棒特

性的磁子霍尔效应起源于磁子的非平凡能带结构.

在电子体系中, 电子的自旋霍尔效应通常来自

于由自旋-轨道耦合诱导的贝里曲率. 在中心反演

对称性破缺的体系中, 自旋-轨道耦合通常会在自旋

哈密顿量中引入 Dzyaloshinskii-Moriya (DM)相

互作用 [26,27]. 2010 年, Katsura等 [28] 预测了在具

有 DM相互作用的 Kagome晶格体系中磁子流的

热霍尔效应, 该效应同年被 Onose等 [29] 在共线铁

磁绝缘体 Lu2V2O7 中所证实. Lu2V2O7 体系可以

由以下哈密顿量来描述:
 

H =
∑
⟨i,j⟩

[−JSi · Sj +Dij · (Si × Sj)]− h ·
∑
i

Si,

(5)

Dij = Dij · n
Dij

式中 , 第一项代表海森伯交换能 , 第二项代表

DM相互作用 , 第三项则是磁场导致的塞曼能 .

DM相互作用的强度和形式由   决定,

其中  为体系 DM矢量的方向, n代表沿磁场方

向的单位矢量. 为了计算不同磁子态之间的传输矩

阵元, 将哈密顿量转变为自旋算符的表达式:
 

H = − JSi · Sj +Dij · (Si × Sj)

= − J

2
(S+

i S
−
j + S−

i S
+
j )

+ i
Di,j

2
(S+

i S
−
j − S−

i S
+
j ), (6)

S+
i = Si,x + iSi,y S−

i = Si,x − iSi,y

|k⟩ = 1√
N

×
∑

i
eik·ri |i⟩

其中 ,    ,    分别对

应自旋的升降算符; J 为交换能的大小. 由于该体

系具有平移对称性, 因此可以将磁子态拟设为布洛

赫态   , 不同磁子态之间的

传输由以下矩阵元决定:
 

⟨i| − JSi · Sj +Dij · (Si × Sj)|j⟩

= ⟨i| − J

2
(S+

i S
−
j + S−

i S
+
j )

+ i
Di,j

2
(S+

i S
−
j − S−

i S
+
j )|j⟩ = Aeiϕi , (7)

Aeiϕi = J + iDij ϕi式中   , 其幅角   由 DM相互作用

 

Magnon wavepacket

Edge current of magnon

(a) (b)

Thermal Hall current of magnon


Edge current of magnon

(c) (d)

图 1    (a)磁子波包的自转和绕着系统边界的磁子流; (b)沿着边界传输且与边界形状无关的磁子流; (c)平衡态时的边界磁子流;

(d)温度梯度导致的有限热霍尔磁子流 [24]

Fig. 1. (a) Self-rotation of a magnon wave packet and a magnon edge current; (b) the magnon near the boundary proceeds along

the boundary, irrespective of the edge shape; (c) magnon edge current in equilibrium; (d) under the temperature gradient, a finite

thermal Hall current will appear[24].
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的强度所决定.

ϕi

(7)式中矩阵元的虚部表明了 DM相互作用在

磁子输运过程中类似于一个矢势, 并且作为一个

“轨道磁场” (orbital magnetic field), 其产生一个

作用于磁子的有效洛伦兹力, 继而诱导磁子的霍尔

效应. 值得注意的是该矢势一方面依赖于 DM矢

量的方向, 即当 DM矢量和自旋平衡态垂直时不

会对矢势有所贡献, 另一方面也强烈依赖于材料的

晶格类型. 若要保证 DM相互作用诱导的有效磁

通不会被抵消, 则需要单位晶格内的有效磁通不为

零 [30]. 以烧绿石和钙钛矿结构为例, DM相互作用

诱导的幅角   在烧绿石的晶胞内不抵消, 继而诱

导了有限的总磁通, 如图 2(a)所示. 而在扭曲的钙

钛矿结构中, DM相互作用诱导的总幅角为零, 其

相应的总磁通也为零, 如图 2(b)所示.

上述结果表明了电子的自旋-轨道耦合会同时

诱导电子和磁子的霍尔效应. 但是电子和磁子的自

旋角动量存在一定的差别, 在磁子体系中是否也存

在对应的自旋-轨道耦合? 即随动量空间变化的磁

子极化, 并且相应的耦合能否诱导磁子的霍尔效

应? 为了解决这些问题, Shen[31] 研究了反铁磁体

系中偶极相互作用对磁子极化和输运的影响, 通过

在哈密顿量中考虑偶极相互作用并考虑长波近似

条件, 可以求得磁子在该体系中的本征函数:
 

ψ±
k =

1√
2
(αk ± e2iϕkβk), (8)

αk βk

ϕk

式中,   和  分别对应反铁磁中的左旋和右旋磁

子波函数,   为波矢在 x-y 平面的方位角. 该本征

波函数表明了左旋和右旋磁子的耦合, 产生了波

矢 k依赖的自旋进动轨迹 (即波矢依赖的磁子极

化), 如图 3(a) 所示. 这类似于电子体系的自旋-轨

道耦合. 考虑磁子沿着面内方向传播, 并参考电子

体系中诱导自旋霍尔效应的贝里曲率表达式 [11],

可以得到两种磁子模式的贝里曲率: 

Ω±
z = ± c2s

∆kωk
sin2(ϕk), (9)

cs

∆k cs

其中 ,    由海森伯交换能和体系晶格参数决定 ,

 则由磁子色散和  决定. 由方程 (9)可知, 两种

磁子会获得相反的贝里曲率, 继而导致磁子自旋霍

尔效应, 如图 3(b)所示. 

2.2    静磁自旋波的磁子霍尔效应

上述的磁子霍尔效应都是基于短波长自旋波,

即交换自旋波的霍尔效应. 然而, 磁性体系中广泛

存在着的偶极相互作用在长波长自旋波的输运过

程中扮演着极为重要的角色. 根据波长的不同, 自

旋波可以分为静磁自旋波、交换静磁自旋波和交换

自旋波 [32,33], 如图 4(a)所示. 根据静磁自旋波的平
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ϕi图  2    DM相互作用在烧绿石 (111)平面中诱导的幅角   分布 (a)和在扭曲的钙钛矿的 z-x 平面中诱导的幅角分布 (b)[30];

(c) 磁子的霍尔效应示意图 [29]

ϕiFig. 2. Spital distribution of    induced by DM interaction in the (111) plane of the pyrochlore lattice (a) and the z-x plane of the

distorted perovskite structure (b)[30]; (c) schematic of magnon Hall effect[29].
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−εαβγ ×⟨
∂mn,k

∂kα

∣∣∣∣σy∣∣∣∣∂mn,k

∂kβ

⟩
εαβγ

⟨mn,k|σy|mn,k⟩ = 1 M0

θ = π/2

衡态和波矢的相对方向, 其也可以分为三种类型,

如图 4(b)所示. 与交换自旋波类似, 静磁自旋波同

样能经历由贝里曲率诱导的磁子霍尔效应. 但不同

的是, 其贝里曲率的表达式需要重写为   Im 

 
[34], 其中   是反对称张量,

这是由静磁自旋波特殊的归一化关系所决定的, 即

 . 当自旋平衡态   躺在面内

时 (  )系统在时间反演操作和面内旋转

180°的联合操作下保持不变, 使得贝里曲率为零.

这对应着静磁后向体模式 (BVMSW)和静磁表面

自旋波 (MSSW)模式. 另一方面, 对于静磁前向体

模式 (FVMSW), 由于其饱和磁化强度是面外方向

的 (θ = 0)[35], 所以贝里曲率不为零.

当只存在偶极相互作用时, 系统第 n 个本征

值 (n 为整数)对应的静磁自旋波波函数为
 

mn,k=

(
iκkx+vky
−vkx+iκky

)
cos

(√
pkz+

nπ
2

)
, (10)

κ=
ωMωH

ω2
H − ω2

n

, v=
ωMωn

ω2
H − ω2

n

, p=−1− κ > 0

ωH = γH0 ωM = γMs

Ms ωn

其 中 ,    .

 由静磁场决定,     由体系的饱和

磁化强度   决定,    则是其倒空间第 n 个本征

值. 将对应的波函数代入静磁波的贝里曲率表达

式, 可以得到第 n 个静磁波模式的贝里曲率: 

Ωn,z(k) =
1

2ωHk

∂ωn

∂k

(
1− ω2

H
ω2
n

)
. (11)

H0 =Ms图 5(a)和图 5(b)分别给出了在  的情

况下 , 静磁前向体模式的本征值和贝里曲率对

k和 n 的依赖性.

kBT ≫ ℏωH

根据静磁自旋波的贝里曲率, 也可以估计其在

 情况下的热霍尔电导 [34]: 

κxy ≈ kBωMN

8π

[
1− r log

(
1 +

1

r

)]
, (12)

 

AFI





NM





(a) (b)

图 3    (a)磁子的极化, 即自旋的进动轨迹和波矢的关系; (b) 偶极-偶极相互作用力在反铁磁体系中诱导的磁子自旋霍尔效应的

示意图 [31]

Fig. 3. (a) The polarization, i.e., the trajectory of the spin precession as a function of wave vectors; (b) schematic of magnon spin

Hall effect induced by the dipolar interaction[31].
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图 4    (a) 磁椭球中磁子的色散关系; (b) 钇铁石榴石 (YIG) 中不同类型的静磁模自旋波 [35]

Fig. 4. (a) Dispersion relation of SW for a magnetic ellipsoid; (b) different types of magnetostatic SWs in yttrium iron garnet (YIG)[35].
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r = H0/Ms N = L/lex lex其中,    ,    ,    是交换长度, L

则为磁体的层厚度. (12)式表明静磁自旋波的热霍

尔电导与温度无关. 

3   拓扑磁子霍尔效应

除倒空间拓扑之外, 实空间拓扑也同样可以诱

导出携带自旋的粒子的霍尔效应. 具体来讲, 当携

带自旋角动量的粒子经过空间非共线磁织构时, 由

于自旋角动量的转移, 粒子会经历一个感生磁场,

在有效洛伦兹力的作用下, 粒子运动轨迹发生偏

转, 这一现象被称为拓扑霍尔效应. 该效应最早在

电子体系中被报道 [14]. 同样, 携带自旋角动量的磁

子在经过实空间的拓扑磁织构时也会经历由虚拟

磁场诱导的有效洛伦兹力, 这一现象被称为拓扑磁

子霍尔效应 [36].
 

3.1    虚拟电磁场理论

磁子在经过拓扑磁织构时感受到的有效磁场

的来源可以这样来理解: 当把非共线磁织构中的自

∂µ +Aµ,

µ = x, y Aµ = R−1∂µR 3× 3

R

旋通过局域旋转矩阵变换到 z 轴时, 规范变换会将

原本的空间导数转变为协变导数的形式  

 . 这里 ,    是一个   的反

对称矩阵,   是旋转矩阵: 

R =

 cos θ cosϕ − sinϕ cosϕ sin θ
cos θ sinϕ cosϕ sinϕ sin θ
− sin θ 0 cos θ

 . (13)

ϕ式中, θ和   分别代表自旋的极化角和方位角. 对

自旋应用 Holstein-Primakoff (HP)变换 [37]: 

Sx =
1√
2S

(
a+ a† − a†aa+ a†a†a

4S

)
,

Sy = − i√
2S

(
a− a† − a†aa− a†a†a

4S

)
,

Sz = 1− a†a/S, (14)

代入磁体系的拉氏量: 

L=

∫
Λ·Ṡ−

[
A(∇S)2+DS ·(∇×S)−KS2

z

]
dr, (15)

Λ = (Ω × S)/(1 + S ·Ω) Ω

a†

其中   是沿着方向   的磁

单极的磁矢势. 保留到玻色算子 a,    的二阶项,

可以得到不考虑磁子-磁子相互作用的二阶哈密顿量: 

L2 =

∫
[−iA(a†∂ra− a∂ra

†)− a†a(cos θ∂tϕ)

+ ia†ȧ−A∂ra
† · ∂ra−Ka†a]dr. (16)

∂tψ = ∂rψ · v
v = ∂ω/∂k

进一步地, 假设磁子呈现波包的形式, 并且假

设其波型在经过斯格明子时近似不变, 进而可以对

磁子波包应用集体坐标理论 [38,39]. 在该近似下, 自

旋波波函数对时间的偏导转变为    , 其

中  为磁子群速度, 这一近似在描述斯格

明子和畴壁的动力学中被广泛使用 [40,41]. 通过这一

假设可以进一步简单地将体系的拉氏量写作波包

的位置和动量的函数 [38]: 

L2=2a†a

∫ [
v ·

(
k −A12+

DS0

2J

)
−Ak2

]
dr, (17)

ω S0 A12 =

−▽ϕ cos θ

a†a

其中 ,    为磁子频率 ,    为自旋平衡态 ,   

 代表来自交换能的有效矢势. 值得注意

的是磁子的产生湮灭算符通常和磁子在某个态下

的占据数有关, 而拉氏量中的  就对应着磁子的

粒子数. 本文认为磁子的粒子数和自旋波振幅的平

方相关. 随后对体系拉氏量应用欧拉-拉格朗日方

程, 可以得到如下的动力学方程: 

a†amswv̇ − a†aωv ×B = 0, (18)
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H0 = M0图 5    在  情况下, 静磁前向体模式的色散关系 (a)

和贝里曲率分布 (b)[34]
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Fig. 5. Dispersion (a) and Berry curvature (b) for the mag-

netostatic forward volume-wave mode for   [34].
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msw = 1/2A

B =

Bzez

式中,    代表归一化的磁子波包有效质

量. 方程 (18) 表明磁子在经过斯格明子时会经历

来自交换能和 DM相互作用诱导的虚拟磁场 

 的作用, 其中 

Bz =
ℏ
e

[
∇×

(
A12 +

DS0

2J

)]
z

=
ℏ
e

[
S0 · (∂xS0 × ∂yS0) +

(
∇× DS0

2J

)
z

]
.

通常来讲, 由交换能诱导的虚拟磁场的总磁通等于

斯格明子的拓扑荷, 而 DM相互作用诱导的虚拟

磁场的总磁通近似为零 [36]. 因此, 磁子的运动轨迹

主要取决于磁织构的拓扑荷. 当拓扑荷不为零时,

磁子会经历一个斜散射 (skew scattering)过程. 而

当拓扑荷为零时, 磁子则会经历一个边跳跃 (side

jump) 过程 [38], 这类似于电子被杂质散射后导致

的反常霍尔效应, 如图 6(a)所示.

在反铁磁或者亚铁磁中, 由于体系具有相反自

旋的两套子晶格, 使得磁子的极化会拥有全自旋自

由度. 因此, 磁子会经历所谓的拓扑磁子自旋霍尔效

应, 即具有相反极化的磁子流经历自旋依赖的相

反的有效洛伦兹力, 继而被斯格明子分离 [42–45], 如

图 6(b)和图 6(c)所示. 

3.2    散射理论

a†a†

3.1节的虚拟电磁场理论适用于斯格明子尺寸

大于磁子波长的情况, 并且忽略了一些粒子数不守

恒的项, 如   和 aa 等. 当磁子的波长大于斯格

明子直径时, 可以采用散射理论去处理该情况下的

磁子-斯格明子散射行为. 该方法最早于 2014年由

Iwasaki等 [46] 用于研究磁子和斯格明子的耦合体系.

同年由 Schütte等 [47] 完成了更系统的研究. 考虑

包含交换能、体 DM相互作用和塞曼能的系统的

哈密顿量为 

H =
A

2
(∇S)2 +DS · (∇× S)− hSz. (19)

(e1, e2, e3) e3 =

S0/|S0| = e1 × e2 S0

为了描述磁子, 可以使用由 3个相互正交的单

位向量   定义的局域坐标系 , 其中  

 ,   代表自旋的平衡态. 相应的
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图  6    (a)磁子经过磁织构之后的斜散射和边跳跃行为 [38]; 磁子经过 (b)亚铁磁和 (c)反铁磁斯格明子之后的偏转轨迹 [42,43];

(d)散射理论计算得到的不同入射磁子能量下的微分散射截面,   为 k = 0时的磁子能量 [47]; (e)磁子的彩虹散射过程 [47]

εgap

Fig. 6. (a) Skew scattering and side jump of spin wave across magnetic texture[38]; the trajectories of spin wave across (b) antiferro-

magnetic  and  (c)  ferrimagnetic  skyrmion[42,43];  (d)  differential  cross  section  evaluated  from scattering  theory  for  various  energies,

  is the magnon gap[47] at k = 0; (e) the rainbow scattering process of magnons[47].
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ψ = (δ1 ± iδ2)/
√
2 δ1(2)磁子波函数为  , 其中  描述了

自旋波在两个正交方向的振幅分量. 将自旋哈密顿

量表达为磁子波函数的函数, 并保留其二阶微扰部

分, 可以得到相应的本征方程: 

H(m)ψ = ετzψ, (20)

H(m) = H0(m) + V (m) H0(m)

式中, m 代表散射磁子携带的轨道角动量, 哈密顿

量   ,    和 V(m)分别

为不存在斯格明子时系统的哈密顿量和斯格明子

带来的有效散射势, 分别表示为 

H0(m)=A

[
I
(
− ∂2ρ−

∂ρ
ρ
+
m2+1

ρ2
+
h

A

)
−τ z 2m

ρ2

]
,

(21) 

V (m) = A[vzτ
z + v0I + vxτ

x],

vz = −2m

(
cos θ − 1

ρ2
− D sin θ

Aρ

)
,

v0 =
3[cos(2θ)− 1]

4ρ2
− 3D sin(2θ)

2Aρ

+
h(cos θ − 1)

A
− Dθ′

A
− θ′2

2
,

vx =
sin2(θ)
2ρ2

+
D

A sin(2θ)
2ρ− Dθ′

A
− θ′2

2
, (22)

τx(z) ρ

ε =

A
( h
A

+ k2
)

ψm,0 =

(
1
0

)
1√
Aa

Jm−1(kρ)

Jm

vz

v0

式中,    代表泡利矩阵, I代表单位矩阵,    为

自旋和斯格明子中心的距离. 在没有斯格明子的情

况下 , 方程 (22)的本征值和波函数分别为  

 ,   , 本征函

数中的  为贝塞尔函数, a 为体系晶格参数. 对应

的本征值代表了基态情况下铁磁磁子的色散关系.

在高能散射的情况下 (磁子频率较高的情况), 非对

角元的散射矩阵可以忽略 (vx), 可以只考虑   和

 带来的影响. 而在非高能散射的情况下 (磁子频

率较低的情况), 由于斯格明子势是空间依赖的, 则

需要对实空间上每个位置的本征方程进行对角化,

求得对应的本征值和波函数. 在远离斯格明子的区

域, 磁子的波函数可以写为  (
1
0

)[
eik·r + f(χ)

eikρ
√
ρ

]
, (23)

χ f(χ)

f(χ)

χ = 0

其中,   为斯格明子所在平面的方位角,   代表

方向依赖的磁子的散射强度, 通常由无穷远处散射

波的相移决定. 采用半经典的散射理论可以计算

 以及对应的微分散射截面和散射角的依赖性 [48],

如图 6(d)所示. 显而易见, 相对于磁子入射方向

(  ), 微分散射截面具有很强的非对称性, 代表

着明显的偏向散射过程. 通过计算该体系波函数在

实空间的分布, 可以明显看到磁子经过斯格明子之

后的多峰散射过程 , 即彩虹散射过程  (rainbow

scattering), 如图 6(e)所示. 

3.3    磁子的朗道能级

当在二维电子气中施加外磁场时, 会出现分立

的量子化能级, 称为朗道能级 (Landau level). 与

之对应的, 磁子在经过由斯格明子诱导的虚拟磁场

时, 也可能会出现对应的磁子朗道能级. Kim等 [43]

考虑磁子在斯格明子晶体中的情况, 并将斯格明子

诱导的虚拟磁场做一个空间平均化处理. 此时, 在

斯格明子体系中的磁子可由如下薛定谔方程描述: 

iℏ∂tψ =

[
1

2m

(
ℏ
i
∇− qA12

)2 ]
ψ, (24)

B = Bzez =

∫
ℏ
e

[
∇× (A12)

]
z
dr/V ez

ωc =

Bz/m εn =

ℏωc (n+ 1/2)

其中 q 对应磁子的手性, 类比为磁子的有效电荷.

有效磁场   可

以近似为斯格明子拓扑荷对空间的平均 , 其中

V 是系统的体积 . 相应的磁子回旋频率为  

 , 其本征值给出磁子体系中的朗道能级 

 , n 为整数. 

4   磁子的非线性霍尔效应

ja = −e
∫
k

f(k)vadk

va

f(k)

前两节的磁子霍尔效应和拓扑霍尔效应都对

应着霍尔磁子流对外界激励的线性响应. 2015年,

Sodemann和 Fu[49] 在理论上首次预测了存在于时

间反演对称性体系中的霍尔电流, 该电流与外界电

场有二阶响应关系. 由于这种非线性响应, 他们将其

命名为非线性霍尔效应. 为了求得非线性霍尔电流

的表达式, 可从霍尔电流的密度 

出发, 其中 f(k)为电子分布函数,   为电子速度. 分

布函数  可以通过级数展开至电场的二阶项: 

f = Re{f0 + f1 + f2}, (25)

f0 f1 f2其中,   是没有外场下的电子分布函数,   和  为 

f1 = fω1 e
iωt, fω1 =

eτεa∂af0
1 + iωτ

,

f2 = f02 + f2ω2 e2iωt, f02 =
(eτ)2ε∗aεb∂abf0
2(1 + iωτ)

,

f2ω2 =
(eτ)2εaεb∂abf0

2(1 + iωτ)(1 + 2iωτ)
, (26)
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ja = Re(j0a + j2ωa e2iωt)

式中, τ为电子的弛豫时间. 相应地, 可以得到保留

到电场二阶项的霍尔电流   ,

其中,
 

j0a =
e2

2

∫
k

εabcΩbε
∗
cf

ω
1 dk − e

∫
k

f02∂aε(k)dk,

j2ωa =
e2

2

∫
k

εabcΩbεcf
ω
1 dk−e

∫
k

f2ω2 ∂aε(k)dk. (27)

j0a = χabcεbε
∗
c j2ωa = χabcεbεc

(27)式中的第二项是完全和贝里曲率无关的

项, 当考虑时间反演对称的体系时, 该项也会消失.

因此可以着重于与拓扑相关的第一项, 将霍尔电流

重写为  以及  , 其中
 

χ = −εabc
e3τ

2(1 + iωτ)

∫
k

f0(∂bΩd)dk.

∫
k

f0(∂bΩd)dk

显而易见, 在存在时间反演对称性的体系中, 电子

的霍尔电流由贝里曲率偶极子  决定.

图 7(a)给出了由贝里曲率诱导的反常霍尔效应和

贝里曲率偶极子诱导的非线性霍尔效应 [50].

相应地, 类似的处理方法可以映射到磁子体

系. 以由温度梯度诱导的反常能斯特效应为例, 其

对应的霍尔磁子流的表达式为
 

Jy = − 1

ℏV
∑
n,k

Ωn(k)

∫
dε

∂

∂x
ρ[En(k) + ε, T (x)],

(28)

En(k) Ωn(k) ρ(E, T (x))

T T (x) = T0 − x∇T

其中   ,    ,    分别代表能量本

征值、第 n 条能带的贝里曲率和能量为 E 的磁子

在温度  下的分布函数,   是随空

间变化的温度分布. 为了获得和温度梯度呈现非线

性关系的贝里曲率, 可从体系的玻尔兹曼输运方程

出发:  (
∂

∂t
+ẋ · ∂

∂x
+k̇ · ∂

∂k

)
ρ[En(k)+ε, T (x)] =

− ρ[En(k)+ε, T (x)]− ρ0[En(k)+ε, T (x)]

τ
, (29)

ρ0其中, τ和  分别代表磁子的弛豫时间和平衡分布

函数. 考虑这是一个没有外场的稳态系统, 上述方

程可以进一步约化为 

ρ[En(k)+ε, T (x)] = ρ0[En(k) + ε, T (x)]

− τ ẋ · ∂

∂x
ρ[En(k) + ε, T (x)]. (30)

ẋ (1/ℏ)∂kx
En(k) ∂/∂x

−∇T∂/∂T0

将   重 写 为   ,    重 写 为

 , 并将 (29)式代入磁子流的表达式, 可

 

(a) Anomalous Hall effect

JAHE



J

J


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
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
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

(c)

(d)

(e)

J1图 7    (a)由贝里曲率诱导的反常霍尔效应和贝里曲率偶极子诱导的非线性霍尔效应示意图 [50]. (b)非线性磁子流和交换系数  

的关系 [51]. 磁子的 (c)能带、(d)贝里曲率和 (e)贝里曲率偶极子在动量空间的分布 [51]

J1

Fig. 7. (a) Schematics of the anomalous Hall effect induced by the finite Berry curvature and the nonlinear Hall effect induced by

the  finite  Berry  curvature  dipoles  in  the  entire  space,  respectively[50].  (b)  Nonlinear  magnon  current  as  a  function  of  exchange

constant    [51].  Distribution  of  (c)  the  band  structure,  (d)  berry  curvature,  and  (e)  berry  curvature  dipole  of  magnons  in  the

momentum space[51].
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以得到与温度梯度呈现二阶响应的磁子流表达式: 

Jy =
∇T
ℏV

∑
n

∫
BZ

d2kc1 {ρ0 [En(k), T0]}Ωn(k)

+
τ(∇T )2

ℏ2V T0

∑
n

∫
BZ

d2kc1 {ρ0 [En(k), T0]}

× ∂

∂kx
[En(k)Ω(k)] , (31)

c1(ρ0)=(1+ρ0) ln(1+ρ0)−ρ0 ln(ρ0)其中,   , 方程 (30)

的第一项对应线性磁子的能斯特效应; 第二项则代

表磁子流对温度梯度的非线性响应 (二阶), 其和磁

子的贝里曲率偶极子相关联. 如果考虑方程更高的

阶数, 可以得到磁子流对温度梯度的三阶、四阶响

应. 图 7(b)给出了反铁磁蜂巢晶格中的非线性磁

子流和交换系数的关系 [51]. 非线性磁子流由其在

k空间的能带分布 (图 7(c))、贝里曲率 (图 7(d))

和贝里曲率偶极子 (图 7(e))决定 [51]. 

5   磁子非线性拓扑自旋霍尔效应

当自旋波的激发振幅较大时, 线性化方程已不

足以描述磁子行为, 需要讨论自旋波高阶相互作用

项的影响. 这些非线性高阶项通常表述为磁子-磁

子散射过程 (magnon-magnon scattering). 其中最

常见的非线性过程是三磁子和四磁子散射过程. 三

磁子散射包括三磁子融合和三磁子分裂两种类型,

一般情况下是由磁偶极相互作用或者非共线磁织

构诱导 [52]. 三磁子融合是指两个磁子融合为一个

磁子, 其逆过程为三磁子分裂, 对应一个磁子分裂

为两个磁子 (图 8(a)), 三磁子过程可以用于产生磁

子频率梳 [53,54], 如图 8(b)所示. 四磁子散射主要是

指两个磁子转变为另外两个磁子 [55], 主要由交换

相互作用诱导产生, 如图 8(c)所示. 需要指出的

是, 磁子作为玻色子, 在磁子-磁子散射过程中粒子

数可以不守恒, 但需要遵循能量和动量守恒.

a = aseiks·r+

apeikp·r + aqeikq·r + arψr ks kp kq

as ap aq

ψr ar

H = H2 +H3

在光学体系中, 非线性光在传输过程中和线性

光一样会获得贝里相位 [56−58]. 而在磁子体系中, 非

线性磁子也同样可能会经历由非共线磁织构导致

的虚拟磁场. 最近, Jin等 [59] 系统研究了由于三磁

子过程诱导的磁子非线性拓扑霍尔效应, 揭示了非

线性磁子在经过斯格明子时会感受到额外的规范

场, 继而具有更大的霍尔角, 如图 9(a)所示. 具体

来说, 该工作考虑了在反铁磁系统中入射磁子和斯

格明子呼吸模之间的相互作用, 并以此来诱导三磁

子过程, 产生磁子频率梳. 为了考虑哈密顿量中不

同磁子模式的贡献, 将玻色算子展开为 

 , 其中   ,    和   分别为

入射模  、合频模  和差频模  在无穷远处的波

矢,    为呼吸模   的波函数. 相应的哈密顿量为

(考虑归一化的自旋矢量 S = 1)   . 其

中代表磁子线性过程的二阶哈密顿量为
 

 

 

(a)

1, k1

1=23

k1=k2k3

2, k2

3, k3

12=3
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(c)

图 8    (a)非线性三磁子过程示意图; (b) 三磁子散射诱导的磁子频率梳示意图 [53]; (c) 非线性四磁子过程示意图

Fig. 8. (a)  Schematic  diagram of  the  nonlinear  three-magnon  process;  (b)  schematic  diagram of  three-magnon  scattering  induced

magnon frequency comb[53]; (c) schematic diagram of the nonlinear four-magnon process.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 1 (2024)    017501

017501-10

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


H2 =
∑

i=s,p,q

2a†iai

∫ [
1

J
ω2
i v

2
i −

(
2A12 +

Dl0
J

)
· ωivi

]
dr. (32)

l0 H3 =

H3s +H3p +H3q H3s H3p H3q

哈密顿量中的    为平衡态下反铁磁体系的奈尔矢量. 而代表非线性过程的三阶哈密顿量为  

 , 其中  ,   和  分别表示入射、融合和分裂磁子模所贡献的哈密顿量, 具体表达式为 

H3s =

∫
ωsvs ·

{
− 1√

2

[
(iA13 +A23) +

D

2J
(ieϕ + eθ)

][
3aqara

†
s e

i(−ks+kq)·r + a†parase
i(ks−kp)·r

]
ψr + H.c.

}
dr,

H3p =

∫
ωpvp ·

{
− 3√

2

[
(iA13 +A23) +

D

2J
(ieϕ + eθ)

]
asara

†
pe

i(ks−kp)·rψr + H.c.
}
dr,

H3q =

∫
ωqvq ·

{
− 1√

2

[
(iA13 +A23) +

D

2J
(ieϕ + eθ)

]
asa

†
r a

†
qe

i(ks−kq)·rψ∗
r + H.c.

}
dr, (33)

Aνν′ = Ax,νν′ex +Ay,νν′ey

ν, ν′ = 1, 2, 3 eθ eϕ

ωs ωp ωq ωr

ωp(q) = ωs ± ωr

A12

A13 A23

其中,   代表由局域坐标

变换带来的规范场 (  );    和   为极

坐标系中的两个单位矢量; 而   ,    ,    和   是

入射模、融合模、分裂模和斯格明子呼吸模的频率,

并且符合能量守恒  . 显而易见, 传统

的规范场  只出现在二阶哈密顿量中, 而规范场

 和  则出现在磁子的非线性过程中. 对体系

的总拉氏量运用欧拉-拉格朗日方法, 可以得到不

同模式波包的运动方程: 

a†iai
ℏω2

i

eJ
v̇i− a†iaiωivi×B−F nl

i = 0, i=s, p, q, (34)

ℏ
F nl
i

其中 B与方程 (17)中的虚拟磁场等价, 是导致传

统磁子霍尔效应的虚拟磁场. 这里  和 e 是约化普

朗克常数和单位电荷, 而  代表来自于三磁子非

线性过程的额外的有效洛伦兹力: 

F nl
i = civi ×B′, i = s, p, q, (35)

 

B′ = B′
zez,

B′
z =

ℏ
e
(∇×A23)z +

ℏD
2Je

(∇× eθ)z

=
ℏ
e

[
∂yl0 · ∂x

(
n× ez

sin θ

)
− ∂xl0 · ∂y

(
n× ez

sin θ

)]
+

ℏD
2Je

(
∇× ez + cos θl0

sin θ

)
z

A13

代表来自于三磁子过程贡献的额外虚拟磁场. 由于

斯格明子的旋转对称性, 矢势  的贡献为零. 这里 

cs = (ωs/4)(gpa
†
paras + 3gqa

†
qa

†
r as + H.c.),

cp = (3ωp/4)(gpasara
†
p + H.c.),

cq = (ωq/4)(gqasa
†
r a

†
q + H.c.),

gp =
1√
2SV

∫
ei(ks−kp)·rψrdr,

gq =
1√
2SV

∫
ei(ks−kq)·rψ∗

r dr,

代表了磁子的重叠积分, 其中 V 是系统的体积. 在

整个磁子和斯格明子的散射过程中, 自旋波波包可

以看作是在虚拟磁场 B和 B'下运动的点粒子. 进

一步考虑 4种磁子模式之间的关系: 

ap =
g

ε+ iα(ωs + ωr)
asar,

aq =
g

ε− iα(ωs − ωr)
asa

†
r , (36)

可以将方程 (33) 转变为 

msw, iv̇i − evi × σ(B + λiB
′) = 0, i = s, p, q. (37)

msw,i = ℏωi/J

σ = ∓1

λs=nr

(
ggp
4ε

+
3ggq
4ε

+ H.c.
)

λp=
3

4

(
εgp
g

+H.c.
)

λq =
1

4

(
εgq
g

+ H.c.
)

nr = ⟨a†r ar⟩

ε=ω−ωr

Bz/B0 B′
z/B0

B0 = ℏ/a2e

B′ = 0 B′ ̸= 0

这里,    为反铁磁中自旋波波包的有

效质量 ,    表示左右旋磁子 , e 为元电荷 ,

 ,    ,

 , 其中   为斯格明子

呼吸模的粒子数, g 为三磁子耦合强度,   .

图 9(b)给出了虚拟磁场  和  的空间分

布, 其中  , a 是体系的晶格参数. 可以看

出它们的大小在同样的数量级. 通过数值求解方

程 (35)在  和  的情况, 可以得到对应

的磁子运动轨迹 (图 9(b)). 显而易见, 三磁子过程

诱导的虚拟磁场会诱导更大的磁子霍尔角. 进一

步, 微磁学模拟也论证了上述的理论分析, 即相较

于入射波模式, 差频和合频模式具有更为显著的磁

子霍尔角, 如图 9(c)所示. 值得注意的是, 随着非

线性阶数 m 的增加, 磁子的霍尔角也几乎呈现线

性增加的趋势, 如图 9(d)所示. 这一过程可以类比

为光经过大气层之后经历的多次折射现象.

在该体系中, 散射磁子流和入射磁子流之间存

在非线性响应. 具体来说, 当磁子经过斯格明子时,

通过三磁子过程激发出斯格明子的呼吸模式. 随

后入射磁子和斯格明子呼吸模耦合产生融合与
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ar = cas

分裂模. 假设呼吸模的磁子数正比于入射波的磁子

数即   , 根据方程 (35), 相应的融合和分裂

模式的磁子数可以表示为
 

np =
(cg)2

ε2 + α2(ωs + ωr)2
n2s ,

nq =
(cg)2

ε2 + α2(ωs − ωr)2
n2s , (38)

ns np nq其中   ,    和   分别代表入射磁子、融合和分裂

模式磁子的磁子数. 显而易见, 其散射磁子数和入

射磁子数确实呈现非线性的关系. 这种全新的非线

性霍尔效应起源于四点. 1)玻色子粒子数不守恒

的内禀性质: 单个磁子可以分裂为多个磁子, 也可

以与其他磁子合并成一个磁子, 这在低能费米子体

系中没有对应. 2) 非线性三磁子散射形成的磁子

频率梳: 频域上一串离散的具有相同频率间隔的自

旋波谱线. 3)隐藏的规范场: 分析表明剩下的两个

规范场矩阵元出现在磁织构的非线性磁子输运中,

它们作用在磁子频率梳上, 产生巨大的磁子霍尔

角. 4)反铁磁磁子具有的两种自旋态: 分别对应右

旋和左旋的磁矩进动模式. 

6   总结与展望

本文回顾了磁子霍尔效应最新的研究进展. 以

电子霍尔效应为起点, 介绍了由能带拓扑和实空间

拓扑引起的磁子霍尔效应和磁子拓扑霍尔效应. 进

一步地, 考虑磁子流对外界刺激的二阶响应, 可以

得到由贝里曲率偶极子诱导的磁子非线性霍尔效

应. 而这一非线性效应也可以推广到由实空间磁织

构引起的拓扑霍尔效应当中, 导致磁子非线性拓扑

自旋霍尔效应. 值得指出的是, 近年来, 磁子霍尔

效应家族正在不断发展壮大. 除了本文主要介绍的

霍尔效应外, 还包括磁子能斯特效应和磁子塞贝克

效应等 [60,61]. 隐藏在磁子传输过程中更多新奇的物

理效应值得进一步挖掘. 具体来说, 斯格明子晶体
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图  9    (a)磁子非线性拓扑自旋霍尔效应示意图 ; (b)虚拟磁场 B 和 B'的空间分布以及对应磁子的运动轨迹 (分别在 B和

B+B'作用下); (c)不同磁子模式的波函数的等值线分布; (d)线性非线性霍尔角和入射磁子频率   以及非线性阶数 m 的关系 [59]

ωs

Fig. 9. (a) Schematic illustration of the nonlinear topological magnon spin Hall effect in magnon-AFM skyrmion scattering; (b) spa-

tial distribution of dimensionless field B and B' as well as the corresponding spin wave trajectories in real space; (c) isoline maps for
different magnon modes; (d) the Hall angle as a function of the incident magnon frequencie    and mode index m[59].
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中磁子的朗道能级通常具有非零的陈数, 继而对磁

子的霍尔效应产生贡献. 但是目前大部分基于磁子

朗道能级的研究都局限于线性区域, 不涉及非线性

效应. 单个斯格明子的存在破坏了体系的空间平移

对称性, 而大量斯格明子构成的斯格明子周期结

构 (斯格明子晶体)能恢复这种对称性. 在磁子体

系中, 三磁子相互作用所主导的非线性哈密顿量会

对磁子能带引入厄密和非厄密的自能修正. 其中厄

密的自能项会对磁子能带进行重整化而非厄密自

能则会影响磁子能带的展宽 [62]. 基于上述磁子非

线性作用对倒空间拓扑可能带来的影响, 斯格明子

晶体中隐藏在磁子-磁子相互作用中的规范场对磁

子朗道能级的影响也值得进一步探索.

在真实材料中, 磁子-声子散射通常是不可避

免的, 其可以通过两种不同的方式去影响磁子. 首

先, 声子激发造成的晶格畸变可能会影响磁矩之间

交换作用的大小和各向异性. 其次, 晶格振动可能

会产生显著的磁子-声子耦合形成磁子极化子, 并

在耦合体系的能谱中形成反交叉. 在磁性绝缘体

中, 由温度梯度形成的热霍尔流可以由磁子或声子

单独携带, 也可以由新的准粒子-磁子极化子携带 [63].

具体来说, 当磁化方向上的镜像对称性被破坏时,

自旋-晶格相互作用将会引起热霍尔效应, 并且热

霍尔电导率由磁子和声子之间的耦合强度决定. 但

是这种磁体系中的非本征霍尔效应都集中在磁子

的线性输运过程中. 非本征磁子非线性霍尔效应的

理论也值得进一步的发展和探索.

迄今为止, 磁子霍尔效应的研究对象大多局限

于传统的铁磁或反铁磁材料体系. 近年来, 转角范

德瓦耳斯层因为其中的拓扑平带具有诸多新奇拓

扑物态现象, 包括非平凡超导和Mott绝缘态等 [64,65]

而广受关注. 如在转角石墨烯中, 无序散射和贝里

曲率偶极子均会诱导电子的非线性霍尔效应 [66,67].

而转角体系也会形成特殊的磁子拓扑保护态, 继而

对磁子的霍尔效应产生影响 [68]. 另外, 由于转角体

系中的摩尔超晶格也存在斯格明子等拓扑磁结构,

其中的非线性磁子输运会受到倒空间和实空间拓

扑的共同调制, 其背后的物理机制有待进一步探索

和阐明. 此外, 也可以考虑偶极-偶极相互作用对非

线性霍尔效应的影响, 探索线性霍尔磁子流和非线

性磁子流对于翻转磁矩的作用, 利用非线性霍尔磁

子流的巨大霍尔角设计相关的磁子学器件, 挖掘在

不同对称性磁体中磁子的非线性霍尔效应, 探索静

磁自旋波的拓扑霍尔效应等. 总之, 对磁子霍尔效

应的研究为理解相关的基本物理概念和现象提供

了新的视角. 可以断定, 对凝聚态物理和拓扑物理

等领域中不同物理机制诱导的霍尔效应的研究以

及相关应用的开拓方兴未艾, 有着诱人的前景.
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Abstract

Hall  effect  is  an ancient  but  highly potential  subfield  in  condensed matter  physics,  and its  origin  can be

traced  back  hundreds  of  years.  In  1879,  Hall  made  a  momentous  discovery  that  when  a  current-carrying

conductor is placed in a magnetic field, the Lorentz force pushes its electrons to one side of the conductor. This

intriguing phenomenon was dubbed Hall effect. Since then, a series of novel Hall effects have been discovered,

including anomalous Hall  effect,  quantum Hall  effect,  spin Hall  effect,  topological  Hall  effect,  and planar Hall

effec. Notably, Hall effects play an important role in realizing the information transport, since it can realize the

mutual  conversion of  current  in  different  directions.  In bosonic  systems such as  magnons,  a  series  of  magnon

Hall  effects  have  been  found,  jointly  driving  the  development  of  the  magnon-based  spintronics.  In  this

perspective, we review the researches of the Hall effect in magnonic system in recent years, and briefly introduce

its  modern  semi-classical  theories,  including  virtual  electromagnetic  field  theory  and  scattering  theory.

Furthermore, we introduce the different magnon Hall effects and clarify the physics behind them. Finally, the

prospect of magnon Hall effect is discussed.

Keywords: magnon, Hall effect, nonlinear Hall effect, spintronics
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