
 

恒流充电有限柱体电极浓度分布及
扩散诱导应力解析分析
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(2023 年 11 月 3日收到; 2024 年 5 月 20日收到修改稿)

常见的柱状电极模型中, 在轴向方向一般采用无限长假设广义平面应变分析方法, 本文考虑恒流充电下

有限柱形电极模型, 基于力-化耦合一般方程, 推导出位移与扩散诱导应力解析解. 有限柱体电极中浓度分布

由仅考虑径向扩散和仅考虑轴向扩散两部分叠加求解. 将浓度函数代入力学方程, 使用 Boussinesq-Papkovich

函数得到应力分量解析解. 计算了表面自由柱状电极中浓度和应力场, 并将其结果与有限元软件计算的结果

进行对比计算. 结果表明, 理论解和数值解中浓度分布一致, 应力分量趋势一致数值相差较小, 在荷电状态

为 17.9%时径向应力在中心处相对误差最大约为 4%. 本文分析了不同长径比柱状电极中径向和轴向单向扩散

对应力场的影响, 结果表明, 随着长径比的增大, 轴向扩散对浓度分布影响下降, 径向扩散对应力场影响上升.
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1   引　言

近年来, 随着社会能源矛盾日益尖锐, 以电动

机替代传统内燃机驱动的大型设备如飞机、汽车等

是未来科技发展重要趋势之一. 目前在已有的电力

来源中, 锂离子电池由于其具有比能量大、工作电

压高、自放电小、循环寿命长等优势, 成为提供动

力来源的首选之一 [1].

锂离子电池是依靠锂离子在正负极之间嵌入

和脱出来实现电源的储存和释放的. 锂离子嵌入/

脱出会引起材料层间距的变化, 导致材料局部变

形, 体积变化. 在工作状态下, 其他组分如黏结剂、

导电剂、集流体等制约电极材料的体积变形, 从而

导致电极中扩散诱导应力 (diffusion-induced stress,

DIS)的出现. 当电极变形过大, 材料中应力超过极

限时, 这会导致电极力学失效, 如活性颗粒的粉化 [2]、

活性材料与集流体/黏结剂的脱黏 [3,4] 以及固态电

解质界面膜 (solid electrolyte interphase, SEI)破

损 [5], 最终导致电池容量的不可逆降低. 科研工作

者做了很多尝试来提升硅电极在电化学循环过程

中的稳定性, 常见的方式有电极纳米化、电极结构

化设计及复合材料等. 已有研究表明, 应力与电极

颗粒尺寸相关, 降低电极颗粒尺寸能够有效地降低

电极中应力, 且颗粒尺寸越小时内部具有更大的空

间缓解锂化过程中的体积变化, 所受体积效应影响

越小 [6,7]. 当材料降至纳米尺度时, 材料的性质也发

生改变, 如较高的强度和韧性 [7]. 纳米电极按照维

度可大致分为零维 (球形纳米颗粒)[8]、 一维 (纳米

线、纳米管)[9] 和二维 (纳米薄膜)[10].

纳米颗粒作为一种零维纳米电极, 其容量相对

较大且拥有一定的抵抗断裂的能力, 是最有潜力的

新一代锂离子电池电极材料之一. 由于纳米颗粒之

间的电子传输路径受限导电率低 [11], 因此一般会在
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纳米硅颗粒电极中引入添加导电剂、黏结剂, 最终将

活性材料经过压实处理后沉积在集流体上, 这会导

致纳米颗粒电极的比容量下降, 电化学性能降低.

相较于颗粒电极, 一维电极材料直接与集流体

相连, 这种结构为电子传输提供了固定通路, 导电

率更高, 不需要在活性材料中添加额外导电剂 [12].

此外, 一维电极之间具有一定的空间, 这有利于缓

解体积膨胀而引起的应力. 一维材料被视为最有应

用前景的电极结构之一. 不同于其他电极结构的几

何形状, 一维电极材料在锂化过程中粒子传输路径

及力学行为也有不同, 因此对一维电极材料在锂化

过程力学行为研究对提升电池性能具有一定意义.

近年来对电极中扩散诱导应力的计算, 最早来

于 1961年, Prussin[13] 将由浓度梯度引起的应力与

温度梯度产生的应力作类比, 计算扩散诱导应力.

在 Prussin的工作基础上, 许多学者对各类形状电

极中扩散诱导应力进行计算. Li[14] 对实心球、实心

柱体和薄板电极中的扩散诱导应力进行了计算.

Deshpande等 [15] 在计算纳米线电极中应力分布时

考虑了表面应力. 以上工作仅考虑了扩散对变形的

影响, 忽略了应力对扩散的影响. Song等 [16]针对

多层柱状电极建立了模型, 计算分析了各几何参

数、材料参数对扩散诱导应力的影响. 结果表明,

不仅活性层中会产生应力, 集流体中也有应力生

成. Yang[17] 给出了考虑双相耦合时静态下薄板中

化学应力的解析解, 并计算了不同形状电极中的浓

度和应力分布. Wang等 [18] 分析了空心柱形电极中

化学应力对扩散的影响, 结果表明, 电极中的化学

应力不仅促进锂的扩散, 也会改变材料扩散系数.

Hao与 Fang[19] 计算分析了核壳结构纳米管中应力

分布, 研究表明, 碳壳的厚度对扩散诱导应力影响较

大, 核壳结构有利于提升纳米管电极循环稳定性.

这些柱状电极力学行为的研究中, 理论模型大

都在长度方向做一定假设. 这些假设都忽略浓度在

长度方向上的变化, 这与实际情况具有一定差距.

Vanimisetti和 Ramakrishnan[20] 利用叠加法得到

了有限柱形电极中应变能近似解, 该工作将有限柱

形电极分为两个区域, 两端处采用了厚板模型的

解, 其余区域采用了长柱形电极的解. Chen等 [21]

基于不可逆热力学理论建立了力-化-扩散耦合模

型, 并利用有限单元法计算了柱形电极与刚性基底

相连中三维应力分布. 由于锂离子电池力学分析涉

及到多物理场耦合, 现有的考虑有限柱形电极工作

大都通过多物理场仿真软件对耦合方程直接求解

得到浓度、扩散诱导应力的数值解, 理论求解工作

相对涉及较少. 但实际工况中边界条件十分复杂,

数值计算规模巨大, 浓度和应力分布的解析解可以

提升数值计算效率, 并在理论上提供基准解 [22]. 但

耦合方程在数学上求解难度过大, 在进行浓度和应

力解析解推导过程中, 一般假设电池中电极颗粒形

状和尺寸一致, 且忽略粒子在电解质中传递, 这与

实际情况具有一定差距 [23].

本文在之前工作基础上 [24] 进一步考虑了一个

恒流充电下有限柱形电极, 给出浓度场和应力场三

维分布解析解. 由于控制方程及边界条件符合叠加

原理适用条件, 恒流条件下柱状电极浓度可认为由

仅考虑径向扩散和轴向扩散两部分组成. 利用变量

替换法和分离变量法可分别求解单向扩散时浓度分

布, 最终相加得到恒流充电下浓度分布函数. 将浓

度函数代入力学方程, 利用 Boussinesq-Papkovich

函数给出电极位移和应力函数的解析解. 计算了表

面自由, 长径比 L/R = 1柱形电极中浓度和应力

分布, 并将结果与有限元软件得到结果进行对比;

同时对比了相同荷电状态时, 不同长径比柱形电极

中应力分布, 分析了不同长径比柱状电极中轴向扩

散和径向扩散对活性电极与集流体交界面处应力

分布的影响. 

2   理论模型

考虑一个长度为 2L, 半径为 R 的柱状电极,

柱坐标 (r, θ, z)的原点与柱形电极下表面圆心重

合, 如图 1所示. 认为活性材料中无初始裂纹且循

环过程中无破坏, 由于柱形电极直接生长在集流体

上, 则锂离子从上表面和侧面进入电极.
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图 1　有限柱形电极嵌锂示意图

Fig. 1. Schematic  of  the  finite-length  cylindrical  electrode

structure. 

2.1    扩散模型

为降低数学上求解困难, 在粒子传输模型中采
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取以下假设, 忽略应力对扩散的影响, 忽略锂化过

程中浓度和温度变化对材料属性和扩散系数的影

响, 即在循环过程中材料参数保持不变. 由于电极

结构和边界条件都是轴对称, 浓度 C 仅是空间坐

标 r, z 和时间 t 的函数, 柱坐标系下单向耦合的扩

散控制方程为 [25]
 

∂2C

∂r2
+

1

r

∂C

∂r
+

∂2C

∂z2
=

1

D

∂C

∂t
, (1)

其中 D 为扩散系数. 在一维纳米电极结构中, 电极

直接与集流体相连, 即电极与集流体交界面 (z = 0)

没有粒子传输. 这样, 初始条件、边界条件可写为 

C (r, z, 0) = 0, (2)
 

D
∂C (r, 2L, t)

∂z
=

in
F
, (3)

 

D
∂C (r, 0, t)

∂z
= 0, (4)

 

D
∂C (R, z, t)

∂r
=

in
F
, (5)

其中 in 为表面电流; F 为法拉第常数, (2)式表示

电极中初始浓度为 0. 由于本文中扩散方程和边界

条件均为线性的, 满足叠加定理, 认为锂离子浓度

C 由轴向扩散 C1 (仅考虑锂从上表面扩散)和径向

扩散 C2 (仅考虑锂离子从侧面扩散)两部分组成.

值得注意的是, 实际工况中物质扩散是多个物理场

耦合作用, 叠加定理不适用. 引入无量纲变量: 

ζ =
z

R
, ρ =

r

R
, τ =

Dt

R2
, C1 =

C1FD

inR
,

C2 =
C2FD

inR
, C =

CFD

inR
. (6)

C1 C∗
1 =

C1 −
R

4L
ζ2 − R

2L
τ

当锂离子仅从电极上表面扩散时, 无量纲浓度

 仅沿空间坐标 z 变化. 为了求解上述方程, 令 

 , 则方程 (1)可写为
 

∂2C∗
1

∂ζ2
=

∂C∗
1

∂τ
. (7)

初始和边界条件改写为 

C∗
1 (ζ, 0) = − R

4L
ζ2, (8)

 

∂C∗
1 (2L/R, τ)

∂ζ
= 0, (9)

 

∂C∗
1 (0, τ)

∂ζ
= 0. (10)

偏微分方程的非齐次边界条件转化为齐次边

C∗
1 = KmT (τ) cos

(
mRπζ
2L

)
C∗

1 T (τ) =

exp
(
−R2m2π2

4L2
τ
)

界条件, 利用分离变量法, 满足边界条件无量纲浓

度可写为  (m =  0,  1,

2, 3, ···). 将  的表达式代入到 (7)式, 可得 

 . 其中 m ≠ 0时,
 

Km=−
∫ 2L/R

0

R2

4L2
ζ2 cos

(
mRπζ
2L

)
dζ=−4L(−1)

m

Rm2π2
;

K0 = −L/(3R)当 m = 0时,   . 则将 Km 和 K0 代入

上述表达式, 最终可得 C1 的表达式为 

C1 =
inR

FD

[
Rζ2

4L
− L

3R
+

R

2L
τ − 4L

Rπ2

×
∞∑

m=1

(−1)
m cos (mRπζ/2L) e−

R2m2π2
4L2 τ

m2

]
. (11)

C∗
2 = C2 − ρ2/2− 2τ类似地,  令变量   ,  则方

程 (1)及初始、边界条件可写为 

∂2C∗
2

∂ρ2
+

1

ρ

∂C∗
2

∂ρ
=

∂C∗
2

∂τ
, (12)

 

C∗
2 (ρ, 0) = ρ2/2, (13)

 

∂C∗
2 (1, τ)

∂ρ
= 0. (14)

C∗
2 = FnT (τ) J0 (unr)

J1 (un) = 0 T (τ) = e−u2
nτ

偏微分方程的非齐次边界条件转化为齐次边

界条件, 为了满足边界条件,   ,

un 为 方 程   的 根 ,  则   ,

J0(·)和 J1(·)分别为零阶和一阶第一类贝塞尔函

数. 其中当 n ≠ 0时, 

Fn = −
∫ 1

0

ρ3J0 (unρ) dρ
/[

2

∫ 1

0

ρ(J0 (unρ))
2dρ
]
;

F0 = −1/4

C∗
2

n = 0时 ,    . 将 Fn 和F0 的表达式代入

 的表达式, 最终写出
 

C2 =
inR

FD

[
ρ2

2
− 1

4
+ 2τ −

∞∑
m=1

2J0 (unρ) e−u2
nτ

u2
nJ0 (un)

]
.

(15)

结合方程 (11)和方程 (15), 最终可以得到恒

流充电下有限柱形电极中浓度分布函数为 

C =
inR

FD

[
Rζ2

4L
+

ρ2

2
−
(

L

3R
+

1

4

)
+

(
R

2L
+ 2

)
τ

]

− inR

FD

[
4L

Rπ2

∞∑
m=1

(−1)
m cos (mRπζ/2L) e−

R2m2π2
4L2 τ

m2

+

∞∑
m=1

2J0 (unρ) e−u2
nτ

u2
nJ0 (un)

]
. (16)
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2.2    力学模型

ΩC

类比于热应力, 当电极中初始锂的浓度为 0时

浓度改变引起弹性体内产生微小的应变  , 其

中 Ω是偏摩尔体积, 量纲为mol/m3. 本文仅考虑线

弹性范围内变形, 扩散引起弹性体产生的附加形变

满足胡克定律, 故有限柱状电极中本构方程可写为 

σr = λe+ 2µεr −
3λ+ 2µ

3
ΩC, (17)

 

σθ = λe+ 2µεθ −
3λ+ 2µ

3
ΩC, (18)

 

σz = λe+ 2µεz −
3λ+ 2µ

3
ΩC, (19)

 

τrz = µγrz, (20)

其中 λ和 μ 为拉梅常数; e 为体应变; σr, σθ, σz 和

τrz 为电极材料中的应力分量. 电极材料应变分量

εr, εθ, εz, grz 与位移分量 ur, uz 的关系为 

εr =
∂ur

∂r
, εθ =

ur

r
, εz =

∂uz

∂z
, γrz =

∂ur

∂z
+

∂uz

∂r
.

(21)

柱坐标系下轴对称问题的平衡方程为 

∂σr

∂r
+

σr − σθ

r
+

∂τrz
∂z

= 0, (22)
 

∂τrz
∂r

+
τrz
r

+
∂σz

∂z
= 0. (23)

假设电极不受约束, 表面自由则边界条件为 

σr(R, z, t) = 0, (24a)
 

τrz(R, z, t) = 0, (24b)
 

σz(r, 2L, t) = 0, (25a)
 

τrz(r, 2L, t) = 0, (25b)

将上述变量进行无量化, 考虑无量纲形式 

(σ̄r, σ̄θ, σ̄z, λ̄, µ̄) =
1

E
(σr, σθ, σz, λ, µ), (26)

其中 E 为电极材料的弹性模量. 引入 Boussinesq-

Papkovich函数求解上述方程, 无量纲形式 Bous-

sinesq-Papkovich函数 [26] 表示为 

(Φ̄, Ψ̄) =
1

2µ

(
Φ

R2
,
Ψ

R

)
. (27)

ū ū=u/R=(urr+uzk)/R无量纲位移矢量   (  )

与无量纲形式 Boussinesq-Papkovich函数关系为 

ū = ∇(Φ+ ζΨz)− 4(1− v)kΨz. (28)

这里 r 和 k 为径向和轴向单位矢量, v 为泊松比.

无量纲形式 Boussinesq-Papkovich函数满足下列

方程: 

∇2
Φ =

ΩC(1 + v)

3 (1− v)
, (29a)

 

∇2
Ψz = 0. (29b)

∇2
=

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂ζ2

Φ (ρ, ζ, τ) Φ1 Φ2

拉 普 拉 斯 算 子  .  函 数

 由通解  和特解  组成, 其中通解满足

以下方程: 

∇2
Φ1 = 0. (30)

Φ1 =

R1 (ρ)Z1 (ζ)T (τ)

考虑 Φ1 是三个自变量的函数 , 运用分离变

量法,  将其构造为三个变量函数的积 ,  即  

 . 将其代入方程 (30), 可以得到 

1

R1

(
d2R1

dρ2
+

dR1

ρdρ

)
= − 1

Z1

d2Z1

dζ2
= λ. (31)

ur |r=0 =

finite Φ1

这里 λ为不依赖于自变量 ρ和 ζ的常数. 根据 λ

不同取值 (正实数、负实数和零), Z1(ζ)R1(ρ)的解

可分为三种, 且径向位移关于 z = 0对称,  

 , 这样通解  可写为 

Φ1 =

∞∑
m=1

g1m (τ) J0 (Cmρ) cosh (Cmζ)

+

∞∑
m=1

g2m (τ) I0 (Dmρ) cos (Dmζ) , (32)

Φ2

其中 g1m(τ), g2m(τ)是依赖于边界条件的函数; Cm

是 J1(Cm)=0的正实数根; Dm = mπ/δ (m = 1, 2,
3, ···); I0(·)为零阶第一类修正贝塞尔函数. 将浓度

函数代入方程, 可以得到特解  : 

Φ2 =
−4L2β

(
C∗

1 + L/3R
)

R2(mπ)2
+

−β
(
C∗

2 + 1/4
)

u2
n

+
βRζ2τ

4L
− βLζ2

6R
+ β

R(ζ)
4

48L

− βρ2

16
+

βρ4

32
+

βρ2τ

2
, (33)

β =
Ω (1 + v)

3(1− v)

inR

FD
式中  . 类似地, 由于柱形电极的

轴向位移 uz 是 z 的奇函数, 则可以写出方程 (29b)

的解为 

Ψ̄z =

∞∑
m=1

f1m (τ) J0 (Cmρ) sinh (Cmζ)

+

∞∑
m=1

f2m (τ) I0 (Dmρ) sin (Dmζ) + f3 (τ) ζ. (34)
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这里 f1m(τ), f2m(τ), f3(τ)仅为变量 τ的函数 , 可以通过边界条件进行确定 . 综合方程 (17)和方程 (32)

可以得到恒流充电下柱状电极材料中应变分量:
 

σr = λ

[
βC − 2(1− 2v)

( ∞∑
m=1

f1mCmJ0 (Cmρ) cosh (Cmζ) +

∞∑
m=1

f2mDmI0 (Dmρ) cos (Dmζ) + f3

)]

+ 2µ

{
β

[ ∞∑
m=1

2 (J1 (umρ)/ρ− umJ0 (umρ)) e−u2
mτ

u3
mJ0 (umR)

]
− β

8
+

3βρ2

8
+ βτ

+

∞∑
m=1

g1mCm

(
J1 (Cmρ)

ρ
− CmJ0 (Cmρ)

)
cosh (Cmζ)

+

∞∑
m=1

g2mDm

(
− I1 (Dmρ)

ρ
+DmI0 (Dmρ)

)
cos (Dmζ)

+

∞∑
m=1

f1mCm

(
J1 (Cmρ)

ρ
− CmJ0 (Cmρ)

)
ζ sinh (Cmζ)

+

∞∑
m=1

f2mDm

(
− I1 (Dmρ)

ρ
+DmI0 (Dmρ)

)
ζ sin (Dmζ)

}
− 3λ+ 2µ

3
ΩC, (35)

 

σθ = λ

[
βC − 2(1− 2v)

( ∞∑
m=1

f1mCmJ0 (Cmρ) cosh (Cmζ) +

∞∑
m=1

f2mDmI0 (Dmρ) cos (Dmζ) + f3

)]

+
2µ

ρ

[
β

un

(
−

∞∑
m=1

2J1 (unρ) e−u2
nτ

ρu2
nJ0 (unR)

)
− βρ

8
+

3βρ3

8
+ βρτ −

∞∑
m=1

g1mCmJ1 (Cmρ) cosh (Cmζ)

+

∞∑
m=1

g2mDmI1 (Dmρ) cos (Dmζ)−
∞∑

m=1

f1mCmJ1 (Cmρ) ζ sinh (Cmζ)+

∞∑
m=1

f2mDmI1 (Dmρ) ζ sin (Dmζ)

]

− 3λ̄+ 2µ̄

3
ΩC, (36)

 

σz = λ

[
βC1 − 2(1− 2v)

( ∞∑
m=1

f1mCmJ0 (Cmρ) cosh (Cmζ) +

∞∑
m=1

f2mDmI0 (Dmρ) cos (Dmζ) + f3

)]

+ 2µ̄

{ ∞∑
m=1

g1mC2
mJ0 (Cmρ) cosh (Cmζ)−

∞∑
m=1

g2mD2
mI0 (Dmρ) cos (Dmζ)

+ β

Rζ2

4L
− L

3R
+

R

2L
τ − 4L

Rπ2

∞∑
m=1

(−1)
m cos (mRπζ/2L) e−

R2m2π2
4L2 τ

m2



+

∞∑
m=1

f1mC2
mJ0 (Cmρ) ζ sinh (Cmζ)−

∞∑
m=1

f2mD2
mI0 (Dmρ) ζ sin (Dmζ)

}
− 3λ+ 2µ̄

3
ΩC1

− 4µ̄(1− 2v)

[ ∞∑
m=1

f1mCmJ0 (Cmρ) cosh (Cmζ) +

∞∑
m=1

f2mDmI0 (Dmρ) cos (Dmζ) + f3

]
, (37)
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τ̄rz = − 2µ̄

[ ∞∑
m=1

g1mC2
mJ1 (Cmρ) sinh (Cmζ) +

∞∑
m=1

g2mD2
mI1 (Dmρ) sin (Dmζ)

+

∞∑
m=1

f1mC2
mJ1 (Cmρ)ζcosh (Cmζ)−

∞∑
m=1

f2mD2
mI1 (Dmρ)ζ cos (Dmζ)

− (1− 2v)

∞∑
m=1

f1mCmJ1 (Cmρ) sinh (Cmζ)+(1− 2v)

∞∑
m=1

f2mDmI1 (Dmρ) sin (Dmζ)

]
. (38)

 

3   结果与讨论

以长径比 L/R 为 1柱体电极为例, 计算和分

析了有限柱形电极中浓度和应力空间分布. 利用边

界条件上的点确定应力函数中未知参数, 其中点的

个数、点的分布对计算结果影响较大. 计算采用二

分之一个模型, 当 L/R = 1时长度方向取点个数

为径向方向取点的两倍. 为验证理论解的收敛性,

分别对应力函数中 m = 30和 m = 50进行计算,

结果表明, m = 30和 m = 50时数值结果一致. 本

文以 LiMn2O4 为例, 泊松比 ν = 0.3[27], 偏摩尔体

积 Ω = 3.497×10–6 m3/mol[28], 弹性模量 E = 1.9×

1011 Pa[27], inR/(FD) = 21850 mol/m3. 为较为直

观衡量电极的充电状态, 引入荷电状态 SOC (state

of charge), 其定义为
 

CSOC =

∫ 2L/R

0

∫ 1

0

c (r, z, t)drdz∫ 2L/R

0

∫ 1

0

cmaxdrdz
. (39)

为了验证理论解, 将理论解与有限元软件计算

的数值结果对比, 有限元仿真通过多耦合场分析软

件 Comsol开展. 已有研究表明, 柱体电极与集流

体相连处应力和电流最大, 过大的应力会引起电极

材料破损和活性锂的持续消耗, 最终导致靠近集流

体处电极半径变小 [29]. 不同初始条件、边界条件下

柱形中浓度和电极分布不同, 图 2给出了恒流条件
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图 2    不同充电状态下 z = 0时锂离子浓度 (a)和应力分量 (b)—(d)沿径向分布曲线 (实线为理论解; 圆圈图形为数值解)

Fig. 2. Radial distribution of Li-concentration (a) and stress components (b)–(d) under different SOCs and z = 0 (solid lines, theor-

etical results; circle symbols, FEM results).
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下表面自由 (理想状态)有限柱形电极与集流体交

界面上浓度 (图 2(a))与应力 (图 2(b)—(d))分布

曲线, 实线为理论解, 圆圈图形为有限元解. 有限

元计算的本质思想是对偏微分方程组初边值问题

进行离散计算, 最终取得该问题的近似解. 恒流条

件下有限柱体中粒子扩散问题解析解为封闭形式

的函数, 而应力函数中未知参数由边界条件上取点

的位置和个数决定, 是一个半解析解. 这解释了,

不同荷电状态下, 浓度的理论解和数值解一致, 而

两个解中各应力分量趋势一致, 数值有一定误差.

图 2(b)—(d)分别为径向应力、环向应力、轴

向应力沿径向分布曲线, 不同颜色表示所在荷电状

态不同. 径向应力随着坐标 r 的增大应力下降, 表

面处降至为 0, 符合自由边界条件. 从图 2(b)可以

看出, 中心处径向应力相对误差最大, 随着径向坐

标增大误差降低, 在 SOC为 17.9%时在圆心处径

向应力的相对误差达到最大值约 4%. 如图 2(c)所

示, 中心处的环向应力为拉应力, 随着与原点距离

增大逐渐转为压应力, 环向应力在中心处相对误差

最大, 其最大相对误差约为 4%, 并且中心处的环

向应力和径向应力数值接近. 对比图 2(c)和图 2(d),

可以看出沿径向方向上轴向应力与环向应力具有

分布趋势类似, 轴向应力的相对误差在两端处取值

较大, 在 SOC为 8.2%时达到最大相对误差约 7.8%.

由于本文仅考虑弹性范围内的变形, 忽略电极

材料在循环工作中产生的塑性变形, von Mises应

力作为等效应力, 是描述材料破坏及塑性变形的指

标. 根据应力分布函数, 进而可得到 von Mises应力

空间分布情况, 图 3(a)绘制了不同充电状态下 z = 0

上 von Mises应力分布. 可以看出: von Mises应力

随着径向坐标先降低, 在 r/R = 0.65附近处值达

到最小, 随后逐渐上升在表面处取得最大值; 随着

材料嵌锂量的持续增加, 浓度梯度增大, von Mises

应力数值上升. 这表明恒流充电下, 柱形电极表面

处最先进入塑性区域, 这与恒压条件下结果一致 [24].

图 3(b)为 z = 0和 r = R 上等效应力随充电时间

变化曲线. 可以看出随着充电过程进行 von Mises

应力上升, 在初始锂化阶段, 等效应力变化速率较

快, 随着嵌锂量的增加, 等效应力增长速度减缓.

恒流充电下, 电极中锂离子浓度是仅考虑轴向

和径向单向扩散浓度的叠加, 因此恒流条件下柱形

电极中应力也可认为是由两个单向扩散所引起应

力的叠加. 扩散过程与电极的几何尺寸紧密相关,

为分析柱状电极的长径比对应力的影响, 本文计算

了 SOC为 63.4%时 L/R = 0.5和 1在 z = 0处各

应力分量沿径向分布. 在图 4(a)和图 4(b)中, 黑

线代表径向应力、红线环向应力、蓝线轴向应力,

实线为考虑轴向和径向方向扩散时应力沿径向分

布, 圆圈形状图案为仅考虑径向扩散即 C1 = 0, 方

形形状图案为仅考虑轴向扩散即 C2 = 0. 在长径

比为 0.5柱形电极中, 三种工况下柱状电极中心处

径向应力、环向应力及轴向应力均为正值, 表面处

环向应力和轴向应力为负值. 不同的是在长径比

为 1柱形电极中, 仅考虑轴向单向扩散时靠近中心

处的径向应力和环向应力为压应力, 这表明此时柱

形电极的下表面受压. 观察图 4(a)和图 4(b)可以

看出, 恒流条件下 SOC相同时, 小长径比柱形电

极中应力大于大长径比电极中应力. 当半径一定

时, 随着长径比的增大, 扩散对应力场的影响变小,

应力场主要受径向浓度变化影响. 在长径比 L/R = 1

电极中, 应力场主要受径向浓度变化影响, 这是由

于随着柱形电极长径比增大, 锂离子从上表面扩散

到下表面所需时间更长.
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图 3    (a)不同充电状态下 z = 0处 von Mises应力分布 ;

(b) z = 0, r = R 处 von Mises应力随无量纲时间的变化

Fig. 3. (a)  Radial  distribution  of  normalized  von  Mises

stress under different SOC and z = 0; (b) variation of nor-

malized von Mises stress at z = 0, r = R with dimension-

less time.
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值得注意的是, 本文仅考虑电极材料在线弹性

范围内的变形, 这对于完全锂化后变形较小的材料

如石墨 (10%)[30]、LiMn2O4(6.5%)[31] 较为适用, 对

于锂化变形较大且发生塑性变形的电极材料如硅

(300%)[32]、锗 (260%)[33] 等, 忽略塑性变形将带来

较大的误差. 基于小变形、线弹性理论的理论模型

预测裂纹首先在电极中心处生成, 这与实验 [34] 观

测到裂纹首先出现在硅纳米线电极表面不符, 而研

究证明塑性变形会导致电极外表面环向受拉, 从而

导致表面裂纹的出现 [35].

在循环充放电过程中, 电极材料中存储的应变

能克服材料阻力所需要形成新表面所需要的功, 则

裂纹扩展. 这里定义无量纲应变能为 

Πbulk =
Ebulk

2πER3
=

∫ L/R

0

∫ 1

0

[1
2

(
σ2
r + σ2

θ + σ2
z

)
− ν (σrσθ + σrσz + σzσθ) + (1 + ν) τ2rz

]
ρdρdζ.

(40)

柱形电极中常见的有两种断裂形式: 轴向断裂

和环向断裂 [34]. 轴向断裂会导致柱形电极生成两

个小于原电极尺寸的碎片, 其可认为是轴向应力作

用的结果. 环向断裂中裂纹会沿长度方向扩展, 其

可视为环向应力作用的结果. 以 2πER3 对轴向断

裂能和环向断裂能进行无量纲化, 则无量纲化轴

向、环向断裂能为 [36]
 

Πf,axial =
2πγsurfaceR

2

2πER3
, (41a)

 

Πf,tangential =
2γsurfaceRL

2πER3
, (41b)

其中gsurface 为形成单位表面所需的表面能. 在以下

计算中 gsurface = 5 J·m–2, R = 1×10–6 m. 图 5为

考虑不同长径比柱形电极中应变能与断裂能的比

值随时间的变化, 黑色、红色和蓝色分别表示长径

比 L/R = 1, 0.5和 0.25时柱状电极中无量纲断裂

能演化的结果, 实线为应变能与轴向断裂能的比

值, 虚线为应变能与环向断裂能的比值. 从图 5可

以看出, 随着柱体电极长径比增大, 应变能与轴向

断裂能的比值增大. 在不同长径比电极中, 长径比

为 0.5柱状电极的应变能与环向断裂能比值最大,

应变能与环向断裂能的比值与电极的几何形状有

关. 在三种不同长径比柱形电极中, 应变能与环向

断裂能比值大于应变能与轴向断裂能的比值. 这说

明在这三种长径比电极中发生环向断裂可能性更

大. 根据轴向、环向断裂能表达式 (41a)和 (41b),

存在一个临界长径比 (L/R)cr = π, 当长径比低于这

个临界值时, 电极中更容易出现环向断裂, 高于临

界值时, 更容易发生轴向断裂. 柱体电极直接生长

在集流体上, 电子运动具有定向性, 轴向断裂会导

致部分电极材料与集流体脱离, 导电率下降, 因此

相对于环向断裂, 轴向断裂在柱状电极中更为危险.
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图 5　不同长径比柱形电极中无量纲断裂能随时间的变化

Fig. 5. Variation  of  strain  energy  normalized  with  fracture

energy for the cylindrical electrodes with different aspect ra-

tios of L/R. 
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图 4    长径比为 0.5 (a), 1 (b)柱形电极中 z = 0无量纲应力

分量径向分布曲线 (实线, C1 ≠ 0, C2 ≠ 0; 圆形符号, C1 = 0;

方形符号, C2 = 0)

Fig. 4. Radial  distribution  of  normalized  stress  component

for aspect ratios of L/R = 0.5 (a), 1 (b) (solid lines, C1 ≠ 0,

C2 ≠ 0; circle symbols, C1 = 0; square symbols, C2 = 0).
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4   结　论

本文针对恒流条件下有限柱形电极建立了扩

散模型和力学模型, 给出了位移和应力分量的解析

解. 运用叠加定理和分离变量法, 得到有限柱形电

极在恒流充电下浓度分布函数. 将浓度函数代入力

学模型, 利用 Boussinesq-Papkovich函数得到了

应力函数的半解析解. 计算了长径比 L/R = 1柱

形电极中的浓度和应力分布, 将理论解与有限元软

件计算的数值解进行对比验证, 结果表明两个解中

浓度结果一致, 应力分量的结果分布趋势相同且数

值相差较小. 分析计算了不同充电状态下 z = 0截

面上等效应力径向分布曲线, 结果表明, 随着锂的

持续嵌入 von Mises应力增大, 且在表面处取值最

大, 这表明恒流充电下, 塑性变形首先出现在电极

表面区域. 计算分析了长径比 L/R = 1和 0.5时柱

状电极在 z = 0处的应力分布, 结果表明, SOC相

同时小长径柱状电极中应力较大, 随着长径比的

增大, 轴向扩散对应力场的影响减弱. 计算分析了

不同长径比下应变能与断裂能比值随无量纲锂

化时间变化曲线, 结果表明存在一个临界长径比

(L/R)cr = π, 当长径比低于这个临界长径比时, 电

极容易出现环向断裂, 高于临界值时, 更容易发生

轴向断裂.
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Abstract

A cylindrical electrode is approximated as a long cylinder in most of existing models in which a generalized

plane strain condition/plane strain is used. Based on the theory of elasticity, analytical expressions are derived

for concentration distribution and stress component in a finite-length cylindrical electrode under galvanostatic

operation.  Using  the  superposition  theorem,  the  Li-concentration  is  a  sum  of  the  concentration  due  to  axial

diffusion and the concentration due to lateral diffusion, and the separation of variable method is used to solve

diffusion equations. By using the Boussinesq-Papkovich function, the generalized stress component distribution

of  a  linearly  combined  product  of  the  exponential-type  Fourier-Bessel  series  is  derived.  The  spatiotemporal

distribution  of  concentration  and  diffusion-induced  stresses  are  calculated  in  a  cylindrical  electrode  with

traction-free condition. The results are compared with the simulation results from a finite element software. For

the concentration distribution, the numerical  result and simulation result are almost the same. For the stress

component,  no  significant  difference  exists  between  the  two  results,  the  largest  relative  difference  for  radial

stress in the center is  found to be about 4% and state of  charge (SOC) = 17.9%. The radial  stress decreases

with radial position increasing, and decreases to zero at the surface, which is consistent with the results under

the  boundary  condition.  The  hoop  stress  is  tensile  stress  around  the  center  of  electrode,  and  becomes  a

compressive  stress  near  the  surface.  Owing  to  the  fact  that  the  tensile  hoop stress  is  attributed  to  the  crack

initiation,  this  implies  that  when  plastic  deformation  is  negligible,  cracks  first  form in  the  center.  The  stress

components  with  different  length-to-radius  ratios  are  calculated.  It  is  found  that  the  stress  caused  by  lateral

diffusion  increases  with  length-to-radius  ratio  increasing,  while  the  stress  induced by axial  diffusion  decreases

with  length-to-radius  ratio  increasing.  This  is  because  the  lateral  diffusion  has  a  greater  influence  on  Li-

concentration distribution in a cylinder electrode with length-to-radius ratio increasing.

Keywords: lithium-ion  batteries,  finite-length  cylindrical  electrode,  diffusion-induced  stress,  Boussinesq-
Papkovich function
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