
 

基于悬挂变量的显式无条件稳定时域
有限差分亚网格算法*
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时域有限差分 (finite-difference time-domain, FDTD)方法由于稳定性条件的限制, 在处理含精细结构的

电磁问题时效率不高. 显式无条件稳定 (explicit unconditionally stable, EUS) FDTD方法通过滤除系统矩阵

的不稳定模式, 能够消除稳定性条件的限制, 提高精细结构的仿真效率. 然而, EUS-FDTD方法需要求解数值

系统矩阵的特征值 , 在采用亚网格方案对含精细结构目标离散时需要保证数值系统矩阵的对称性 . 现有的

EUS-FDTD亚网格方法存在着构造复杂、精度不足等问题. 针对以上问题, 本文将悬挂变量亚网格 (hanging

variables subgridding, HVS)算法应用于 EUS-FDTD算法中, 从系统矩阵的对称性出发证明了悬挂变量亚网

格算法的稳定性, 给出了高精度、稳定、容易实施的 HVS-EUS-FDTD方案. 通过线磁流在自由空间的辐射、

多个介质目标以及三维含介质腔体的数值算例证明了所提方法的稳定性、高精度以及高效性. 数值实验表

明, HVS-EUS-FDTD算法的计算效率相比于均匀细网格 FDTD算法可提升数百倍, 相比于 HVS-FDTD算法

最高可提升 Ratio (粗细网格尺寸比)倍.
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1   引　言

时域有限差分 (finite-difference time-domain,

FDTD)方法具有简单、高效、能够处理复杂介质

的特点 , 在计算电磁学中广为流行 [1–3]. 然而 ,

FDTD方法采用显式迭代方案, 其迭代时间步长

无法突破稳定性条件 Courant–Friedrichs–Lewy

(CFL)的限制. 在用 FDTD方法处理含电小尺寸

结构的电磁问题时, 需要使用非常小的网格对其进

行网格剖分, 小网格尺寸将会造成小的时间迭代步

长, 进而导致迭代步数巨大, 仿真效率低下. 为了

消除或减弱稳定性条件的限制 , 交替方向隐式

(alternating  direction  implicit,  ADI)[4–6]、局部一

维 (locally one-dimensional, LOD)[7–9]、克兰克-尼

科尔森 (Crank-Nicolson,  CN)[10,11]、弱条件稳定

(weakly conditionally stable, WCS)[12,13] 等改进的

FDTD方法被相继提出 , 在某种程度上提升了

FDTD方法仿真含精细结构目标的计算效率. 然而,

上述方法要么需要求解矩阵方程, 要么数值色散误

差较大, 在实际应用中需要平衡计算效率和精度.

近年来, 显式无条件稳定 (explicit unconditionally

stable, EUS) FDTD方法被提出 [14–17], 该方法通

过滤除系统矩阵中大特征值对应的特征模式实现

无条件稳定, 保留了传统 FDTD方法显式迭代的

优点, 并且具有较高的计算精度.

EUS-FDTD方法和传统 FDTD方法类似, 采

用结构网格 (Yee元胞)离散计算区域. 当计算区
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域中含有电小尺寸目标时, 为了精确模拟该目标的

几何结构, 需要使用非常小的网格对其进行离散.

一种较为简单粗暴的方式是对整个计算区域采用

均匀细网格离散, 这会造成计算区域的网格规模急

剧增多, 计算效率较低. 亚网格技术是一种离散含

电小尺寸目标的较好方式, 然而, 应用亚网格技术

时需要谨慎处理粗-细网格交界处的场, 否则会造

成计算的不稳定性. 2017年, Yan和 Jiao[15] 通过

构造对称半正定 (symmetric positive semidefinite,

SPD)算子, 实现了 FDTD亚网格数值系统的对称

性, 保证了计算的稳定性, 但是该方法构造对称半

正定算子的过程较为复杂, 并且在三维情形仅考虑

了细网格区域的场耦合到粗网格区域中, 并未考虑

粗网格区域的场耦合到细网格区域中, 这会影响计

算精度. 2018年, Yan和 Jiao[16] 通过三角形内插

方法构造非对称的 FDTD亚网格数值系统, 并采

用后向差分离散保证计算的稳定性, 此外, 还利用

Neumann级数实现后向差分 FDTD方法的显式

迭代. 然而, 相比于中心差分离散, 后向差分精度

不足, 并且 Neumann级数展开会消耗大量的计算

资源. 2020年, Zeng和 Jiao[18] 提出了一种系统的

方法在空间和时间上构造 FDTD亚网格 SPD算

子, 保证了计算的稳定性. 与 Yan提出的 SPD算

子类似, 该方法构造 SPD算子较为复杂, 并且需

要在粗细网格区域设置不同的时间步长保证计算

的稳定性. 2017年, Bekmambetova等 [19] 将耗散

系统理论应用于 FDTD方法中, 并根据该理论给

出了一种稳定的、易于实施的 FDTD亚网格方案,

称为悬挂变量法 (hanging variables, HV). 该方法

通过在粗细网格边界处引入悬挂变量, 使得粗网格

区域和细网格区域变为两个单独的子系统, 这两个

子系统之间通过悬挂变量耦合在一起.

本文将悬挂变量亚网格 (hanging  variables

subgridding, HVS)算法引入到 EUS-FDTD算法

中, 并从系统矩阵的对称性方面证明悬挂变量亚网

格算法的稳定性, 通过滤除系统矩阵中大特征对应

的不稳定模式, 使得整个计算区域采用均匀的大时

间步迭代, 提高含电小结构目标电磁仿真的计算效

率. 本文结构如下: 第 2节介绍了 EUS-FDTD算

法的基本原理和实现步骤; 第 3节给出了悬挂变量

亚网格算法的实施过程, 并通过系统矩阵的对称性

证明了该方法的稳定性; 第 4节给出了悬挂变量亚

网格算法的显式无条件稳定迭代的过程; 第 5节通

过线磁流在自由空间的辐射、多个介质目标以及三

维含介质腔体的电磁散射特性证明了所提方法的

有效性; 第 6节为本文的结论. 

2   EUS-FDTD方法

对于无耗情形 , 电场的二阶偏微分方程可

写为 [1]
 

∂2 {e}
∂t2

+ S {e} = D1/ε {f} , (1)

{e}
{f}
其中   表示计算区域中所有电场构成的向量 ,

 为激励源项, 

S = D1/εShD1/µSe (2)

1/µ · (∇×) · 1/ε · (∇×)

Se

Sh

D1/ε 1/ε D1/µ

1/µ

为空间离散算子   形成的系

统矩阵, 该矩阵只和空间网格离散尺寸以及网格的

介质参数相关. 其中,   表示电场旋度离散后所构

成的稀疏矩阵,   表示磁场旋度离散后所构成的

稀疏矩阵.   表示元素为  的对角矩阵,  

表示元素为  的对角矩阵.

对 (1)式采用中心差分离散 , 可得到 FDTD

的时域步进形式为  {
⌢
e
}n+1

=2{e}n − {e}n−1 −∆t2S{e}n

+∆t2D1/ε{f}
n
. (3)

S一般而言, 系统矩阵  中存在着稳定模式以及不稳

定模式. 稳定模式对应的特征值满足 

∆t2λ ⩽ 4, (4)

∆t λ S

λ

其中  为时间步长,   为系统矩阵  的特征值. 当

所取的时间步长满足 (4)式时, 数值系统中仅存在

稳定模式, 迭代过程是稳定的. 在网格的介质参数

不变的情况下, 网格尺寸越小, 特征值   越大, 为

了保证迭代过程的稳定性, 需要取较小的时间步长

确保系统矩阵中仅含有稳定模式, 即时间步长受限

于空间网格尺寸. 需要注意的是, (4)式和 CFL条

件是等价的. 在分析含电小尺寸目标的电磁问题

时, 这种限制会极大影响计算效率.

从本质上讲, 传统 FDTD方法中的 CFL条件

保证了数值系统中的所有模式均是稳定的. 通常,

传统 FDTD方法在对目标进行网格离散时, 仅需

1/10波长的网格离散尺度即可满足精度要求. 然

而, 当计算区域中含有精细结构时, 需要选取较小

的网格离散尺寸以便精确模拟精细结构的几何
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形状. 由于 CFL条件的限制, 需要选取较小的时

间步长保证 FDTD算法时间迭代的稳定性. 此时,

小时间步长所对应的最高求解频率远大于所关心

的最高求解频率, 造成了计算资源的浪费.

EUS-FDTD方法在选取时间步长上与传统

FDTD方法有所区别. EUS-FDTD方法由最高求

解频率并利用采样定理确定时间步长, 通过求解系

统矩阵的特征值和特征模式并将大特征值 (不满

足 (4)式)对应的特征模式滤除, 使得整个数值系

统中仅含有稳定模式, 保证了大时间步的稳定迭

代. 具体步骤如下:

S1)网格离散, 构造系统矩阵  ;

2)求解系统矩阵的部分特征值和特征向量;

Vh

3)根据求解的最高频率确定时间步长, 找出

不满足式 (4)的特征值以及对应的特征模式  ;

S

Sl

4)滤除系统矩阵   中的不稳定模式, 得到仅

含稳定模式的系统矩阵  , 其中 

Sl = S − VhV
T
h S, (5)

V T
h Vh

S Sl

  表示   的转置, 在时域步进过程中, 需要将

(3)式中的  替换为  ;

5)步骤 4)保证了数值系统中仅含有稳定模

式, 在这些稳定模式中还存在着零空间模式, 这些

零空间模式会影响计算结果的正确性, 因此还需要

滤除零空间模式 [17]: 

{e}n+1
=

{
⌢
e
}n+1

− VhV
T
h

{
⌢
e
}n+1

. (6)

通过以上步骤, 即可实现大时间步下 FDTD

算法的稳定性.

从理论上讲, 在满足采样精度的情形下, EUS-

FDTD方法时间步长的选取无限制. 但是, 由于该

方法需要求解系统矩阵的部分特征值和特征向量,

当时间步长选取得很大, 那就意味着系统矩阵中的

不稳定模式很多, 此时求解特征值和特征向量这一

步骤就会消耗大量的计算资源. 一般而言, 该方法

更适用于含精细结构的电磁仿真中. 精细结构采用

细网格离散, 其余大部分区域采用粗网格离散, 时

间步长仅由粗网格尺寸确定, 此时不稳定模式仅存

在细网格及其周围一层粗网格中, 通过部分特征值

求解技术可快速获取系统矩阵的不稳定模式, 此时

该方法的计算效率较高. 

3   悬挂变量亚网格技术
 

3.1    实施过程

∆c

∆f ∆c ∆f ∆c = Ratio ·∆f Ratio

Ratio = 2

E1 H1

ei (i = 1− 7)

hi (i = 1, 2)

H̃1

h̃i (i = 1, 2)

当计算区域中含有电小尺寸目标时, 采用亚网

格技术对离散计算区域能够极大降低网格量, 进而

提高计算效率. 此时, 在粗-细网格边界处, 由于两

种网格的采样点不一致, 计算可能用到不在采样点

的场值, 因此需要采用合理的插值方案将这些点的

场值用已知采样点的场值表示. 本文以二维 TE情

形粗-细网格边界为例, 讨论插值方法的思想. 对

于 TE波, 电场位于面片四条棱边的中心, 磁场位

于面片的中心. 粗网格尺寸为   , 细网格尺寸为

 ,    与   的关系为   , 其中  

为粗细网格尺寸比, 图 1为  情形. 交界处

附近粗网格的电场和磁场分别用  和  表示, 交

界处附近细网格的电场和磁场分别用 

和   表示. 在边界处, 采用悬挂变量连

接界面处粗网格和细网格中的场. 在粗网格边界

处, 引入关于磁场的悬挂变量  . 类似地, 在细网

格边界处, 引入关于磁场的悬挂变量  
[19].

在推导交界面处场的最终迭代式的过程中, 这些悬

挂变量将被消去.

对于边界处的粗网格电场, 有 

ε
∂E1

∂t
=

H1 − H̃1

∆c/2
. (7)

 

1 1~

1 2

1




左侧界面

粗网格 细网格

细网格磁场

粗网格电场

粗网格电场

细网格电场

细网格电场

2

1~1

~2

粗网格内悬挂变量

细网格内悬挂变量

4

3

6

7

5

粗网格磁场f


c

图 1    悬挂变量亚网格技术

Fig. 1. The subgridding technique of hanging variables.
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类似地, 对于边界处的细网格电场, 有 

ε
∂ei
∂t

=
h̃i − hi

∆f/2
(i = 1, 2, · · · ,Ratio) . (8)

对粗细网格边界处的场采用如下的插值方式 [19,20]: 

e1 = e2 = · · · = eRatio = E1, (9)
 

H̃1 =
1

Ratio

(
h̃1 + h̃2 + · · ·+ h̃Ratio

)
. (10)

由 (7)式和 (10)式可得 

ε
∂E1

∂t
=

H1 − H̃1

∆c/2

=
H1 −

1

Ratio

(
h̃1 + h̃2 + · · ·+ h̃Ratio

)
∆c/2

. (11)

对 (8)式中的所有项求和, 并将 (9)式代入可得 

Ratio · ε∂E1

∂t

=

(
h̃1 + h̃2 + · · ·+ h̃Ratio

)
− (h1 + h2 + · · ·+ hRatio)

∆f/2
.

(12)

由 (12)式得  (
h̃1 + h̃2 + · · ·+ h̃Ratio

)
Ratio

= ε
∂E1

∂t
· ∆f

2
+

(h1 + h2 + · · ·+ hRatio)

Ratio
. (13)

将 (13)式代入到 (11)式中, 可得 

ε
∂E1

∂t
=

H1 − ε
∂E1

∂t
· ∆f

2
− (h1 + h2 + · · ·+ hRatio)

Ratio
∆c/2

.

(14)

对 (14)式化简可得 

ε
∂E1

∂t
=

H1 −
(h1 + h2 + · · ·+ hRatio)

Ratio
∆c

2

(
1 +

1

Ratio

) . (15)

E1粗网格上的电场   计算完成后, 可通过 (9)式直

接得到细网格边界处的电场.

Ratio = 2当  时, (15)式可简化为 

ε
∂E1

∂t
=

H1 −
(h1 + h2)

2
∆c

2

(
1 +

1

2

) = Sh {ht} , (16)

其中 

{ht} =
[
H1 h1 h2

]T
, (17)

 

Sh =
1

∆c

2
·
(
1 +

1

2

) ·
[

1 −1

2
−1

2

]
. (18)

此外, 边界处细网格的磁场可写为 

− µ
∂h1

∂t
=

e3 − e4 − e1 + e6
∆f

=
e3 − e4 − E1 + e6

∆f
,

− µ
∂h2

∂t
=

e4 − e5 − e2 + e7
∆f

=
e4 − e5 − E1 + e7

∆f
.

(19)

(19)式可写为 

−µ
∂ {ht1}

∂t
= Se {et} , (20)

其中 

{ht1} =
[
h1 h2

]T
, (21)

 

{et} =
[
E1 e3 e4 e5 e6 e7

]T
, (22)

 

Se =


−1

∆f

1

∆f

−1

∆f
0

1

∆f
0

−1

∆f
0

1

∆f

−1

∆f
0

1

∆f

 . (23)

(16)式和 (20)式表示了边界处电场和磁场之间的

耦合. 在其余区域, 采用和均匀网格类似的方式构

造系统矩阵. 

3.2    稳定性证明

根据文献 [15]可知, 若EUS-FDTD方法所构成

的系统矩阵是对称半正定的, 则系统矩阵的特征值

为非负实数, 此时我们可以根据所选择的时间步长,

滤除系统矩阵中大特征值对应的特征模式, 实现无条

件稳定. 需要强调的是, 对于亚网格数值系统, 时间

步长可由粗网格尺寸根据CFL条件确定, 此时EUS-

FDTD算法具有较高的效率. 本节从系统矩阵的对

称性角度出发, 证明悬挂变量亚网格技术的稳定性.

为了简单起见, 对图 1中的电磁场重新编号并

消除冗余编号, 得到如图 2所示的电磁场编号.
 

3 4
1

2

1
1

2

3

5

4
1

2


c


f

图 2    编号重排后的悬挂变量亚网格技术

Fig. 2. The subgridding technique of hanging variables after

numbering rearrangement.
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因此, 粗-细网格界面附近的磁场可写为 

− µ
∂H1

∂t
=

E1 − E2 − E3 + E4

∆c
,

− µ
∂h1

∂t
=

e1 − e2 − E4 + e4
∆f

,

− µ
∂h2

∂t
=

e2 − e3 − E4 + e5
∆f

. (24)

(24)式可写为 

−µ
∂

∂t
{ht} = Se {et} , (25)

其中 

{ht} =
[
H1 h1 h2

]T
,

{et} = [E1 E2 E3 E4 e1 e2 e3 e4 e5]
T
,

 

 

Se =



1

∆c
− 1

∆c
− 1

∆c

1

∆c
0 0 0 0 0

0 0 0 − 1

∆f

1

∆f
− 1

∆f
0

1

∆f
0

0 0 0 − 1

∆f
0

1

∆f
− 1

∆f
0

1

∆f

 . (26)

粗-细网格界面附近的电场为 

ε
∂E1

∂t
=

H1

∆c
, ε

∂E2

∂t
=

−H1

∆c
, ε

∂E3

∂t
=

−H1

∆c
, ε

∂E4

∂t
=

H1 − (h1 + h2) /2

∆c/2 · (1 + 1/2)
,

ε
∂e1
∂t

=
h1

∆f
, ε

∂e2
∂t

=
−h1 + h2

∆f
, ε

∂e3
∂t

=
−h2

∆f
, ε

∂e4
∂t

=
h1

∆f
, ε

∂e5
∂t

=
h2

∆f
. (27)

(27)式可写为 

ε
∂ {et}
∂t

= Sh {ht} , (28)

其中 

Sh =



1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

4

3
· 1

∆c
−2

3
· 1

∆c
−2

3
· 1

∆c

0
1

∆f
0

0 − 1

∆f

1

∆f

0 0 − 1

∆f

0
1

∆f
0

0 0
1

∆f



=



1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

4

3
· 1

∆c
−1

3
· 1

∆f
−1

3
· 1

∆f

0
1

∆f
0

0 − 1

∆f

1

∆f

0 0 − 1

∆f

0
1

∆f
0

0 0
1

∆f



. (29)

由 (26)式和 (29)式可知, 

Sh ̸= ST
e . (30)

因此, 最终所构成的系统矩阵为非对称的. 接下来,

将给出系统矩阵的对称化方法.
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(29)式可写为

 
 

Sh=



1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

4

3
· 1

∆c
−1

3
· 1

∆f
−1

3
· 1

∆f

0
1

∆f
0

0 − 1

∆f

1

∆f

0 0 − 1

∆f

0
1

∆f
0

0 0
1

∆f



=DpS
′
h,

(31)

其中
 

Dp =



1

1

1

4/3

1

1

1

1

1


, (32)

 

S′
h =



1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

1

∆c
−1

4
· 1

∆f
−1

4
· 1

∆f

0
1

∆f
0

0 − 1

∆f

1

∆f

0 0 − 1

∆f

0
1

∆f
0

0 0
1

∆f



. (33)

令
 

êi =
1

2
ei, ĥi =

1

2
hi. (34)

将其代入到 (24)式和 (27)式中, 此时, (26)式重

写为
 

Ŝe =

1

∆c
− 1

∆c
− 1

∆c

1

∆c
0 0 0 0 0

0 0 0 −1

2

1

∆f

1

∆f
− 1

∆f
0

1

∆f
0

0 0 0 −1

2

1

∆f
0

1

∆f
− 1

∆f
0

1

∆f


.

(35)

(33)式重写为
 

Ŝ′
h =



1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

− 1

∆c
0 0

1

∆c
−1

2
· 1

∆f
−1

2
· 1

∆f

0
1

∆f
0

0 − 1

∆f

1

∆f

0 0 − 1

∆f

0
1

∆f
0

0 0
1

∆f



. (36)

由 (35)式和 (36)式可知,
 

Ŝ′
h = ŜT

e . (37)

因此, 新的数值系统可写为
 

Ŝ = D1/εDpŜ
′
hD1/µŜe. (38)

 

4   显式无条件稳定迭代

根据第 3节的推导, 此时, 关于电场的二阶偏

微分方程可写为
 

∂2 {ê}
∂t2

+ Ŝ {ê} = D1/ε {f} , (39)

{ê} êi其中   为计算区域中所有电场   构成的向量 ,

(39)式可进一步写为
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D−1
p Dε

∂2 {ê}
∂t2

+ Ŝ′
hD1/µŜe {ê} = D−1

p {f} . (40)(
Ŝ′

hD1/µŜe

)T
= ŜT

eD
T
1/µŜ

′T
h =

Ŝ′
hD1/µŜe

根据 (37)式可知,   

 , 因此上述亚网格的数值系统是由对称

半正定特征值问题所支配, 如下: 

D−1
p DεV = λSnewV , (41)

Snew = Ŝ′
hD1/µŜe V Snew

D−1
p Dε

Vh

其中   ,    为特征向量. 因为  

为对称半正定矩阵, 对角矩阵  为正定矩阵,

所以 (41)式中的特征值必定为非负实数. 通过求

解系统矩阵方程的特征值和特征向量, 根据 (4)式

获得数值系统中的不稳定模式  并将其滤除, 使

得时间迭代步长与细网格尺寸无关, 保证数值迭代

的显式无条件稳定性. 具体迭代过程如下 [21]:  {
⌢

ê
}n+1

=2{ê}n − {ê}n−1 −∆t2D1/εDpSnew

×
(
I − VhV

T
h D−1

p Dε

)
{ê}n

+∆t2D1/ε{f}
n
. (42)

在每一步迭代完成后还需要滤除零空间模式, 即 

{ê}n+1
=

{
⌢

ê
}n+1

− VhV
T
h D−1

p Dε

{
⌢

ê
}n+1

. (43)

êi ĥi
需要注意的是, 在电场  或磁场  求出之后, 需要

根据 (34)式求出原始系统中的电场和磁场. 

5   数值算例
 

5.1    线磁流在自由空间的辐射

f = 0.3 GHz

二维计算区域的大小为 6 m×6 m, 区域外采

用吸收边界截断. 在计算区域中心处设置了一个频

率为   的线磁流源. 该计算模型采用了

基于悬挂变量的亚网格方法进行离散, 其中粗网格

∆c = 0.05 m

Ratio = 5

∆f = 0.01 m

尺寸为  , 线磁流源周围 0.15 m的方形

区域内采用细网格离散, 粗细网格比为   ,

即细网格尺寸为寸为   , 计算模型示意

如图 3所示. 在本例中, 采用了解析解 (analytical)、

均匀细网格的传统 FDTD方法 (uniform FDTD),

HVS-FDTD及 HVS-EUS-FDTD计算了直线 AB

上采样点的磁场强度, 以上四种方法的计算结果如

图 4所示. 由图 4可知, 三种数值方法与解析解的

结果吻合得很好. 此外, 表 1给出了三种数值方法

的计算时间、时间步长和内存占用情况. uniform

FDTD和 HVS-FDTD需要采用较小的时间步长

进行迭代以保证计算的稳定性 , 而 HVS-EUS-

FDTD可采用较大的时间步长. uniform FDTD方

法需要 2295.5 s完成仿真, 采用悬挂变量亚网格算

法进行离散后, HVS-FDTD仅需要 17.45 s即可完

成仿真. 更进一步, 将悬挂变量亚网格算法引入到

EUS-FDTD算法 ,  HVS-EUS-FDTD方法仅需要

5.35 s即可完成整个求解过程, 其中特征值求解时

间为 0.05 s, 迭代时间 5.30 s. 这是因为相比于

uniform FDTD方法, HVS-FDTD采用亚网格离

散, 极大的降低了网格规模, 提高了计算效率. 而

HVS-EUS-FDTD在 HVS-FDTD方法的基础上 ,

 

… …

…
…



6
 
m

6 m

c

f

图 3    计算模型示意图

Fig. 3. The schematic diagram of calculation model.

 

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0



/
(1

0
−2

 A
Sm

-
1
)

Distance/m

Analytical
Uniform FDTD
HVS-FDTD

HVS-EUS-FDTD

图 4    直线 AB 上采样点的磁场强度

Fig. 4. Magnetic  field  intensity  of  sampling  points  on  line

AB.
 

表 1    三种数值算法的计算时间比较
Table 1.    Comparison  of  calculation  times  of  three

numerical algorithms.

方法
uniform
FDTD

HVS-
FDTD

HVS-EUS-
FDTD

时间/s 2295.5 17.45 0.05+5.3

时间步长/(10–11 s) 1.67 1.67 8.33

迭代步数 50000 50000 10000

内存/MB 136.1 3.2 4.3
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λ > 4

滤除系统矩阵中的不稳定模式, 使得整个迭代过程

可以采用均匀的大时间步进行仿真, 进一步提高了

计算效率. 从 uniform FDTD和 HVS-FDTD方法

的内存占用情况也可以看出, 亚网格方案极大降低

了内存 , 相比于 HVS-FDTD方法 ,  HVS-EUS-

FDTD方法需要额外存储不稳定模式, 因此 HVS-

EUS-FDTD方法的内存占用量比 HVS-FDTD方

法的稍大. 图 5还给出了 HVS-EUS-FDTD方法

中大特征值的分布, 在本例中特征值征值  的

特征值有 210个, 通过将其对应的特征模式滤除即

可实现整个数值系统的无条件稳定性. 

5.2    多个介质目标的电磁散射特性

εr = 25

d = 0.05 m b = 0.1 m

τ = 1 ns

∆f = 0.002 m

∆c = 0.01 m

∆f = 0.002 m

本例计算了 TE情形多个无限长介质圆柱的散

射问题. 计算模型如图 6所示. 在计算区域中有 9个

相对介电常数   的无限长介质圆柱, 圆柱的

直径   , 圆柱之间的距离均为   .

入射源为线磁流源, 源的形式为微分高斯脉冲, 脉

冲宽度  . 在计算区域内设置有两个监测点,

分别为 P1 和 P2. 加源点以及监测点位置如图 6所

示. 本例中, 采用了 uniform FDTD, HVS-FDTD

以及 HVS-EUS-FDTD三种方法对该模型进行仿

真. 由于计算区域中存在介质, 为了提高建模精度,

需要采用细网格对介质区域进行网格离散. 对于

uniform FDTD方法, 采用均匀细网格对该模型进

行离散, 细网格尺寸为   ; 对于 HVS-

FDTD以及 HVS-EUS-FDTD方法 , 采用悬挂变

量亚网格方法对该模型进行离散, 对于单个介质目

标的网格离散示意图如图 7所示. 对于悬挂变量亚

网格 , 粗网格尺寸   , 细网格尺寸与

uniform FDTD方法的相同 , 为   . 以

3.33× 10−12 s

上三种方法所获得的监测点 P1 和 P2 的时域波形

如图 8所示 , 可以看到 ,  HVS-FDTD以及 HVS-

EUS-FDTD方法的结果与 uniform FDTD方法的

结果吻合得很好, 证明了所提方法的精度. 为了获得

稳定的仿真结果, uniform FDTD方法的时间步长

需为   , 完成整个仿真需花费 91.36 s;

HVS-FDTD方法的计算区域中有细网格的存在,

其时间步长和 uniform FDTD的相同, 但亚网格

技术降低了网格规模, 使得 HVS-FDTD方法仅需

2.19 s即可完成整个仿真; HVS-EUS-FDTD方法

通过滤除 HVS-FDTD方法的不稳定模式, 保证了

整个计算区域采用了统一的大时间步进行迭代, 减

少了迭代步数, 使得仅需 1.07 s即可完成计算, 其

中特征值求解花费 0.29 s, 时域迭代花费 0.78 s.

图 9给出了时间步长扩大 2倍情形 uniform FDTD

和 HVS-FDTD方法所计算的监测点时域波形, 可

以看到, 此时 uniform FDTD和 HVS-FDTD方法

不稳定. 在内存消耗方面, uniform FDTD方法消

耗的内存最多, HVS-FDTD方法消耗的最少, HVS-

EUS-FDTD方法消耗的内存比 HVS-FDTD方法

稍大. 三种方法的详细计算参数如表 2所列. 从以
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图 5    特征值分布

Fig. 5. The distribution of eigenvalues.
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图 6    多个介质目标计算模型

Fig. 6. Calculation model for multi medium targets.

 

图 7    悬挂变量亚网格离散模型

Fig. 7. Subgridding discrete model with hanging variables.
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上可知, HVS-EUS-FDTD相比于 uniform FDTD

以及 HVS-FDTD方法有更高的计算效率.
 

5.3    三维含介质 PEC 腔体

εr = 20

τ = 4 ns

三维 PEC腔体尺寸为 2 m×2 m×2 m, 腔体

中心区域含一块大小为 0.05 m×0.05 m×0.05 m、

介质参数为  的介质块, 计算模型如图 10所

示. 在 PEC腔体内部 (0.2 m, 0.2 m, 0.225 m)处

设置 z 方向的电偶极子源, 其形式为微分高斯脉

冲, 脉冲宽度  . 在 (0.7 m, 0.7 m, 0.725 m)

处设置一个监测点. 本例也采用了 uniform FDTD,

HVS-FDTD以及 HVS-EUS-FDTD三种方法对

∆f = 0.01 m

∆c = 0.05 m

∆f = 0.01 m

该模型进行仿真 . 对于 uniform FDTD方法 , 采

用均匀细网格对该模型进行离散, 细网格尺寸为

 ; 对 于 HVS-FDTD以 及 HVS-EUS-

FDTD方法, 采用悬挂变量亚网格方法对该模型

进行离散, 介质块为细网格, 其余区域为粗网格,

其中粗网格尺寸为   , 细网格尺寸与

uniform FDTD方法的相同, 即  . 以上三

种方法所获得的监测点的时域波形如图 11所示.
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图 8    监测点时域波形　(a) P1; (b) P2

Fig. 8. Time domain waveform of monitoring points: (a) P1; (b) P2.
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图 9    大时间步情形 Uniform-FDTD与 HVS-FDTD算法的时域波形　(a) Uniform-FDTD; (b) HVS-FDTD

Fig. 9. Time domain waveforms of Uniform-FDTD and HVS-FDTD algorithms with large time steps: (a) Uniform-FDTD; (b) HVS-

FDTD.

 

表 2    三种数值算法的计算参数比较
Table 2.    Comparison  of  calculation  parameters  of

three numerical algorithms.

Uniform
FDTD

HVS-
FDTD

HVS-EUS-
FDTD

时间/s 91.36 2.19 0.29+0.78

时间步长/(10–12 s) 3.33 3.33 16.7

迭代步数 5000 5000 1000

内存/MB 86 7.2 11.6  






2 m

2
 
m

2 
m

5 cm 5 
cm

5
 
c
m

r=20

图 10    三维含介质 PEC腔体计算模型

Fig. 10. The computational model for 3-D PEC cavity con-

taining a dielectric.
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1.67× 10−11 s

可以看到, 三种方法的结果符合得很好, 证明了所

提方法的精度. 为了获得稳定的仿真结果, uniform

FDTD方法的时间步长需为   , 完成

整个仿真需花费 28816.8 s; HVS-FDTD方法的计

算区域中有细网格的存在, 其时间步长和 uniform

FDTD的相同, 但亚网格技术降低了网格规模, 使

得 HVS-FDTD方法仅需 314.2 s即可完成整个仿

真 ; HVS-EUS-FDTD方法通过滤除 HVS-FDTD

方法的不稳定模式, 保证了整个计算区域采用了统

一的大时间步进行迭代, 减少了迭代步数, 使得仅

需 64.71 s即可完成计算. uniform FDTD方法消

耗的内存最多, HVS-FDTD方法消耗的最少, HVS-

EUS-FDTD方法消耗的内存比 HVS-FDTD方法

稍大. 三种方法的详细计算参数如表 3所列. 从以

上可知 , 在三维情形 ,  HVS-EUS-FDTD相比于

uniform FDTD以及 HVS-FDTD的计算效率提升

更明显. 

6   结　论

本文提出了基于悬挂变量的 EUS-FDTD亚

网格算法用于高效高精度分析含精细结构的电磁

特性. 本文给出了悬挂变量亚网格算法在边界处的

场值交换过程, 从系统矩阵对称性出发证明了悬挂

变量亚网格算法的稳定性, 并通过滤除亚网格数

值系统中的不稳定模式实现显式无条件稳定迭代.

该方法具有实施过程简单、精度高、效率高的优势.

本文所给的三个数值算例表明了所提方法的有

效性.
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表 3    三种数值算法的计算参数比较
Table 3.    Comparison  of  calculation  parameters  of

three numerical algorithms.

Uniform
FDTD

HVS-
FDTD

HVS-EUS-
FDTD

时间/s 28816.8 314.2 0.01+64.7

时间步长/(10–11 s) 1.67 1.67 8.33

迭代步数 5000 5000 1000

内存/MB 9773 321 342
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Abstract

Due to the limitation of the stability condition, the finite-difference time-domain (FDTD) method cannot

efficiently deal with electromagnetic problems containing fine structures. The explicit and unconditionally stable

(EUS)  FDTD  method  can  eliminate  the  constraint  of  the  stability  condition  and  improve  the  simulation

efficiency of fine structures by filtering out the unstable modes for the system matrix. However, the EUS-FDTD

method  needs  to  solve  the  eigenvalues  of  the  numerical  system  matrix,  and  the  symmetry  of  the  numerical

system matrix  needs  to  be  ensured  when the  subgridding  scheme is  used  to  discretize  targets  containing  fine

structures.  The  existing  EUS-FDTD  subgridding  method  encounters  some  problems  such  as  complex

implementation  and  insufficient  accuracy.  In  order  to  solve  the  above  problems,  in  this  work,  the  hanging

variables subgridding (HVS) algorithm is applied to the EUS-FDTD algorithm. Starting from the symmetry of

the system matrix, the stability of the hanging variables subgridding algorithm is proven, and a high-precision,

stable,  and  easy-to-implement  HVS-EUS-FDTD  scheme  is  proposed.  Numerical  examples  of  the  radiation  of

linear  magnetic  currents  in  free  space,  electromagnetic  scattering  of  multiple  dielectric  objects,  and  a  three-

dimensional cavity containing a medium demonstrate the stability, high accuracy and efficiency of the proposed

method. Numerical experiments show that the computational efficiency of the HVS-EUS-FDTD algorithm can

be improved hundreds of times compared with that of the uniform fine grid FDTD algorithm, and the highest

computational efficiency can be improved up to ratio (the size ratio of coarse grid to fine grid) times compared

with that of the HVS-FDTD algorithm.

Keywords: finite-difference  time-domain,  explicit  and  unconditionally  stable,  hanging  variables,  fine
structures
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