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层状磁性拓扑材料是最小二维单元下同时具有磁序和拓扑性的材料体系, 研究这一体系可能会观察到

新物性和新现象的出现, 因此引起了研究者们的广泛关注. 本文运用线性自旋波理论, 主要研究了层间铁磁

耦合的双层蜂窝状海森伯铁磁体中层间交换耦合相互作用对系统拓扑相的影响. 通过计算不同层间交换耦

合相互作用强度下的磁子色散关系能得出, 当系统达到两个强度临界值时, 能量较高的两条能带和能量较低

的两条能带的带隙在狄拉克点处会依次出现闭合-重新打开现象. 计算能带对应的贝里曲率和陈数后, 发现贝

里曲率符号在相应临界值前后会发生反转, 同时陈数也会发生改变, 这证明系统发生了拓扑相变. 此外, 本文

研究发现当双层蜂窝状铁磁体发生拓扑相变时, 磁子热霍尔系数变化曲线会相应发生突变. 本研究成果可以

为利用双层蜂窝状铁磁材料制作具有更高信息传输能力的自旋电子器件提供理论支撑, 也可以为其他双层

铁磁系统的相关研究提供一定的理论参考.
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1   引　言

近年来, 对二维拓扑材料的研究已成为凝聚态

物理中一个非常热门而又前沿的方向 [1–3]. 尤其是

发现石墨烯后, 大量关于拓扑电子材料的研究工作

被报道 [4–11], 于是越来越多的研究者开始对拓扑材

料感兴趣并将拓扑能带理论应用到磁子系统中 [12–18].

与电子不同的是, 磁子 (又称为“磁振子”)具有电

中性, 这使其成为了设计出具有低损耗和良好相干

输运性质的自旋电子器件的潜在候选者 [19,20]. 物理

上, 石墨烯和蜂窝铁磁体之间具有显著的相似性,

例如二维蜂窝状铁磁体中的磁子能带结构与石

墨烯中的电子结构相近, 具有 DM (Dzyaloshinskii-

Moriya)相互作用的二维和准二维量子磁体可以

承载拓扑磁子能带, 其作用方式类似于电子系统中

的费米子能带. 因此, 随着大量关于双层石墨烯输

运性质、电子结构等相关内容的研究工作的发表 [21–32],

一些研究者开始关注双层蜂窝状铁磁体 [33–35]. 目

前已有研究者对双层蜂窝状海森伯铁磁体中具有

非零贝里曲率的拓扑非平庸磁子带和磁子边缘态

传播方式进行了研究 [36,37], 也有研究者关注了 DM

相互作用对双层蜂窝状海森伯铁磁体的影响 [38,39],

但还没有专门关于层间交换耦合相互作用对双层
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 12064011, 12375014, 11875149)、湖南省教育厅科学研究项目 (批准号: 23A0404)和吉首大学

2023年度研究生校级科研项目 (批准号: Jdy23052)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: bingtangphy@jsu.edu.cn
‡  通信作者. E-mail: liuchaofei@jxust.edu.cn

©  2024 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 13 (2024)    137501

137501-1

http://doi.org/10.7498/aps.73.20240437
mailto:bingtangphy@jsu.edu.cn
mailto:bingtangphy@jsu.edu.cn
mailto:liuchaofei@jxust.edu.cn
mailto:liuchaofei@jxust.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


蜂窝状海森伯铁磁体中拓扑相的影响的研究. 本文

研究了双层蜂窝状海森伯铁磁体中层间交换耦合

相互作用对系统拓扑相的影响, 并讨论了此时引入

其他层间交换耦合相互作用或增强层间易轴各向

异性相互作用会产生的影响, 本研究旨在为制作高

信息传输能力的自旋电子器件提供理论支撑, 为进

行其他双层铁磁系统的理论研究提供一定的理论

参考.

∇T

Ω (k) =

∇T × a (k) a (k)

κxy

κxy

本文研究的一个重要物理现象是磁子热霍尔

效应. 在空间反演对称性破缺的量子磁系统中存在

的 DM相互作用会导致具有非平庸拓扑性质的手

性磁子的出现. 由于磁子是不带电的 (中性)准粒

子, 它们在洛伦兹力中不像电子系统的霍尔效应那

样经历磁场. 相反, 它们表现出霍尔效应的热版本,

其中由纵向温度梯度  产生一个横向热流. DM

相互作用会产生一个非零的贝里曲率, 由  

 给出, 其中   是 DM相互作用依赖

的向量势 [40–43]. 贝里曲率通过改变系统中磁子的

传播而起到有效磁场的作用, 从而导致热霍尔效

应, 称为磁子热霍尔效应 [44]. 研究者们通常用热霍

尔系数  来表征这种现象, 它与磁子体带的贝里

曲率直接相关, 这很容易让人联想到电子系统中的

霍尔电导率, 然而与电子系统相比, 玻色子系统中

没有完全填充的能带, 因此每个磁子带都为  贡

献了一项 [45]. 在实验中, 研究者们首先在三维焦绿

石铁磁绝缘体 Lu2V2O7, Ho2V2O7 和 In2Mn2O7 中

实现了磁子热霍尔效应 [46,47], 最近又在二维笼目磁

体 Cu(1-3, bdc)中观察到磁子热霍尔效应 [48,49]. 这

些实验观察结果增强了对在不同晶格中具有非凡

拓扑自旋激发的二维铁磁体进行研究的可行性. 在

磁子热霍尔输运的背景下, 可以在单层蜂窝状铁磁

体中获得非平庸的磁子带和观察到磁子热霍尔效

应 [50]. 基于这些磁子热霍尔效应的理论和实验实

现, 以及具有双层蜂窝状晶格结构的量子磁性化合

物如Na3Cu2SbO6, β-Cu2V2O7 和 A2IrO3 (A = Na,

Li)的实验实现 [39], 在研究双层蜂窝状铁磁系统中

的磁子热输运性质后, 推广到其他双层系统是很简

单的.

本文运用线性自旋波理论, 主要研究了双层蜂

窝状铁磁体中的一种最常见的层间交换耦合相互

作用对系统拓扑相的影响. 首先计算了不同层间交

换耦合相互作用强度下的磁子色散关系, 观察到能

量较高的两条能带和能量较低的两条能带随着该

层间交换耦合相互作用的增强, 依次在狄拉克点处

出现了闭合-重新打开现象. 然后计算了上述过程

中能带对应的贝里曲率和陈数, 发现在出现带隙闭

合-重新打开现象的相应临界值前后, 贝里曲率的

符号会发生反转, 陈数也会发生改变, 这证明系统

发生了拓扑相变. 此时若引入文中考虑的另外两种

层间交换耦合相互作用, 则能够使系统出现多种拓

扑相; 若增强系统内的层间易轴各向异性相互作

用, 则会推迟系统拓扑相变的发生. 最后, 本文还

研究了层间交换耦合相互作用和层间易轴各向异

性相互作用对双层蜂窝状铁磁体系统中磁子热霍

尔效应、能斯特效应的影响. 研究结果表明在系统

发生拓扑相变时, 双层蜂窝状铁磁体中的磁子热霍

尔系数不会发生“符号反转”, 而是会出现热霍尔系

数变化曲线发生突变的现象, 这可以看作是双层蜂

窝状铁磁体发生拓扑相变的标志, 能斯特系数也出

现了类似的现象. 本文的研究成果将为利用双层蜂

窝状铁磁材料进行的相关实验提供重要的理论支

撑, 也可以为进行其他双层铁磁系统的相关研究提

供一定的理论参考.
 

2   模　型

本文的研究对象是由两个相同的单层蜂窝状

海森伯铁磁体组成的双层蜂窝状海森伯铁磁体, 每

个单层蜂窝状铁磁体中包含 A, B两种分布在相邻

亚晶格上的原子, 两个子格对应的位点在图 1(c)

中分别用红圈和蓝圈表示. 两个单层蜂窝状海森伯

铁磁体之间为铁磁性耦合, 如图 1(a), (b)所示. 当

存在一个外磁场时, 可以用下式描述系统自旋哈密

顿量:
 

H = HT
S +HB

S +Hint, (1)

HT
S HB

S

Hint

其中,    和   分别表示顶部层和底部层的自旋

哈密顿量,   是它们之间的层间耦合相互作用引

起的能量. 本文用 1A和 1B标记底层的两个相邻

格点, 用 2A和 2B标记顶层的两个相邻格点. 上述

哈密顿量的具体形式如 (2)式所示:
 

HT
S = −J

∑
⟨ij⟩∈T

Ŝi · Ŝj − J ′
∑

⟨⟨ij⟩⟩∈T

Ŝi · Ŝj

+
∑

⟨⟨ij⟩⟩∈T

Dij · Ŝi × Ŝj +
∑

⟨i,j⟩∈T

ΓSz
i S

z
j − h

∑
i∈T

Ŝz
i ,
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HB
S = −J

∑
⟨ij⟩∈B

Ŝi · Ŝj − J ′
∑

⟨⟨ij⟩⟩∈B

Ŝi · Ŝj

+
∑

⟨⟨ij⟩⟩∈B

Dij · Ŝi × Ŝj +
∑

⟨i,j⟩∈B

ΓSz
i S

z
j − h

∑
i∈B

Ŝz
i ,

Hint =
∑

i∈T, j∈B;α

JαSi · Sj +
∑

i∈1A,j∈2B

Γ ′Sz
i S

z
j , (2)

Ŝi HT
S HB

S

J, J ′ > 0

Dij = vijD · ẑ

vij = −vji = ±1

v′ij = +vij

v′ij = −vij

h =

其中,   是位置 i 处的自旋矩,   和  的第 1项

和第 2项分别对应于作用在 i 和 j 格点间的最近邻

铁磁各向同性海森伯交换相互作用和次近邻铁磁

各向同性海森伯交换相互作用,    . 第 3项

表示两个次近邻自旋之间的 DM相互作用. 在这

里, DM相互作用在   的元胞上产生

沿 z 轴竖直向上的磁通量, 即 DM相互作用矢量被

限制在 z 轴正方向. 其中, 常数   取

决于两个次近邻子格 A的相对位置 (  )

和两个次近邻子格 B的相对位置 (  ). 因

此, 次近邻 DM相互作用起到了类似于电子体系

中自旋轨道耦合的作用, 破坏了晶格的空间反演对

称性 [51]. 由于本文仅在线性自旋波近似下进行研

究, 因此忽略了对系统哈密顿量影响较小的最近

邻 DM相互作用项. 第 4项表示易轴各向异性相

互作用引起的能量 [52,53]. 最后一项是与沿 z 方向施

加的外磁场耦合 , 由塞曼效应引起的能量 ,   

gµBB g g µB

Hint

 为磁场强度,    为自旋   因子,    为玻尔磁

子, 这一项可以稳定系统的铁磁基态. 此外, 本文

对  仅考虑来自如图 1(a)所示的格点间的交换

耦合相互作用和 1A, 2B之间的层间易轴各向异性

相互作用引起的能量. 研究双层蜂窝状铁磁体的拓

扑性质和输运性质时, 考虑层间易轴各向异性相互

作用是非常重要的. 层间易轴各向异性相互作用主

要来源于铁磁体中的磁矩之间的相互作用以及晶

格结构对磁矩的约束. 在双层蜂窝状铁磁体中, 由

于层间距离较近, 不同层之间的磁矩会产生相互作

用. 同时, 晶格结构中的原子排列和对称性也会对

磁矩的取向产生影响. 这些因素共同作用, 导致了

层间易轴各向异性相互作用的存在. 双层蜂窝状铁

磁体中磁子的拓扑性质和输运性质与其磁矩的取

向和分布密切相关. 层间易轴各向异性相互作用通

过影响双层蜂窝状铁磁体中磁矩的取向和分布, 会

影响磁子的自旋输运过程, 也会改变系统的拓扑结

构, 从而导致新奇的物理现象, 如拓扑相变等.

ẑ

2S ≫ ⟨n̂⟩ =
⟨
a+i ai

⟩
1/

√
S S1/ 2

本文采用线性自旋波近似, 让自旋均匀地沿 

方向排列, 并运用 HP (Holstein-Primakoff)变换

将模型的自旋哈密顿量玻色量子化. HP变换在低

温极限下满足   , 其平方根可以

展开成   , 当截断到   时, HP变换可以简

 









(d)&2

&1

&3

±2

B

A

(c)

±1

±3




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2

1
0

2

(b)
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2B

1B

δn ςn

M -K′-Γ -K-M
图 1    双层蜂窝状铁磁体晶格结构　(a)侧视图; (b)俯视图; (c)晶格矢量, 最近邻矢量   和次近邻矢量   分别用红色和蓝色

箭头表示; (d) 第一布里渊区高对称路径  

δn ςn

M -K′-Γ -K-M

Fig. 1. Lattice structure of the bilayer honeycomb ferromagnet: (a) Side view; (b) top view; (c) the lattice vector, the nearest and

next-nearest  neighbor  vectors,      and    ,  are  represented  by  red  and  blue  arrows,  respectively;  (d)  the  high  symmetric  path

  in the first Brillouin zone.
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S+
i =

√
2Sai S−

i =
√
2Sa+i Sz

i = S − a+i ai化为  ,   和  .

此时, 两个单层蜂窝状铁磁体的总有效哈密顿量可

以表示为
 

Heff = (3JS + h+ 6J ′S + 3ΓS)
∑
i,γ

a+i,γai,γ

− JS
∑
⟨ij⟩

(
ai,Aa

+
j,B + H.c.

)
− J ′S

∑
⟨⟨ij⟩⟩,γ

(
ai,γa

+
j,γ + H.c.

)
− S

∑
⟨⟨ij⟩⟩

Dγ

(
ivijai,γa+j,γ + H.c.

)
, (3)

a+i,γ γ = A, B

ai,γ

其中,   是子晶格   在位置 i 上的磁子产

生算符,    是对应的磁子湮灭算符. 第 1项是来

自海森伯相互作用、各向异性相互作用以及与外部

磁场耦合引起的能量. 第 2项和第 3项来自最近邻

和次近邻格点间的海森伯相互作用能. 第 4项来

自 DM相互作用在次近邻格点间进行的非对称交

换. 另外, 层间耦合项可以表示为
 

Hint = JαS
∑

i∈T,B;γ

a+i,γai,γ

− JαS
∑

i∈T,j∈B;γ

(
ai,γa

+
j,γ + H.c.

)
+ 3Γ ′S

∑
i∈1A,j∈2B

(
a+i aj + H.c.

)
, (4)

Γ ′

Jα

Jα = J0, J1, J2

J0

J1

J2

其中,   表示 1A和 2B之间的层间易轴各向异性

相互作用强度,   表示层间交换耦合相互作用强

度, 文中共考虑了  三种层间交换耦

合相互作用. 1B和 2A之间通过   进行耦合, 1A

和 2B之间通过   进行耦合, 1A和 2A、1B和 2B

之间通过  进行耦合. 通过对 (3)式和 (4)式进行

傅里叶变换, 可以将系统在动量空间中的总哈密顿

量写成如下形式:
 

H =
∑
k

ψ+
k H (k)ψk, (5)

ψk = (φk, φ
+
−k)

T φk = (a1A,k,

a1B,k, a2A,k, a2B,k) H (k)

式中, 基矢量为  , 其中 

 ,   为经过博戈留波夫变换后

的系统哈密顿量, 具体形式可以由 (6)式给出:
 

H (k) =
S

2
·

(
P (k) Λ (k)

Λ (k) P ∗ (k)

)
, (6)

式中, P(k)可以具体展开为
 

P (k) =

(
M(k) N(k)

N †(k) M ′(k)

)
,

M(k)=

(
m1 +m3 +m5 +m6 m∗

4

m4 m2 −m3 +m5

)
,

M ′(k)=

(
m2 +m3 +m5 m∗

4

m4 m1 −m3 +m5 +m6

)
,

N (k) =

(
m9 m∗

8

m∗
7 m9

)
. (7)

这里, 

m1 = 3J + J ′ (6− 2pk) + h/S + 3J1 + 3J2,
 

m2 = 3J + J ′ (6− 2pk) + h/S + 3J0 + 3J2,
 

m3 = 2Dρk, m4 = −Jγ∗
k , m5 = Γ,

 

m6 = Γ ′,m7 = −J0,m8 = −J1γ
∗
k ,m9 = −J2ζk,

 

γk =

3∑
n=1

eik·δn , ζk =

3∑
n=1

eik·ςn ,
 

pk =

3∑
n=1

cos (k · ςn), ρk =

3∑
n=1

sin (k · ςn),

δn ςn式中,   和  如图 1(c)所示. 

3   结果与讨论
 

3.1    能带结构

M -K ′-Γ -K-M J0

J = 1, J ′ =

0.1, D = 0.1, h = 0.1, Γ = 0.1

磁性拓扑材料的磁子色散曲线能够最直观地

反映出磁子系统的能量变化情况, 因此本文首先

对 (6)式的系统哈密顿量矩阵进行对角化处理 [54],

然后计算得到系统能量特征值 , 最后绘制出沿

如图 1(d)所示的第一布里渊区内高对称路径

 分布的不同   强度下的磁子色散

曲线 , 如图 2所示 , 本文中固定参数  

 . 该系统的磁子能带

结构由 8条能带组成, 在图 2中虽然仅画出了能量

值为正的 4条能带, 但实际上能量值为负的 4条能

带与之是完全对称的, 因此分析能量值为正的 4条

能带的结构特点来概括双层蜂窝状铁磁体的能带

结构特点是可行的.

J0由图 2(a)—(e)可以观察到, 随着  强度的增

大, 能量较高的能带的能量提升较为显著, 而能量

较低的能带则变化相对较小. 对于能量较高的能
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带, 它们通常对应于磁子在两层之间较为自由的传

播状态. 当层间交换耦合强度增大时, 磁子在两层

之间的传播变得更加容易和频繁, 这导致这些能带

的能量显著提升. 这些高能带中的磁子具有较大的

动能和更复杂的相互作用模式, 因此它们对层间交

换耦合的变化非常敏感. 相比之下, 能量最低的能

带通常对应于磁子在某一层内的局域化状态或弱

传播状态. 这些磁子受到晶格势能的强烈约束, 它

们的运动模式相对固定, 因此即使层间交换耦合强

度发生变化, 这些能带的能量变化也相对较小.

J0

J0 = 0.245

J0

J0 = 0.505

J0

J0

为方便叙述, 下文将 4条能带按能量从高到低

依次记作能带 1—4. 通过对比图 2(a)—(e), 能够

观察到: 随着   强度的增大, 能带 1和能带 2、能

带 3和能带 4在狄拉克点 K 和 K'处的带隙都先逐

渐减小. 当   时, 能带 1和能带 2在狄拉

克点 K 和 K' 处的带隙闭合, 继续增大  , 能带 1

和能带 2在狄拉克点 K 和 K' 处的带隙重新打开,

并持续增大; 当   时, 能带 3和能带 4在

狄拉克点 K 和 K'处的带隙闭合, 继续增大   强

度, 能带 3和能带 4在狄拉克点 K 和 K' 处的带隙

又重新打开. 为了更清楚地展示这一过程, 本文绘

制了如图 2(f)所示的带隙变化曲线, 能够观察到随

着层间易轴各向异性相互作用增强, 带隙闭合所需

的  强度也逐渐增大.

在磁子系统中, 磁子能带的闭合与重新打开现

象不仅是一个简单的能带结构变化, 更是在磁子系

统中通常会伴随着拓扑相变发生的物理现象, 对于

深入理解磁子系统的基本性质以及探索新的物理

效应具有重要意义. 在磁子系统中, 当磁子能带闭

合时, 意味着磁子态密度在特定的能量点出现峰

值, 且在该能量点附近的变化是连续的, 没有突变

或跳跃. 这是一个非常特殊的点, 因为在这个点上,

磁子系统的性质可能会发生根本性的变化. 例如,

磁子之间的相互作用可能会发生改变, 从而导致系

统出现新的物理效应和现象. 随着能量的变化, 磁

子能带重新打开, 这标志着系统进入了一个新的拓

扑相, 其性质与之前的相态截然不同 [44,55–60]. 磁子

能带的闭合-重新打开现象之所以会引起拓扑相变,

其实质上是磁子系统中的拓扑不变量发生了变化.

拓扑不变量是表征系统拓扑相的一个物理量, 它不

会因为系统的微小变化而发生改变. 但在磁子能带

的闭合点上, 这个不变量却会从一个值跳跃到另一

个值, 此时就发生了拓扑相变. 这种跳跃式的变化

使得磁子系统在新的相态中展现出独特的物理性

质 [61–63].

拓扑相变在磁子系统中具有广泛的应用前景.

首先, 通过研究拓扑相变, 我们可以更深入地理解

磁子系统的基本性质, 如磁子态的演化、磁子之间
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图 2    双层蜂窝状铁磁体能带结构　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   , 其余参数设置

为   ,   ; (f) 带隙图

J0 = 0.1 J0 = 0.245 J0 = 0.3 J0 =

0.505 J0 = 0.9 Γ ′ = 0.1 J1 = J2 = 0 J0

Fig. 2. Magnon  band  structures  of  the  bilayer  honeycomb ferromagnet:  (a)    ;  (b)    ;  (c)    ;  (d)   

 ; (e)   , the other parameters are set to   ,   ; (f) gaps as a function of   .
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的相互作用等. 这对于推动磁学领域的发展具有重

要意义. 其次, 拓扑相变还可能会带来新的物理效

应和现象, 如拓扑磁子态、拓扑磁子绝缘体等. 这

些新的物理效应和现象有可能会在未来的科技应

用中找到用武之地, 如在磁子器件、磁子计算机等

领域发挥重要作用 [64–66]. 

3.2    贝里曲率与陈数

贝里曲率是拓扑系统中一个重要的物理量 [67],

对于许多拓扑量子磁体来说, 贝里曲率是许多可观

测值的基础, 它为 k 空间中的玻色子提供了一个有

效规范场, 并决定着输运性质 [68]. 磁子贝里曲率是

描述磁子在晶体中传播时受到的有效磁场力的物

理量, 在双层蜂窝状铁磁体系统中呈现出独特的分

布特征. 它与电子的贝里曲率类似, 但研究对象是

磁子而非电子. 在双层蜂窝状铁磁体系统中, 磁子

贝里曲率的分布与系统的磁子带结构紧密相关, 磁

子贝里曲率在第一布里渊区呈现出特定的分布规

律. 物理上, 磁子系统只有在两个不同的磁子带之

间有带隙时才会出现一个非平庸拓扑相. 在二维磁

子系统中, 第 n 个磁子带的贝里曲率可以写成如下

形式: 

Ωn(k)

= − 2Im
∑
m ̸=n

[⟨Φn(k)|ϑx|Φm(k)⟩⟨Φm(k)|ϑy|Φn(k)⟩]
[εn(k)− εm(k)]

2 ,

(8)

Φ (k) Φn (k)

ϑi = ∂H′ (k)/∂ki (i = x, y)

εn (k)

H (k) = ξH′ (k)

ξ = [(IN×N , 0), (0, − IN×N )]

J0

式中,   是一个准幺正矩阵,   对应于该幺正

矩阵的第 n 个分量,    为

速度算符,   是系统中第 n 条磁子能带的能量,

 为经过博戈留波夫变换后得到的玻

色哈密顿量 , 其中   .

本文绘制了双层蜂窝状铁磁体系统在图 2过程中

对应的贝里曲率图像, 如图 3所示. 可以观察到,

在图 2所示的两次能带闭合-重新打开时的  强度

临界值前后, 贝里曲率符号发生了反转, 证明这一

过程确实发生了拓扑相变. 并且双层蜂窝状铁磁体

系统在第一布里渊区的磁子贝里曲率主要集中在

狄拉克点处, 并在这些点达到峰值, 即该系统的磁

子贝里曲率主要由狄拉克点贡献 [69].

狄拉克点是晶体能带结构中的关键节点, 其能

量色散关系呈现出线性特征, 类似于无质量的狄拉

克粒子, 使得磁子在这些点附近的行为表现出特殊

性质 [70–72]. 在双层蜂窝状铁磁体系统中, 狄拉克点

对于磁子贝里曲率的贡献尤为显著. 在狄拉克点附

近, 能带的线性色散关系导致磁子在传播过程中受

到的有效磁场力发生显著变化. 这种变化直接反映

在磁子贝里曲率的分布上, 使得狄拉克点成为磁子

贝里曲率的主要贡献者. 狄拉克点的存在为磁子的

传播提供了特定的通道, 使磁子在这些点附近的行

为与传统材料中的磁子有很大不同. 这种特殊性质

不仅会影响磁子的传播行为, 还可能对材料的磁

性、热导率等物理性质产生深远影响 [73].

对于玻色子系统, 计算能带对应的陈数也是研

究磁子拓扑性质的一种可靠方法. 陈数作为一种拓

扑不变量, 是描述磁子系统中磁子拓扑性质的关键

参数, 其被定义为贝里曲率的积分, 贝里曲率反映

了波函数在参数空间中的几何性质, 而陈数则是这

一几何性质的量化表现 [74,75], 可以写成如下形式: 

Cn =
1

2π

∫
BZ

d2kΩn (k). (9)

J0

J0

J0

陈数的取值决定了磁子能带的拓扑结构, 从而

影响了系统的物理性质. 例如, 当陈数为非零值时,

系统可能表现出量子霍尔效应等拓扑现象. 根据

(9)式, 本文计算了图 2(a)—(e)中不同   强度下

各能带对应的陈数, 得到的计算结果在表 1列出.

由表 1能够观察到双层蜂窝状铁磁体系统中的

4条磁子能带对应的陈数之和为零, 并且各磁子能

带对应的陈数是单层的两倍, 这一点与 AB堆叠的

双层石墨烯各电子能带对应的陈数相似. 还能够观

察到能带 1和能带 2、能带 3和能带 4对应的陈数

发生变化时的  强度临界值与图 2中磁子能带带

隙在狄拉克点处发生闭合-重新打开现象时一致.

为验证这一点, 本文绘制了能带 4和能带 1对应的

陈数随  强度变化曲线, 如图 4所示.

J0

J0 = 0.245

J0

J0 = 0.505

J0

J0

由图 4可以清楚地观察到: 随着   强度的增

大, 当   时, 能带 1和能带 2对应的陈数

发生改变, 而能带 3和能带 4对应的陈数不发生变

化; 继续增大  , 能带 1和能带 2对应的陈数不再

发生变化, 当   时, 能带 3和能带 4对应

的陈数发生反转, 继续增大  , 能带 3和能带 4对

应的陈数不再发生变化. 此时, 如果增强系统内的

层间易轴各向异性相互作用, 则能够观察到能带

4和能带 1对应的陈数发生变化时所需达到的  

强度临界值也会随之增大, 如图 4(b)所示. 由此可

知, 增强双层蜂窝状铁磁体中的层间易轴各向异性

相互作用会阻碍系统发生拓扑相变.
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J0 J1

J2

J1 J2

然而能够影响双层蜂窝状铁磁体拓扑相的层

间交换耦合相互作用并不仅限于  这一种,   和

 这两种层间交换耦合相互作用也能够对双层蜂

窝状铁磁体的拓扑相产生影响. 本文计算了加入层

间交换耦合相互作用  和  后的磁子能带对应的

陈数, 通过绘制陈数分布图来观察双层蜂窝状铁磁

J1 J2

J1 J2

J1 J2

体的拓扑相变化, 如图 5所示. 由于在本文考虑的

模型中,   和  这两种层间交换耦合相互作用的

矢量大小一致, 所以本文在引入这两种层间交换耦

合相互作用时, 保持  和  两种层间交换耦合相

互作用强度相等. 根据图 5可以清楚地观察到各能

带对应的陈数随着  和  这两种层间交换耦合相
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J0 = 0.15 J0 = 0.24 J0 = 0.25 J0 = 0.8 Γ ′=0.1 J1 = J2 = 0

图 3    双层蜂窝状铁磁体最低能带对应的贝里曲率　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   . 双层蜂窝状铁磁

体最高能带对应的贝里曲率 (e)   ; (f)   ; (g)   ; (h)   , 其余参数设置为   ,  

J0 = 0.2 J0 = 0.5 J0 = 0.51

J0 = 0.8 J0 = 0.15 J0 = 0.24 J0 =

0.25 J0 = 0.8 Γ ′=0.1 J1 = J2 = 0

Fig. 3. Berry  curvature  of  the  lowest  band  in  a  bilayer  honeycomb  ferromagnet:  (a)    ;  (b)    ;  (c)    ;

(d)    . Berry curvature of the highest band in a bilayer honeycomb ferromagnet: (e)    ; (f)    ; (g)   

 ; (h)   . Other parameters are set to    and   .
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表 1    色散曲线对应的陈数
Table 1.    Corresponding Chern numbers of magnon band structures.

参数
陈数

能带1 能带2 能带3 能带4

J0 = 0.1, Γ ′=0.1, J1 = 0.1, J2 = J3 = 0 –2 0 2 0

J0 = 0.245, Γ ′=0.1, J1 = 0.1, J2 = J3 = 0 0 –2 2 0

J0 = 0.3, Γ ′=0.1, J1 = 0.1, J2 = J3 = 0 0 –2 2 0

J0 = 0.505, Γ ′=0.1, J1 = 0.1, J2 = J3 = 0 0 –2 0 2

J0 = 0.9, Γ ′=0.1, J1 = 0.1, J2 = J3 = 0 0 –2 0 2
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图  4    不同层间易轴各向异性相互作用强度下的陈数随   强度变化曲线　 (a)最低能带 ; (b)最高能带 , 其余参数设置为

  

J0

Γ ′ = 0.1,

J1 = J2 = 0

Fig. 4. Chern number as a function of the intensity of interlayer exchange coupling interaction     for the different intensity of in-

terlayer  easy-axis  anisotropy  interaction:  (a)  The  lowest  band;  (b)  the  highest  band,  the  other  parameters  are  set  to   

 .
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Γ ′=0.1图 5    陈数随层间交换耦合相互作用 J0 和 J1 强度变化图　(a)—(d)分别对应能量从高到低的 4条能带, 其余参数设置为  

J0 J1

Γ ′ = 0.1

Fig. 5. Chern number  as  a  function of  the  intensity  of  the  interlayer  exchange coupling interaction     and    :  (a)–(d) Corres-

pond to four energy bands from high to low energy, the other parameters are set to   .
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J1 J2

互作用的引入发生了明显变化, 共出现了 9种拓扑

相, 其对应的各能带的陈数在表 2列出, 这一有趣

的物理现象在单层蜂窝状铁磁体中是从未出现过

的, 层间交换耦合相互作用  和  的引入为双层

蜂窝状铁磁体带来了丰富的拓扑相.
 
 

表 2    能带对应的陈数

Table 2.    Corresponding Chern numbers of magnon band

structures.

序号
陈数

能带1 能带2 能带3 能带4

① 0 –2 0 2

② 0 –2 2 0

③ 1 –3 2 0

④ –1 –1 2 0

⑤ –3 1 2 0

⑥ –2 0 2 0

⑦ –2 2 0 0

⑧ –1 1 0 0

⑨ –1 0 1 0
 

由于本研究过程中考虑了系统中存在的次近

邻 DM相互作用, 而 DM相互作用能够通过影响

J0

J0

J0

磁子能带结构、导致空间反演对称性破缺等方式来

引发拓扑相变, 因此本文对该 DM相互作用和层

间交换耦合相互作用对体系拓扑相影响的相互关

系进行了讨论, 能带 1—4对应的陈数随 DM相互

作用强度和层间交换耦合相互作用  强度变化图

像如图 6所示. 从图 6可以观察到, DM相互作用

强度对系统拓扑相的影响较大, 不仅使原本由  

诱导的拓扑相变提前发生, 而且由能量较高的两条

能带对应的陈数变化曲线与能量较低的两条能带

对应的陈数变化曲线, 可以发现调节 DM相互作

用强度能够增大系统在 [–2, 0, 2, 0], [0, –2, 2, 0]

和 [0, –2, 0, 2]三种拓扑相之间转换的机会. 此外,

仔细观察图 6, 还可以发现系统中同时存在极小的

DM相互作用和层间交换耦合相互作用   时, 出

现了一个 [–2, 2, 0, 0]的拓扑相, 但由于这个拓扑

相只短暂出现, 因此不进行详细讨论. 

3.3    磁子热霍尔效应

磁子热霍尔效应是二维拓扑磁子绝缘体中的

一个重要物理现象 [76,77], 这一现象是由于磁子能带

的非平庸拓扑结构引起的, 这种结构在施加纵向温
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Γ ′=0.1图 6    陈数随层间交换耦合相互作用 J0 和 D 强度变化图　(a)—(d)分别对应能量从高到低的 4条能带, 其余参数设置为  

J0 D

Γ ′ = 0.1

Fig. 6. Chern number as a function of the intensity of the interlayer exchange coupling interaction    and   : (a)–(d) Correspond

to four energy bands from high to low energy, the other parameters are set to   .
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−∇T

度梯度时, 能够引发独特的热输运行为. 具体来说,

当在二维拓扑磁子绝缘体中施加纵向温度梯度

 时, 非平庸的磁子能带结构会导致贝里曲率

的出现. 贝里曲率是量子力学中的一个重要概念,

它与波函数的相位结构密切相关. 在二维拓扑磁子

绝缘体中, 贝里曲率能够在系统内有效地诱导出一

个磁场, 进而对磁子产生横向力的作用, 引导其沿

垂直于温度梯度的方向移动, 形成横向热流 [40]. 通

过实验研究, 研究者们已经证实了磁子热霍尔效应

在二维拓扑磁子绝缘体中的存在, 并且其实验结果

与理论预测高度一致. 这一发现为设计高效的磁热

转换器提供了新的思路, 可以通过调节磁子能带的

拓扑结构, 实现磁子热流的定向传输, 从而提高磁

热转换的效率. 此外, 磁子热霍尔效应还可以应用

于磁热传感器, 由于磁子热霍尔效应对磁场和温度

梯度具有较好的敏感性, 所以可以利用它来探测微

小的磁场变化和温度梯度 [78,79].

为了量化描述这一现象, 科学家们引入了磁子

热霍尔系数的概念来表征磁子热霍尔效应. 磁子热

霍尔系数与系统的贝里曲率密切相关 [41], 反映了

磁子热霍尔效应的强弱程度, 其数学表达式可以写

成如下形式: 

κxy = − k2BT

(2π)2ℏ

∑
α=m,n

∫
d2kc2 (nα)Ωα (k), (10)

nα = f(εα(k)) =
[
eβεα(k) − 1

]−1

β = 1/kBT

其中   是玻色-爱因

斯坦分布函数,   , 

c2(w)=(1+w)

(
log

1+w

w

)2

− (logw)2 − 2Li2(−w)

是一个单调的二重函数 [80].

J0

J0

J0

J0

J0

T/J = 3

为了探究层间交换耦合相互作用  强度对双

层蜂窝状铁磁体中磁子热霍尔系数的影响, 图 7(a)

为磁子热霍尔系数随温度变化曲线. 研究结果表

明, 在不同的  强度下, 虽然磁子热霍尔系数随着

温度的升高都会逐渐趋于稳定, 但最后达到的值不

同, 并且曲线的相对位置变化趋势出现了变化. 为

了探究   强度对磁子热霍尔系数的具体影响, 本

文绘制了如图 7(b)所示的磁子热霍尔系数随  强

度变化曲线. 由图 7(a)可以看到在低温下, 双层蜂

窝状铁磁体磁子热霍尔系数随  的变化并不明显,

所以在绘制图 7(b)时选择了温度为  时的

变化曲线. 众所周知, 在单层蜂窝状铁磁体中, 当

系统发生拓扑相变时, 磁子热霍尔系数符号会相

J0

应发生反转. 然而通过观察图 7(b)中的红色曲线,

可以清楚地看到磁子热霍尔系数的变化曲线在前

文中系统发生拓扑相变时的  强度临界值处虽然

发生了明显的突变, 但磁子热霍尔系数的符号并未

发生反转. 因此, 磁子热霍尔系数在双层蜂窝状铁

磁体中发生拓扑相变时表现出的物理现象与单层

蜂窝状铁磁体稍有不同, 这是由于双层蜂窝状铁磁

体系统中不同能带之间的复杂相互作用和竞争导

致的. 具体来说, 双层蜂窝状铁磁体中的某些能

带会对热霍尔系数产生正贡献, 而其他能带可能产

生负贡献, 这导致其整体表现出非单调性, 当系统

发生拓扑相变时, 其中几条能带产生的正、负贡献

可能发生翻转, 从而使热霍尔系数变化曲线发生了

突变.
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图  7    (a) 不同   强度下的磁子热霍尔系数随温度变化

曲线 , 其他参数设置为   ; (b) 磁子热

霍尔系数随   强度变化曲线

J0 Γ ′=0.1, J1 = J2 = 0

J0

Fig. 7. (a) Thermal Hall conductivity as a function of tem-

perature  under  different  intensity  of  interlayer  exchange

coupling interaction    with   ; (b) th-

ermal Hall  conductivity  as  a  function  of  different   intensit-

ies of interlayer exchange coupling interaction   .
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J1 J2

J1 J2

J1 J2

Γ ′

J0

Γ ′

Γ ′ J0

J1 J2

J1 J2

考虑到已经证明了层间易轴各向异性相互作

用的增强会阻碍双层蜂窝状铁磁体发生拓扑相变,

加入层间交换耦合相互作用  和  会使系统出现

一些新的拓扑相, 因此本文将讨论   ,    强度和

层间易轴各向异性相互作用强度如何影响层间铁

磁耦合双层蜂窝状铁磁体中的磁子热霍尔系数. 从

图 7(b)可以观察到, 在系统中引入层间交换耦合

相互作用  和  , 或者增大相同强度的层间易轴

各向异性相互作用   , 系统磁子热霍尔系数发生

突变时的   强度临界值会增大同样的数值. 但不

同的是, 增强层间易轴各向异性相互作用   前后

的热霍尔系数变化曲线形状几乎相同, 即增强层间

易轴各向异性相互作用  会阻碍  强度变化引起

的双层蜂窝状铁磁体拓扑相变; 而引入层间交换耦

合相互作用   和   时, 曲线的起伏明显增多, 拓

扑相变伴随的磁子热霍尔系数突变正是发生在起

伏处附近, 即引入层间交换耦合相互作用  和 

增大了系统发生拓扑相变的机会. 

3.4    磁子能斯特效应

磁子能斯特效应是磁子系统中另一个重要的

热磁效应 [81,82]. 具体是指当在磁性材料中施加温度

梯度时, 磁子会受到热能的影响而产生分布不平

衡, 这种不平衡会导致磁子在不同温度区域之间产

生流动, 进而产生磁子流, 最终磁子流会在材料中

诱导出一个垂直于温度梯度的横向自旋流 [83,84], 其

数学表达式可以写成如下形式: 

σxy = − kB

(2π)2ℏ

∑
α=m,n

∫
d2kc1 (nα)Ωα (k), (11)

nα = f (εα (k)) =
[
eβεα(k) − 1

]−1

β = 1/kBT c1(w) = (1 + w) log(1+

w)− w logw J0

J0

其中   是玻色-爱因

斯坦分布函数,   ,  

 
[16]. 为了研究  对双层蜂窝状铁磁体

系统中能斯特效应的影响, 本文绘制了不同   强

度下的能斯特系数随温度变化曲线, 如图 8(a)所示.

J0

J0

J0

图中磁子能斯特系数随温度变化曲线表现

出与磁子热霍尔系数随温度变化曲线类似的现象:

在不同的   强度下 , 虽然都会随着温度的升高

从零开始逐渐增大, 最后趋于稳定, 但最后达到

的值是不同的 , 并且曲线的相对位置出现了变

化. 通过绘制磁子能斯特系数随   强度变化曲线

(图 8(b)), 可以发现随着  强度的增大, 磁子能斯

特系数同样未出现“符号反转”的现象, 而是在系统

发生拓扑相变时, 磁子能斯特系数变化曲线会发生

突变. 

4   总结与展望

J0

J1 J2

J0 J0 = 0.245 J0 =

本文主要研究了层间铁磁耦合的双层蜂窝状

海森伯铁磁体中层间交换耦合相互作用  对系统

拓扑相的影响, 还研究了层间交换耦合相互作用

 、  强度和层间易轴各向异性相互作用强度对

该拓扑相变发生的影响. 层间铁磁耦合的双层蜂窝

状海森伯铁磁体系统类似于 AB堆叠双层石墨烯,

具有非平庸拓扑磁子带和贝里曲率, 本文首先给出

了线性自旋波近似下系统哈密顿量矩阵的具体形

式, 并绘制了相应的磁子色散关系曲线和带隙图.

从图中观察到当   强度达到   和  
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图  8    (a) 不同   强度下的磁子能斯特系数随温度变化

曲线 , 其他参数设置为   ; (b) 磁子能

斯特系数随   强度变化曲线

J0 Γ ′=0.1, J1 = J2 = 0

J0

Fig. 8. (a)  Magnon  Nernst  conductivity  as  a  function  of

temperature under  different  intensity  of  interlayer   ex-

change coupling interaction    with   ;

(b)  magnon  Nernst  conductivity  as  a  function  of  different

intensities of interlayer exchange coupling interaction   .

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 13 (2024)    137501

137501-11

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


0.505

J0

J0

 时, 能带 1和能带 2、能带 3和能带 4会在狄

拉克点 K 和 K'处依次出现闭合-重新打开的现象,

由此推断层间交换耦合相互作用  增强的过程中

系统发生了拓扑相变. 并且随着层间易轴各向异性

相互作用的增强, 带隙闭合所需的   强度也会逐

渐增大, 这表明增强层间易轴各向异性相互作用可

能会阻碍双层蜂窝状铁磁体发生拓扑相变.

J0

J0

J0

J1 J2

Γ ′

J1 J2

然后, 为了验证系统在上述过程中发生了拓扑

相变, 本文计算了该过程中能带对应的贝里曲率和

陈数, 并绘制了相应的图像. 贝里曲率图像显示该

过程中的贝里曲率符号在能带发生闭合-重新打开

现象对应的   强度临界值前后发生了反转, 并且

双层蜂窝状铁磁体系统在第一布里渊区内的贝里

曲率主要由狄拉克点贡献. 陈数变化曲线显示双层

蜂窝状铁磁体系统中能量值为正的 4条磁子能带

对应的陈数之和为零, 且各磁子能带对应的陈数是

单层的两倍, 能带 1和能带 2、能带 3和能带 4对

应的陈数发生变化时所需的  强度临界值与磁子

能带闭合-重新打开现象发生时一致. 这些研究结

果证明了一定强度的层间交换耦合相互作用  可

以使层间铁磁耦合的双层蜂窝状铁磁体发生拓扑

相变. 此外, 在引入   和   两种层间交换耦合相

互作用和层间易轴各向异性相互作用后, 发现增强

双层蜂窝状铁磁体中的层间易轴各向异性相互作

用   会阻碍系统发生拓扑相变, 而层间交换耦合

相互作用  和  的引入会在双层蜂窝状铁磁体中

产生丰富的拓扑相.

J0

J0

J0

Γ ′

J1 J2 J0

最后, 本文讨论了层间交换耦合相互作用和层

间易轴各向异性相互作用对磁子热霍尔效应和能

斯特效应的影响. 研究结果表明该系统的磁子热霍

尔系数和能斯特系数在不同的   强度下, 随着温

度的升高都会达到饱和, 即趋于一个定值, 且两者

随  强度的变化曲线会在系统发生拓扑相变时的

 强度临界值前后发生突变, 但符号没有发生变

化. 这表明在双层蜂窝状铁磁体中, 系统发生拓扑

相变的标志和单层蜂窝状铁磁体不同, 不再是磁子

热霍尔系数符号的反转. 此外, 在系统中增强层间

易轴各向异性相互作用  会阻碍双层蜂窝状铁磁

体发生拓扑相变, 而引入层间交换耦合相互作用

 和   会增大   强度变化引起双层蜂窝状铁磁

体发生拓扑相变的机会.

本文研究成果能够对利用双层蜂窝状铁磁材

料制作新型电子自旋器件的相关实验提供理论支

撑, 通过调节所需层间交换耦合相互作用的强度来

提高自旋电子器件的信息传输能力, 也能够为进行

其他双层铁磁系统的相关研究提供理论参考. 在相

关实验过程中, 可以通过调节层间间距来实现对层

间交换耦合相互作用强度的调控. 层间交换耦合相

互作用强度描述的是不同层之间磁矩的相互耦合

强度, 其与层间间距的关系在一定程度上可以用指

数衰减或幂律衰减来近似描述, 即层间交换耦合相

互作用强度随着层间间距的减小而增大, 但增大的

速度会逐渐减缓. 具体来说, 当层间间距非常小时,

由于磁矩之间的直接相互作用变得非常强烈, 因此

会导致层间交换耦合相互作用强度迅速增大. 然

而, 随着层间间距的进一步减小, 磁矩之间的相互

作用可能受到其他因素的影响, 如电子云的重叠,

轨道杂化等, 这些因素可能会限制层间交换耦合相

互作用强度的进一步增大. 相反, 当层间间距增大

时, 磁矩之间的相互作用距离变长, 此时层间交换

耦合相互作用强度会显著减小. 而在层间间距较大

时, 由于磁矩之间的相互作用已经非常微弱, 因此

层间交换耦合相互作用强度的变化可能不再显著,

并且此时的层间交换耦合相互作用强度几乎可以

忽略不计 [85,86]. 我们预期在之后的研究中, 将继续

深入探究双层铁磁材料的拓扑量子物性, 积极为高

质量的器件制备方法和调控技术提供理论支撑, 进

一步推动拓扑磁性材料理论研究 [87–89] 的发展.
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Abstract

Layered  magnetic  topological  materials  are  material  systems  that  exhibit  both  magnetic  ordering  and

topological  properties  in  their  smallest  two-dimensional  units.  Studying  these  systems  may  lead  to  the

observation  of  new  physical  properties  and  phenomena,  which  has  attracted  considerable  attention  from

researchers.  The  effect  of  interlayer  exchange  coupling  interactions  on  bilayer  honeycomb  Heisenberg

ferromagnets  with  interlayer  coupled  topological  phase  is  investigated  by  using  linear  spin  wave  theory.  The

influence of  introducing two additional  types  of  interactions,  i.e.  interlayer  exchange coupling interaction and

interlayer easy-axis anisotropy interaction, on the topological phase transition are also explored in this work. By

calculating the magnon dispersion relations at various interlayer exchange coupling interaction intensities, it is

found that the band gaps of high energy band and low energy band both close and reopen at the Dirac points

when the system reaches the critical value of interlayer exchange coupling interaction. In magnon systems, such

physical phenomena typically relate to topological phase transitions. When calculating the Berry curvature and

Chern numbers for  the bands in the aforementioned process,  it  is  found that the sign of  the Berry curvature

reverses  and  the  Chern  numbers  change  when  the  critical  value  of  interlayer  exchange  coupling  interaction

strength is reached, confirming that a topological phase transition occurs indeed. Introducing two other types of

interlayer exchange coupling interactions in this process can lead various novel  topological  phases to occur in

the system. The enhancement of interlayer easy-axis anisotropy interactions is likely to impede the topological

phase  transitions  occurring  in  the  system.  We  find  that  a  major  distinction  between  bilayer  honeycomb

ferromagnets and their single-layer counterparts lies in the fact that during a topological phase transition, the

sign of the magnon thermal Hall coefficient does not change; on the contrary, abrupt shift in the thermal Hall

coefficient curve occurs which can be seen as an indicator of topological phase transition of bilayer honeycomb

ferromagnets, and is also reflected in the change in magnon Nernst coefficient. The research results of this work
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can provide theoretical support for developing novel spintronic devices with enhanced information transmission

capabilities by using bilayer honeycomb ferromagnetic materials, and can also provide theoretical reference for

studing other bilayer ferromagnetic systems.

Keywords: bilayer ferromagnet, topological physics, tnterlayer exchange coupling, linear spin wave theory
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