
 

一维非厄米十字晶格中的退局域-局域转变*
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本文研究了在具有平带的一维非厄米十字晶格中引入准周期调制所诱导的退局域-局域的转变. 通过解

析推导和数值分析分形维度和能谱的实复转变, 发现在非厄米单平带十字晶格中引入对称的准周期调制会

引起扩展相到局域相的转变, 而反对称准周期调制能够诱导出精确的迁移率边. 在非厄米全平带十字晶格中,

对称的准周期调制情况下, 系统一直处于局域相, 当引入反对称的准周期调制时, 系统具有从多重分形相到

局域相的转变. 该研究结果为非厄米平带的局域化性质研究提供了参考.
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1   引　言

Ec

局域化现象的研究是凝聚态物理中最为重

要且古老的问题之一. 早在 1958年, Anderson[1]

首次提出了安德森局域化现象, 即物质波在无序环

境中出现的局域化行为. 这一现象随后在冷原子 [2]、

声波 [3]、微波腔 [4] 等多个平台中被观测到. 根据标

度理论, 在一维和二维系统中引入任意小的随机无

序都将导致安德森局域化的发生, 而在三维随机无

序系统中, 存在一个扩展态到局域态的能量转变

 , 被称为迁移率边 [5]. 迁移率边对理解系统许多

行为起着至关重要的作用, 如导电性 [6] 和热电响应 [7]

等. 在高维系统中研究迁移率边有很大的困难, 人

们把目光放到一维和二维系统中. 在低维系统中,

寻找具有精确解迁移率边的系统可以加深对系统

局域化性质的理解. 不同于传统的引入随机无序的

模型, 具有准周期调制的一维 Aubry-André (AA)

模型在有限的在位势振幅下表现出金属-绝缘体转

变 [8], 其所有本征态从扩展态转变到局域态, 这是

由其自对偶性质所引起的 [9]. 在此基础上, 通过引

入能量相关的自对偶机制或者利用数学工具, 在低

维系统中可以设计出具有精确迁移率边的各种广

义 AA模型. 例如, 具有精确迁移率边的二维 AA

模型 [10], 具有长程跃迁的一维 AA模型 [11] 和一种

具有独特在位非公度调制的一维 AA模型 [12] 等.

另一个重要的例子为具有平带的体系, 其本征态由

于宏观简并性导致存在紧凑局域态 (compact

localized state, CLS)[13–15], 表现为波函数的占据被

限制在有限的格点 [16], 并且平带系统可以根据

CLS占据晶胞的个数 U 来进行分类. Flach组 [17–20]

与 Ahmed组 [21] 通过在厄米的平带系统中引入准

周期调制来打破其宏观简并性, 实现了迁移率边的

精确设计.

近年来, 非厄米系统由于展现出与厄米系统巨

大的差异, 从而在实验和理论领域都引起了极大关
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注 [22–25]. 例如, 非厄米趋肤效应 [26–28]、体边对应的

破坏以及边界条件依赖的特性等. 非厄米性和无序

效应之间的结合为局域化特征带来了全新的研究

思路 [29–31]. 例如, 一维的具有随机无序的非互易

Hatano Helson模型 [29–31], 展现了扩展相到局域相

的转变, 而在广义非厄米 AA模型 [23,24] 中检测到

实复转变、拓扑相变和局域化转变的一致性等. 非

厄米效应在无序系统中对局域化转变的影响, 引起

了人们极大的兴趣, 促使我们思考: 在非厄米平带

系统中, 通过引入准周期调制是否可以如厄米情况

下一样诱导出精确的局域化转变？本文将研究在

非厄米平带系统中引入准周期调制, 讨论不同类型

的调制对平带系统的局域化行为的影响. 

2   理论模型

L = 2N

JL(JR)

本文研究了一个由 N 个晶胞（   格点）

构成的一维非厄米十字晶格, 如图 1(a)所示. 其中

虚线框表示由 a 和 b 两种子格所构成的一个晶胞.

 表示胞间向左（向右）跃迁强度, 其中 A 取

“1”或者“–1”, t 表示胞内跃迁强度. 在紧束缚近似

下, 系统的本征值方程为 

Eψn = −V̂ ψn − T̂1ψn−1 − T̂2ψn+1 + ε̂nψn, (1)

其中, 

V =

(
0 t

t 0

)
, T1 =

(
JR AJR

JR AJR

)
,

T2 =

(
JL JL

AJL AJL

)
, (2)

ψn = (an, bn)
T

JL = Jeh, JR = Je−h

J = 1

ε̂n

ε̂n = diag(εan, εbn) εβn

(β = {a, b}) εβn =

λβ cos(2παn+ ϕβ) λβ

ϕβ β α

α = (
√
5− 1)/2 ϕa = 0 λa=λb=λ ⩾ 0

  表示第 n 个晶胞的本征矢量. 非互

易跃迁强度为   , 其中 J 为非

厄米跃迁强度, 设为能量单位   , h 为虚规范

势用来控制系统中非厄米效应的强弱 . 哈密顿

量 (1)式中的   为引入的准周期调制势, 选为对

角矩阵  . 本文考虑准周期调制势 

 对非厄米平带系统的影响, 定义为 

 . 这里,   为准周期调制的强度,

 是   依赖的相移,    为无理数. 不失一般性, 设

 ,   , 并且要求  .

A = 1

E0 = −t, E1 = 4 cos(k − ih) + t E0

在没有无序的情况下, 非厄米十字晶格在周期

边界条件下具有两条能带. 当   时, 系统的色

散关系为   , 其中  

A = −1

E− = −
√
t2 + 4,

E+ =
√
t2 + 4 A = 1

E0

U = 1

A = −1

ρ
(l)
n =∑

β∈{a,b}
|ψ(l)

n,β |
2

ψ
(l)
n,β

不依赖于波矢 k 的取值为一条平带, 而当  

时 , 此时系统中存在两条平带 :   

 . 当   时, 系统具有一条平带和

一条色散带, 并且平带  中所对应的 CLS占据一

个晶胞的两个格点 [16], 如图 1(b)所示, 属于 

类平带模型 . 当   时 , 系统具有两条平带 ,

并且两条平带所对应的 CLS都占据两个晶胞的

四个格点, 如图 1(c)所示, 属于 U = 2类平带模

型. 这里 U 表示一个 CLS占据晶胞的个数, 可以用

来对平带系统进行分类 [32]. 由于非互易跃迁的存

在, 色散带中的态在开边界条件下表现出非厄米

趋肤效应. 图 1(d)展示了在开边界条件下, 色散带

中全部本征值所对应波函数的密度分布  

 ,   表示第 l 个本征态的第 n 个

晶胞中 β格点的归一化概率振幅. 如图 1(d)所示,

色散带中的不同态具有非厄米趋肤效应.

Û

对晶胞进行局域坐标变换 , 将晶格旋转为

Fano缺陷形式 [32,33], 其旋转矩阵为  , 定义为 
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图  1    干净晶格情况　(a) 一维非厄米十字晶格示意图 ;

(b)   类非厄米十字晶格的 CLS占据; (c)   类非

厄米十字晶格的 CLS占据; (d)开边界条件下,   类十

字晶格色散带中所有本征态的密度分布   . 这里的参数

选取   ,   ,  

U = 1

A = 1 U = 2

A = −1

ρ
(l)
n

h = 0.6 t = 2 L = 100

Fig. 1. Crystalline  case:  (a)  Schematic  diagram of  the  one-

dimensional non-Hermitian cross-stitch lattice; (b) CLS oc-

cupations  of  the      class  non-Hermitian  cross-stitch

lattice  with    ;  (c)  CLS  occupations  of  the   

class  non-Hermitian  cross-stitch  lattice  with    ;

(d) density distributions     for all the eigenstates in dis-

persive  bands  of  the  cross-stitch lattice  under  open   bo-

nudary conditions. Here,   ,   ,   .
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(
pn

fn

)
=Û

(
an

bn

)
, Û =

1√
2

(
1 1

1 −1

)
. (3)

φn = (pn, fn)
T

εβn ε±n =

(εan ± εbn)/2

  为旋转后第 n 个晶胞的本征矢

量 . 这一局域变换将原来的在位势   变为  

 . 可以看出, 通过旋转, a 和 b 格间的调

制具有显著的相关性, 本文选取两种不同情况进行

讨论, 即: 

Symmetric : ϕb = 0 ⇔ ε−n = 0,

Antisymmetric : ϕb = π ⇔ ε+n = 0. (4)

D
(l)
2 = − ln I(l)2

lnL
I
(l)
2 =

∑N

n=1

∑
β∈{a,b}

∣∣∣ψ(l)
n,β

∣∣∣2q
D

(l)
2 → 0

I
(l)
2

D
(l)
2 → 1 I

(l)
2

L→ ∞
D

(l)
2 ∈ (0, 1)

I
(l)
2

MIPR =
1

L

∑L

l=1
I
(l)
2

f(1/L) = ã× (1/L)b̃ + c̃

ã b̃ c̃

b̃→ 0 c̃

b̃→ 1 c̃→ 0 b̃ ∈ (0, 1)

c̃→ 0

为了表征波函数的局域化性质, 可以计算第

l 个波函数的分形维度     [34–36], 其中

 为第 l 本征态的逆

参与率. 对于局域态, 分形维度   , 逆参与

率   为一个不依赖尺寸的有限值. 对于扩展态,

分形维度值  , 逆参与率  在热力学极限

下趋近于零. 而对于中间情况, 在  的极限下

 , 此时对应于扩展但非遍历的多重分

形态, 其逆参与率   在热力学极限下趋于零. 为

了进一步验证系统中多重分形的区域的存在, 定义

平均逆参与率   
[37]. 通过标度

分析, 可以使用函数   进行

拟合, 得到相应的拟合参数  ,   和  . 对于完全局

域化区域,   ,   为有限值. 对于完全扩展区域,

 且  . 系统处于多重分形区域时,  

并且   . 另外, 最近很多非厄米推广的 AA模

型被广泛研究, 人们发现波函数的局域化转变与能

谱的实复转变具有一一对应的关系. 因此通过观测

能谱中的实复变化也可以用来表征退局域-局域的

转变 [38].

h = 0.6 t = 2

作为一个具体的例子, 本文选取周期边界条件

下,   和  进行讨论. 

3   局域化性质
 

U = 13.1      类十字晶格

U = 1

A = 1

首先考虑  类非厄米十字晶格, 即对于哈

密顿量 (1)选取  , 那么相应本征方程为 

(E + t)pn = ε+n pn + ε−n fn − 2(e−hpn−1 + ehpn+1),

(E − t)fn = ε+n fn + ε−n pn. (5)

ϕb = 0对于准周期调制为对称的情况, 即  , 方

程 (5)变成: 

(E + t)pn = ε+n pn − 2(e−hpn−1 + ehpn+1),

(E − t)fn = ε+n fn. (6)

fn pn

σp σf σf E = ε+n+

t σp

很容易看出,    与   是解耦的, 此时产生了

两个独立的谱:   和  . 能谱属于  时,  

 , 相应的波函数都是局域的. 而能谱  所对应的

本征方程变为 

(E + t)pn = λ cos(2πnα)pn − 2(e−hpn−1 + ehpn+1).
(7)

λc1 = 4M M = max{eh, e−h}
σp

A = 1

σp D
(l)
2 ln |Im(E)|

Re(E) λ

σf σp σf

σf σf

[−λ+ t, λ− t]

λ = 5 λ = 10 σp

这是一个非互易的 AA模型 [26], 其局域化转

变点为  , 其中  . 可以看

出,    谱具有退局域-局域转变, 但是系统中不存

在迁移率边, 这一点也可以从图 2观察到. 图 2(a)

和图 2(b)分别展示了当   时准周期调制为对

称情况下的  中分形维度  和能量虚部 

随着能量实部  和无序强度  的变化情况. 由

于谱  和  是相互独立的, 且谱  是局域的, 图 2

省略了谱  的部分, 仅在图中用虚线标出谱  的

边界  . 图 2(a)和图 2(b)中黑色实线

对应于解析推导的退局域-局域的转变点, 它和数

值结果符合得很好 . 图 2(c)—(d)分别展示了当

 和   时,    所对应的能谱的情况. 可以

看到在扩展相, 系统的能谱展现了圈状结构, 通过

选取合适的能量参考点, 其相应的缠绕数为非零整

数, 对应于具有非平庸的拓扑. 而系统处于局域相

时, 其本征值都为实数, 相应的缠绕数为零, 对应

于具有平庸的拓扑. 由此可见, 系统的局域化性质

与能谱的拓扑性质有极大的关系 [39]. 这一现象在

后面的例子中同样出现.

ϕb = π对于准周期调制为反对称情况时, 即   ,

方程 (5)变成: 

(E + t)pn = ε−n fn − 2(e−hpn−1 + ehpn+1),

(E − t)fn = ε−n pn. (8)

ε−n ̸= 0 E = t pn = fn =

0 E = t (pn, fn) = (0, 0)

A = 1

D
(l)
2

ln |Im(E)| Re(E)

λ

pn fn

因为  , 在平带能量  处有 

 , 即在  时, 仅只有平庸态  满

足方程 (8). 图 3(a)和图 3(b)分别展示了当 

时, 准周期调制为反对称情况下的分型维度  和

能量虚部   随着能量实部   和无序强

度  的变化情况. 图中可以清晰地观察到迁移率边

的存在. 为了解析得到迁移率边, 将  用  替换,
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ε−n = λ cos(2πnα)并代入  得到:  [
E + t

2
− λ2

4(E − t)

]
pn

=
λ2

4(E − t)
cos(2πnα)pn

− (e−hpn−1 + ehpn+1). (9)

这样一个非互易的 AA模型, 其迁移率边为

λc2 = 2
√

2 |E − t|M  . 从图 3可以看出, 系统的局

域化转变和能谱的实复转变是一致的, 并且解析的

迁移率边结果与数值结果符合得很好.
 

U = 23.2      类十字晶格

U = 2接下来考虑  类非厄米十字晶格, 即对于
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图 2    对称情况时,    类非厄米十字晶格的局域化性质　(a)   谱的分型维度   随着能量实部   和无序强度   的

变化 , 颜色表示分形维度   的大小 . (b)    谱的能量虚部   随着能量实部   和无序强度   的变化 , 颜色表示

 的大小, 实线表示扩展-局域转变,   被省略, 边界用虚线表示. (c)  时,   所对应的能谱. (d)  时,   所对

应的能谱. 这里  

U = 1 σp λ

D
(l)
2 ln |Im(E)| σp λ Re(E)

ln |Im(E)| σf

σp λ = 5

σp λ = 10 L = 1000

Fig. 2. Symmetric case of the    class non-Hermitian cross-stitch lattice: (a) Real part of the spectrum    as a function of   ,

where the color denotes the value of the fractal dimension    . (b)     of     as a function of     and    , where the

color  denotes  the  value  of    .  Black  solid  lines  represent  the  delocalization-localization  transition.  The  spectrum      is

omitted, but its boundaries are indicated by black dashed lines. (c) Energy spectrum of     with    . (d) Energy spectrum of

  with   . Here,   .
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图  3    反对称情况时 ,     类非厄米十字型晶格的局域化　(a)分型维度   随着能量实部   和无序强度   的变化 ;

(b)能量虚部   随着能量实部   和无序强度   的变化. 实线表示迁移率边. 这里  

U = 1 D
(l)
2 λ

D
(l)
2 ln |Im(E)| λ Re(E)

ln |Im(E)| L = 1000

Fig. 3. Antisymmetric  case  of  the      class  non-Hermitian cross-stitch lattice:  (a)     of  the  spectrum as  a  function of    ,

where the color denotes the value of the fractal dimension    ; (b)     of the spectrum as a function of     and    ,

where the color denotes the value of   . The black solid lines represent the mobility edges. Here,   .
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A = −1哈密顿量 (1)选取  , 相应的本征方程为 

(E + t)pn = ε+n pn + ε−n fn − 2e−hfn−1,

(E − t)fn = ε+n fn + ε−n pn − 2ehpn+1. (10)

ϕb = 0当  时, 即对称调制情况, 根据方程 (10),

胞内和胞间的几何信息可以写成矩阵形式: 

V̂ (1) =

(
t 0

0 −t

)
, T̂

(1)
1 =

(
0 2e−h

0 0

)
,

T̂
(1)
2 =

(
0 0

2eh 0

)
. (11)

晶格本征方程类似于方程 (1): 

Eφn = −
[
V̂ (1)φn + T̂

(1)
1 φn−1 + T̂

(1)
2 φn+1

]
+ ε̂(1)n φn. (12)

ε̂
(1)
n = diag(ε+n , ε+n )

φ̃n=(pn, fn−1)

对应的在位调制矩阵为  . 考

虑一个新变换, 即定义一个新的晶胞  .

通过这一变换可以使 CLS处于一个晶胞中, 相应

的胞内胞间的几何信息变为 

V̂ (2) =

(
t 2e−h

2eh −t

)
, T̂

(2)
1 =

(
0 0

0 0

)
,

T̂
(2)
1 =

(
0 0

0 0

)
. (13)

其对应本征方程为
 

Eφ̃n = −
[
V̂ (2)φ̃n + T̂

(2)
1 φ̃n−1 + T̂

(2)
2 φ̃n+1

]
+ ε̂(2)n φ̃n, (14)

ε̂
(2)
n = diag(ε+n , ε

+
n−1)其中   . 很容易看到 , 本征方

程 (14)中相邻晶胞之间的跃迁消失, 跃迁项仅存

在于单个晶胞内部. 这表明即使存在准周期调制,

系统中所有的本征态都是局域的.

ϕb = π U = 2当  时, 对应于  类十字晶格的反对

称情况, 方程 (10)变成:
 

(E + t)pn = ε−n fn − 2e−hfn−1,

(E − t)fn = ε−n pn − 2ehpn+1. (15)

fn pn将  用  代替, 方程 (15)变成一个非厄米的
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图 4    反对称情况时,   类非厄米十字晶格的局域化　(a)分型维度   随着能量实部   和无序强度   的变化, 颜色表

示分形维度   的大小. (b)能量虚部   随着能量实部   和无序强度   的变化, 颜色表示   的大小, 实线表

示多重分形-局域的转变, 这里   . (c)多重分形区域的MIPR标度分析, 插图为局域区域的MIPR标度分析

U = 2 D
(l)
2 λ

D
(l)
2 ln |Im(E)| λ Re(E)

ln |Im(E)|
L = 1000 λ

λ = 10

Fig. 4. Antisymmetric case of     non-Hermitian cross-stitch lattice: (a)     of the spectrum as a function of     and Re(E),

where the color denotes the value of the fractal dimension    . (b)     of the spectrum as a function of     and    ,

where  the  color  denotes  the  value  of    .  The  black  solid  lines  represent  the  multifractal-to-localized  transition.  Here,

 . (c) The MIPR scaling of multifractal regions for different   . The inset shows the MIPR scaling of localized regions for

 .
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非对角调制 AA模型, 其本征方程为  (
E2 − t2 − 4

2λ
− λ

4

)
pn

=
λ

4
cos(4πnα)pn−

{
eh cos(2πnα)pn+1

+ e−h cos[2π(n− 1)α]pn−1

}
. (16)

λc3 = 4M

U = 2

D
(l)
2

ln |Im(E)| Re(E)

λ

1/L λ < λc3 λ = 1

ã = 0.611 b̃ = 0.703

c̃→ 0 λ = 5

ã = 0.8792 b̃ = 0.750 c̃→ 0

λ > λc3 λ = 10

根据文献 [35, 36, 38], 该类模型展示了一个

由多重分形到局域的转变 , 转变点为   .

图 4(a)和图 4(b)分别展示了  类非厄米十字

晶格在反对称准周期调制情况下, 分形维度  和

能量虚部   随着能量实部   和无序强

度  的变化情况. 解析的局域化转变点如图 4(a)和

图 4(b)中实线所示, 与数值结果一致. 为了验证系

统中存在多重分形相, 图 4(c)展示了 MIPR的标

度随尺寸   变化的情况. 当   , 选取  

时, MIPR相应的拟合参数    ,    ,

以及    , 当   时, MIPR标度的拟合参数

 ,   , 以及   , 表明此时对应

于系统处于多重分形相. 而当  时 (  ),

MIPR展示了一个不依赖系统尺寸的行为, 如图 4(c)

中插图所示, 表明此时系统处于局域相. 

4   结　论

U = 1

U = 2

U = 1

U = 2

本文研究了准周期调制势的对称性对  

和   类具有平带的一维非厄米十字晶格的局

域化的影响. 在  类十字晶格中引入对称的准

周期调制, 系统展示出两类谱的解耦, 一类对应于

全局域态, 另一类存在解析的扩展-局域的转变; 而

反对称的准周期调制会诱导出精确的迁移率边. 在

 类十字晶格中, 对称性的准周期调制不会改

变系统的局域化性质, 即系统始终处于局域相, 而

反对称的准周期调制会诱导出精确的多重分形-局

域转变.
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Abstract

Ĥ =
∑
n

[
t(a†

nbn + b†nan) + Jeh
(
a†
nbn+1 + a†

nan+1 +Ab†nan+1 +Ab†nbn+1

)
+ Je−h

(
Aa†

n+1bn + a†
n+1an + b†n+1an +Ab†n+1bn

)]
A = ±1 E0 = −t,

E1 = 4 cos(k − ih) + t

E± = ±
√
t2 + 4

εβn = λβ cos(2παn+ ϕβ)

β = {a, b}
ln |Im(E)|

U = 1 σf σp

σf σp λc1 = 4M

M = max{eh, e−h}
λc2 = 2

√
2|E − t|M

λc3 = 4M

In this work, we investigate the influence of quasi-periodic modulation on the localization properties of one-

dimensional  non-Hermitian  cross-stitch  lattices  with  flat  bands.  The  crystalline  Hamiltonian  for  this  non-

Hermitian cross-stitch lattice is given by:

　 　

with    .  When  A  =  1,  the  clean  lattice  supports  two  bands  with  dispersion  relations   

 . The compact localized states (CLSs) within the flat band E0 are localized in one unit cell,

indicating that the system is characterized by the U = 1 class. Conversely, for A = –1, there are two flat bands

in the system:    . The CLSs within the flat bands are localized in two unit cells, indicating that

the system is marked by the U = 2 class. After introducing quasi-periodic modulations   

(  ),  delocalization-localization  transitions  can  be  observed  by  numerically  calculating  the  fractal

dimension D2 and imaginary part of the energy spectrum   . Our findings indicate that the symmetry of

quasi-periodic modulations plays an important role in determining the localization properties of the system. For

the case of    , the symmetric quasi-periodic modulation leads to two independent spectra     and    . The

   retains  its  compact  properties,  while  the      owns  an  extended-localized  transition  at      with

 .  However,  in  the  case  of  antisymmetric  modulation,  the  system exhibits  an  exact  mobility

edge    . For the U = 2 class, all the eigenstates remain localized under any symmetric quasi-

periodic modulation. In the case of antisymmetric modulation, all states transition from multifractal to localized

states  as  the  modulation  strength  increases,  with  a  critical  point  at    .  This  work  expands  the

understanding of localization properties in non-Hermitian flat-band systems and provides a new perspective on

delocalization-localization transitions.
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