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基于目前超冷原子系统中模拟能带拓扑和动力学量子相变的有关实验进展, 设计出一个时间周期驱动

的一维拉曼晶格系统来模拟动力学拓扑现象 . 利用振幅周期调制的拉曼光束耦合类碱土   原子的

 能级可以实现所需要的周期驱动拉曼晶格系统. 时间周期系统的单带紧束缚近似哈密顿量通过特

定变换可以解析求得有效 Floquet哈密顿量和微动算符 (micromotion operator), 从而可以在一维晶格系统中

研究任意驱动频率下 Floquet动力学量子相变和动力学斯格明子结构出现的条件. 结果表明, 拓扑非平庸的

有效 Floquet哈密顿量是系统出现 Floquet动力学量子相变的充分不必要条件, 并且可以保护 Floquet微动过

程中的动力学斯格明子结构.
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1   引　言

近年来, 在凝聚态物质之外的体系中研究拓扑

相及拓扑相关的现象是拓扑物态领域的一个重要

研究方向. 随着超冷原子[1–6]、光子[7–11]、固态自旋[12,13]

和超导量子比特 [14,15] 等量子模拟平台的迅速发展,

具有拓扑能带及拓扑特性的人工拓扑体系相继在

这些平台上得以实现. 此外, 这些高度可控的人工

拓扑体系使得非平衡动力学过程中的拓扑现象的

实验研究成为可能 [16–45], 而这些动力学拓扑现象

一般很难在传统凝聚态体系中实现. 典型的动力学

拓扑现象, 如动力学量子相变 [16–25]、能带反转面 [26,27]

及动量-时间域上的动力学斯格明子结构 [28–30] 等,

实验上通常可以通过量子淬火过程来实现. 淬火前后

哈密顿量的拓扑性质与量子淬火过程中构建的动

力学拓扑结构存在密切关系 [19,22,23]. 譬如, 系统初

始时刻制备到某一个具有拓扑平庸属性的哈密顿

量基态, 通过量子淬火, 系统接下来将在另一个末

态哈密顿量作用下演化, 末态哈密顿量的拓扑性质

可以根据淬火过程中的动力学拓扑结构推断出来.

除此之外, 时间周期驱动的 Floquet系统中也

存在动力学拓扑现象 [35–45]. 2019年, Wang等 [38] 在

单光子分立时间量子行走实验中实现了 Floquet动

力学量子相变, 这个实验将 Floquet动力学看作有

效哈密顿量淬火过程中的频闪式量子模拟而不需

要关注微动动力学过程. 随后, Floquet微动过程

中的动力学量子相变在零维固态自旋系统中得以

实现 [39]. 研究结果表明, Floquet系统存在拓扑非平

庸的有效 Floquet哈密顿量是该系统发生 Floquet
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动力学量子相变的充要条件. 2022年, 我们设计出

了一个时间周期的一维拉曼晶格耦合模型, 在一维

系统中研究了 Floquet微动过程中的动力学量子

相变 [45]. 由于无法解析求得该系统 Floquet态随时

间的演化, 我们在高频极限下研究了该系统有效哈

密顿量拓扑性质与系统出现 Floquet动力学量子

相变及动力学斯格明子结构间的关系.

171Yb
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G(t) = ⟨Ψ(0)|Ψ(t)⟩

在这一背景下, 本文设计了另外一个可以解析

求解 Floquet态演化的时间周期驱动拉曼晶格

系统, 从而可以在任意频率下研究一维系统中的

Floquet动力学量子相变和动力学斯格明子结构.

首先利用周期调制的拉曼光束耦合类碱土  原

子   能级实现时间周期拉曼晶格系统, 得

到系统在单带紧束缚近似下的哈密顿量. 将该系

统哈密顿量变换至准动量空间 , 可以解析求得

Floquet态随时间的演化. 形式上, 动力学量子相变

出现的条件是 Loschmidt振幅  

在临界时间处变为零. 因此, 根据 Floquet态演化

的解析表达式可以得到 Floquet动力学量子相变

的参数条件, 并进一步研究该系统中有效哈密顿量

与 Floquet动力学量子相变间的关系. 

2   理论模型

ℏ = 1

考虑将时间周期调制引入拉曼晶格势中, 可以

实现如下周期驱动的哈密顿量 (为简便起见, 后面

所有的公式中令  ): 

H =
p2x
2m

+ Vlatt(x) +
δ

2
(| ↑⟩⟨↑ | − | ↓⟩⟨↓ |)

+
{
[M1(x, t) + iM2(x, t)]| ↑⟩⟨↓ |+ H.c.

}
, (1)

σ ∈ {| ↑⟩, | ↓⟩}
p2x/(2m)

Vlatt(x) = V0 cos2(πk0x) M1(x, t) =

M1 sin(ωt)eiπk0x M2(x, t) =M2 cos(ωt)eiπk0x

这里   表示原子内部两个自旋自由

度 ,    是原子沿一维晶格 x 方向的动能 ,

 是一维晶格势 ,   

 和   是利

用时间周期调制和人工自旋轨道耦合效应产生的

时间周期拉曼势, ω是调制频率, δ是双光子失谐,

也看作是一个等效的塞曼场. 同时, 这里考虑 y 和

z 方向存在很深的束缚势, 相应的自由度被冻结,

因此不体现在方程 (1)中.
171Yb {1S0,3 P1}

171Yb I = 1/2

这里以   原子的   能级结构作为

具体实例, 来说明如何实现方程 (1)中的哈密顿量.

 原子核自旋  , 根据核自旋与电子总角

{1S0, 3P1}

| ↑⟩ = |1S0,mF =

1/2⟩ | ↓⟩ = |1S0,mF = −1/2⟩
E0x = ẑ|E0x| cos(πk0x)e−iω0t

F =1/2 ↔ F ′ =

3/2 ∼ 1

V0 =
∑

F ′
|Ω↑,F ′

0x |2/∆F ′ =
∑

F ′
|Ω↓,F ′

0x |2/∆F ′

Ωσ,F ′

0x σ =↑, ↓ ∆F ′

3P1
F ′ = 1/2, 3/2

动量耦合规则可知  态具有图 1所示的超

精细能级结构. 同时, 选取其基态超精细能级构成

哈密顿量 (1)中的两个自旋态:   

 和   . 一束线偏振大失

谐的驻波激光   (图中

未标出)产生沿 x 方向的一维背景光晶格, 这束驻

波场的频率相对于超精细能级  

 跃迁为   GHz的蓝失谐 , 相应的晶格深度

为  , 其

中   (  )和  是相应能级跃迁的拉比

频率和单光子失谐, 其中能级求和表示耦合跃迁涉

及超精细基态至   激发态所有相关的超精细态

 .

 
 

3P1

1S0
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图 1　激光与类碱土   原子相互耦合实现时间周期拉

曼晶格的原理图. F 和   分别是标记超精细基态和激发态

的量子数,   是超精细能级间距, x 轴为量子化轴

171Yb F ′

∆s

Fig. 1. Schematic illustration of a time-periodic Raman lat-

tice  realized  by  laser  coupling  to  alkaline-earth-like  atoms

 . F  and      are  the  quantum numbers  labeling  the

hyperfine ground states and excited states respectively,   

is  the  hyperfine  manifolds,  and the x  axis is  the  quantiza-

tion axis.
 

−x ω1

2 E1x = (ẑ + iŷ)|E1x|×
sin(ωt)ei(πk0x−ω1t) −y ω2

E2y = x̂|E2y|ei(πk0y−ω2t)

M1(x, t) =M1 sin(ωt)eiπk0x×

e−iπk0y M1=
∑

F ′
Ω↑,F ′

1x Ω↓,F ′

2y /∆′
F ′ ∆′

F ′

F ′

Ωσ,F ′

1x Ωσ,F ′

2y

|σ⟩ F ′

M2(x, t) =

M2 cos(ωt)eiπk0xeiπk0y E2y ω3

E3x = (ẑ − iŷ)i|E3x|×

一束沿  方向传播频率为  的蓝失谐 (失谐

大小约为  GHz)圆偏振激光 

 和一束沿  方向传播频率为 

的线偏振激光  通过双光子

拉曼过程产生拉曼势  

 ,    , 其中 ,   

是整个拉曼过程相对于激发态超精细能级   的

单光子失谐,    和   是相应的激光作用于

基态   和激发态   产生的拉比频率, 求和表示

要涉及所有激发态超精细能级. 方程 (1)中的 δ表

示这个拉曼过程的双光子失谐. 拉曼势 

 由光场   和频率为   沿

x 方向传播的圆偏振激光  
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cos(ωt)e−i(πk0x−ω3t)

M2 =∑
F ′
Ω↑,F ′

2y Ω↓,F ′

3x /∆′
F ′ Ωσ,F ′

3x

M1(x, t)

 通过另外一个双光子拉曼过程

产生, 如图 1中蓝色和绿色箭头所示. 其中  

 ,    是圆偏振激光与相

应能级耦合产生的拉比频率. 需要指出的是, 这里

的双光子失谐 δ与第一个拉曼过程中  的双

光子失谐大小完全一样.

δω = ω2 − ω1 = ω3 − ω2

|E1x| = |E3x|
|E0x| |E2y| |E1x| |E3x|
|E1x| |E3x|

e±ik0y

根据目前实验上的条件, 可以让这里所有的拉

曼光束都由同一个激光源产生, 通过声光调制器调

节它们之间的频率差为   ,

这样就可以保证两个拉曼过程具有相同的双光子

失谐. 同时, 根据下文讨论动力学拓扑现象的需要,

令  , 且可以通过调节光场强度使得光

场振幅   和   远大于   和   , 从而可

以忽略  和  产生的光偶极势. 综合以上由

不同激光作用于原子产生的背景光晶格和两个拉

曼过程, 再去掉不相关的相位因子  就可以实

现方程 (1)中的哈密顿量.

s

对于方程 (1)中的哈密顿量, 忽略能带间耦合

的影响, 只考虑  带的物理和最邻近格点间的耦合,

即做单带紧束缚近似. 利用文献 [46–48]中的近似

方法, 可以得到紧束缚哈密顿量: 

HT

= − ts
∑
j

(c†j,↑cj±1,↑ − c†j,↓cj±1,↓) +mz

∑
σ,j

ζσc
†
j,σcj,σ

+

∑
j

tso sin(ωt)(c†j,↑cj−1,↓ − c†j,↑cj+1,↓) + H.c.


+
∑
j

it′′so sin(ωt)(c
†
j,↑cj,↓ − c†j,↓cj,↑)

+

∑
j

it′so cos(ωt)(c
†
j,↑cj−1,↓ − c†j,↑cj+1,↓) + H.c.



−

∑
j

t′′′so cos(ωt)c
†
j,↑cj,↓ + H.c.

 , (2)

cj,σ

mz = δ/2 ζ↑,↓ = ± ts

tso t′′so M1

t′so t′′′so

M2

式中  是对应于第 j 个格点上自旋为 σ的原子湮

灭算符,    ,    .    是最邻近格点间

自旋守恒的耦合系数,    和   是与拉曼势   有

关的最邻近格点间自旋翻转耦合系数,   和  是

与拉曼势  有关的最邻近格点间自旋翻转耦合系

数. 需要指出的是, 这里的单带紧束缚近似成立的

前提是驱动频率远小于能谱的带隙, 以保证体系没

有产生显著的带间耦合效应, 因此后面的数值计算

V0 ≫ ω结果都需要满足参数条件  . 

3   Floquet动力学量子相变和动力学
斯格明子

 

3.1    有效 Floquet 哈密顿量

ck,σ =
1√
Nx

∑
j
e−ijkcj,σ

哈密顿量 (2)所刻画的时间周期驱动拉曼晶

格系统沿 x 方向具有空间平移不变性, 对其做傅里

叶变换  , 可得准动量空间

的 Bloch哈密顿量: 

H(k, t) = cos(ωt)[2t′so sin(k)− t′′′so ]σx

+ sin(ωt)[2tso sin(k)− t′′so]σy

+ [mz − 2ts cos(k)]σz. (3)

k ∈ [−π, π)

k0 = 1/d

无量纲的准动量  , 是真实准动量除

以单位元  (d 为晶格常数)以后的结果. 由

于不同 k 指标下的动力学相互解耦, 可以根据这个

时间周期的 Bloch哈密顿量研究系统的动力学拓

扑性质.

tso = t′so

M1 =M2

|E1x| = |E3x| t′′so = t′′′so

UR(t) = eiω(σ0−σz)t/2

为简便起见, 让哈密顿量 (3)中的耦合系数

 , 根据文献 [46–48]中耦合系数的定义式

可知此时的拉曼势   , 也就是要求光场

振幅   , 同时耦合系数   会自动

满足 . 在此条件下对哈密顿量 (3)做规范变换 ,

 , 可以得到一个不含时的 Bloch

哈密顿量: 

Heff ≡ U†
R(t)H(k, t)UR(t)− iU†

R(t)
d
dt
UR(t)

= hx(k)σx + hz(k)σz +
ω

2
σ0, (4)

hx(k) = 2tso sin(k)− t′′so hz(k) = mz − ω/2−
2ts cos(k)

其中   ,   

 . 这个不含时的哈密顿量 (4)式就是有效

Floquet哈密顿量, 相应的规范变换就是微动算符

(micromotion operator): 

Uk
F (t) ≡ UR(t) = eiω(σ0−σz)t/2. (5)

根据 Floquet理论, 时间周期的 Bloch哈密顿

量 (3)式对应于每个 k 指标下的 Floquet态随时间

演化满足: 

|ψ±
k (t)⟩ = e−iε±k tUk

F (t)|µ±
k ⟩, (6)

其中 

ε±k =
ω

2
±
√
h2x(k) + h2z(k) =

ω

2
± |εk|, (7)
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和
 

|µ+
k ⟩ =


hx(k)√

h2x(k) + (|εk| − hz(k))2

|εk| − hz(k)√
h2x(k) + (|εk| − hz(k))2

 ,

|µ−
k ⟩ =


− |εk| − hz(k)√

h2x(k) + (|εk| − hz(k))2

hx(k)√
h2x(k) + (|εk| − hz(k))2

 , (8)

Heff

Heff|µ±
k ⟩ = ε±k |µ

±
k ⟩ ±

Uk
F (t) = Uk

F (t+

nT ) |u±k (t)⟩ = Uk
F (t)|µ

±
k ⟩=

|u±k (t+ T )⟩

是有效 Floquet哈密顿量   的本征值和本征态,

即满足本征方程    (其中   是能

带指标). 微动算符具有时间周期性 

 , 这是导致 Floquet模  

 具有时间周期性的根本原因.

Heff

σyHeffσy = −Heff

h = (hx, hz)

由于有效 Floquet哈密顿量  具有手征对称

 . 因此, 随着 k 遍历整个布里渊区,

有效哈密顿量对应的矢量   在 x-z 平

面内形成一个椭圆轨迹. 特别是当轨迹绕过原点的

时候, 有效 Floquet哈密顿量具有拓扑非平庸的特

性, 如图 2(b)所示, 相应的拓扑不变量是绕数
 

ν =
1

2π

∫ π

−π
nh(k)×

d
dk

nh(k)dk, (9)

nh = h/|h| ν = 1

Heff

ν = 0

其中   . 图 2(b)中相应的绕数   , 此

时哈密顿量  具有非平庸的能带拓扑, 系统在开

边界条件下存在拓扑边缘态, 其 Floquet动力学在

周期性边界条件下同样会出现拓扑现象. 图 2(a)

和图 2(c)中椭圆轨迹不过原点, 因此绕数   ,

Heff哈密顿量  具有拓扑平庸的能带结构. 

3.2    Floquet 动力学量子相变

G(t) = ⟨Ψ(0)|Ψ(t)⟩
G(t)

tc

G(t)

根据动力学量子相变的有关理论, Loschmidt

振幅   是用系统任意时刻的演化

态向初态投影来定义的, 如果   在某一临界时

刻   变为零, 那么此时就出现了动力学量子相变.

目前关于动力学量子相变的研究主要集中在淬火

系统中, 同时这一现象也会出现在 Floquet动力学

过程中. Floquet系统中出现动力学量子相变的时

候,    会在一个周期的微动动力学过程中出现

零点, 并随时间呈现周期性变化.

|ψ−(t)⟩ =
∏

k
|ψ−

k (t)⟩假设系统初始处于  , Los-

chmidt振幅为 

G−(t) = ⟨ψ−(0)|ψ−(t)⟩ =
∏
k

G−
k (t), (10)

其中 

G−
k (t) = ⟨ψ−

k (0)|ψ
−
k (t)⟩ = e−iε−k t⟨µ−

k |U
k
F (t)|µ−

k ⟩

= e−iε−k t (|εk| − hz(k))
2 + h2x(k)eiωt

h2x(k) + (|εk| − hz(k))2
, (11)

kc G−
k (t)

tc = (n+ 1/2)T n = 0, 1, 2, · · ·
kc (|εk|−

hz(k))
2 = h2x(k)

由这个解析表达式可知, 若存在临界动量  ,  

会 在 临 界 时 间     (  )

处周期性地消失 , 临界动量   满足关系  

 , 即
 

hz(kc) = 0. (12)

也就是说, 存在临界动量等价于系统的有效 Floquet
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ν = 0 mz = 2.05ts

tso = 0.2ts t′′so = 0.8ts ω = 0.1ts ν = 1 mz = 2.5ts tso = 0.2ts t′′so = 0.32ts ω = 5ts

ν = 0 mz = 0 tso = 0.2ts t′′so = 0.32ts ω = 5ts

kc

图 2    随无量纲的准动量 k 遍历整个布里渊区过程中矢量 h 形成的椭圆轨迹　(a)椭圆轨迹的绕数  , 相应的参数为  ,

 ,   ,   ; (b) 椭圆轨迹的绕数   , 相应的参数为   ,   ,   ,   ;

(c) 椭圆轨迹的绕数   , 相应的参数为   ,   ,   ,   . 品红色和绿色的圆点对应于两种不同类

型的不动点, 红色和蓝色的方点对应于两种不同类型的临界动量  

ν = 0 mz = 2.05ts tso = 0.2ts t′′so = 0.8ts ω = 0.1ts ν = 1 mz = 2.5ts tso = 0.2ts t′′so =

0.32ts ω = 5ts ν = 0 mz = 0 tso = 0.2ts t′′so = 0.32ts ω = 5ts

kc

Fig. 2. The elliptic trajectory formed by h as the dimensionless quasimomentum k traverses the Brillouin zone: (a) Trajectory for

 ,  with    ,    ,    ,    ;  (b)  trajectory  for    ,  with    ,    ,   

 ,   ; (c) trajectory for   , with   ,   ,   ,   . The magenta and green dots corres-

pond to two different types of fixed points, and the red and blue square dots correspond to critical quasimomenta   .
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哈密顿量相应的椭圆轨迹与 x 轴间存在交点, 其相

应的参数条件可以表示为  ∣∣∣mz −
ω

2

∣∣∣ ⩽ ts. (13)

kc

g−(t) = − 1

2π

∫ π

−π
dkln|G−

k (t)|
2

因此, 只要系统的参数满足方程 (13), 那么一

定存在临界动量  使得 Loschmidt振幅周期性地

消失, 相应的速率函数 

在临界时间处出现非解析性, 系统出现 Floquet动

力学量子相变.

ν = 1

hz(kc) = 0

根据这里推导出的 Floquet动力学量子相变

的参数条件 (13)式可知, Floquet动力学量子相变

的出现并不需要绕数 ν非零. 但   时, 一定存

在临界动量使得   , 因此有效 Floquet哈

密顿量具有拓扑非平庸的特性是出现 Floquet动

力学量子相变的充分但非必要条件.

Uk
F (t)

|ψ−
k (t)⟩

nh(k, t) = Tr(|ψ−
k (t)⟩⟨ψ

−
k (t)|σ)

nh(k, t) =

Tr(|µ−
k ⟩⟨µ

−
k |σ)

hx(km) = 0 km = arcsin[t′′so/2tso], π− arcsin[t′′so/2tso]

−z

+z

−z

hz(kc) = 0 kc = {arccos[(mz−
ω/2)/2(ts)], 2π− arccos[(mz − ω/2)/(2(ts)]}

tc

由于 (5)式中   具有对角化的形式, 每个

k 指标下的 Bloch态   演化都对应单位矢量

 在Bloch球上绕 z 轴

进动, 如图 3所示, 单位矢量初始位置  

 是有效 Floquet哈密顿量本征态映

射至 Bloch球上的位置 . 如图 2所示 , 如果有效

Floquet哈密顿量对应的椭圆轨迹与 z 轴相交 ,

 ,   ,

单位矢量初始落在 Bloch球的 z 轴或者  轴, 矢量

固定不动, 量子态随时间的演化只会积累一个动力

学相位, 这两个点叫不动点. 当交点同时出现在 

轴和  轴的时候就是不同类型的不动点 (如图 2(b)

所示), 否则是同种类型的不动点 (如图 2(c)所示),

只有存在两种不同类型的不动点时 ν才是不为零

的整数. 有效 Floquet哈密顿量对应的椭圆轨迹与

x 轴相交时  , 临界动量 

 , 单 位

矢量初始落在赤道面内, 因此在  处单位矢量绕至

相反方向与初态正交, 出现 Floquet动力学量子相

变, 如图 2(a)和图 2(b)所示.

g−(t)

g−(t)

图 4中数值计算了 Loschmidt回波的相图和

速率函数随时间的变化曲线. 图 4(a)—(c)分别采

用了图 2(a)—(c)中的参数, 因此每幅图中的数值

结果与图 2(a)—(c)中的椭圆轨迹一一对应, 同时

相应的速率函数   随时间周期性地变化 , 如

图 4(d)—(f)所示. 在图 2(a)和图 2(b)的参数条件

下,   周期性地出现非解析行为, 表征 Floquet

系统周期性的动力学量子相变, 如图 4(d)和图 4(e)

所示. 只有图 4(b)中同时存在动力学量子相变和

两种不同类型的不动点, 相应的有效哈密顿量具有

拓扑非平庸的能带结构. 图 4(a)中没有不动点而

图 4(c)中存在同种相同类型的不动点, 此时的不

动点和 Floquet动力学量子相变之间已经没有必然

联系. 因此, 本文的数值计算结果再次表明有效

Floquet哈密顿量具有拓扑非平庸的特性是出现

Floquet动力学量子相变的充分但非必要条件.

Floquet动力学量子相变是一种动力学拓扑现

象, 可以定义相应的动力学拓扑序参量:
 

νD(t) =
1

2π

∫ kn

km

dk
∂ϕGk (t)

∂k
, (14)

ϕGk (t) = ϕk(t)− ϕdynk (t)

ϕk(t) G−
k (t) =

|G−
k (t)|eiϕk(t) ϕdynk (t) = −

∫ t

0

ds⟨ψ−
k (s)·

|H(k, s)|ψ−
k (s)⟩

km kn m,n = 1, 2, · · ·

其 中   是 Pancharatnam几

何相. 总相位  源自于 Loschmidt振幅 

 , 动力学相位 

 . 动力学拓扑序参量的积分是在两

个相邻的不动点   和   (  )间进行

的, 量子态在这些不动点处的演化只积累动力学相

 







(b)







(a)

nh(k, t)

nh(k, t) km nh(k, t)

kc nh(k, t)

kc

图 3    单位矢量  在Bloch球上的动力学演化　(a)任

意 k 指标下   绕 z 轴进动 ,   指标下矢量  

指向 Bloch球的北极 (球上绿点)或者南极 (球上品红色点),

这些点对应于图 2中椭圆轨迹与 z 轴交点; (b)在临界动量

 指标下矢量   落在赤道面上 ,  Floquet动力学

经历半个周期以后单位矢量运动至相反方向, 此时的量子

态与初态正交. 这些   点对应于图 2中椭圆轨迹与 x 轴的

交点

nh(k, t)

nh(k, t)

nh(k, t) km

nh(k, t)

kc

kc

Fig. 3. Dynamical evolution of the unit vector     on

the Bloch sphere: (a)     rotates around the z-axis at

any k-index.    at the   -index points to the north

pole (the green point) or the south pole (the magenta point)

of the Bloch sphere, which corresponds to the intersections

of elliptical trajectories with the z-axis in Fig. 2; (b)  

lies on the equator at the critical momentum   -index, and

the  Floquet  dynamics  evolves  half  a  cycle  after  which  the

unit vector moves to the opposite direction, at which point

the quantum state is  orthogonal to the initial  state.  These

 -index  correspond  to  the  intersections  of  the  elliptical

trajectories with the x axis in Fig. 2.
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νD(t)

位, Pancharatnam几何相位始终为零. 只要存在

不动点,   就具有分立化的取值, 但只有存在不

同类型的不动点, 它的值才会随着时间发生跃变,

如图 5(b)和图 5(e)所示.

ϕGk (t) νD

νD(t)

νD(t)

νD(t)

图 5给出了   和   在 3种参数情形下的

数值结果, 分别对应于图 2和图 4中的 3种情况.

图 5(e)中动力学拓扑序参   随时间的跃变

能够忠实地表征 Floquet动力学量子相变, 图 5(f)

中   始终为零是由于不动点属于同种类型 (见

图 2(c)), 图 5(d)中   没有出现分立化取值是

由于缺乏不动点 (见图 2(a)). 

3.3    Floquet 系统中的动力学斯格明子结构

动力学拓扑现象中另一个可以直接观测的效

应是动力学斯格明子结构, 这种结构是由动量-时

间域上的动力学陈数所保护的 [28]. 根据文献 [45],

Floquet微动动力学过程中也存在这种动力学斯格

明子自旋结构. 这里的时间周期驱动拉曼晶格系统

的拓扑非平庸有效 Floquet哈密顿量会保护系统

中不同类型的不动点. 基于这些不动点, 也可以在

Floquet系统中定义动力学陈数 [28,45]
 

Cmn
dyn =

1

4π

∫ kn

km

dk
∫ T

0

dt[nh(k, t)

× ∂tnh(k, t)] · ∂knh(k, t). (15)

km kn

Cmn
dyn

Cmn
dyn = 0

nh(k, t)

当系统存在不动点的时候, 动力学陈数始终会

取分立化的值. 如果邻近的不动点  和  属于不

同类型,   取非零整数值, 如果邻近不动点属于

相同类型, 则  , 动力学陈数本质上描述自

旋结构  中斯格明子的数目. 系统的 Floquet

拓扑与 Floquet动力学量子相变以及微动动力学

过程中的斯格明子结构密切相关 , Floquet拓扑

可以保护系统中存在的这两种动力学拓扑现象.

图 6(a)—(c)中数值计算了一个周期内动量-时间

域上的自旋结构, 所用参数分别与图 2(a)—(c)中
的参数一致, 只有当两种不同类型的不动点都存在

的时候才会出现动力学斯格明子结构, 如图 2(b)

所示. 因此, 有效 Floquet哈密顿量具有拓扑非平

庸的特性是出现动力学斯格明子结构的充要条件. 

3.4    实验探测方案

根据前文所述, 要在实验上观测时间周期驱动

拉曼晶格系统中的 Floquet动力学量子相变和动
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|G−
k (t)|2 g−(t) |G−

k (t)|2 t图 4    Loschmidt回波   和相应的速率函数   　(a)—(c)   随时间   和无量纲准动量 k 变化的密度图, 这里的

数值计算分别采用与图 2(a)—(c)中相同的参数, 相应的速率函数如图 (d)—(f)所示; 图 (a)和 (b)中出现了 Floquet动力学量子相

变, 每个周期内存在两个临界动量, 相应的速率函数在临界时间处出现非解析性. 图中品红色和绿色水平虚线分别表示两种不同

类型的不动点出现的位置

|G−
k (t)|2 g−(t) |G−

k (t)|2 tFig. 4. Loschmidt eco    and the corresponding rate functions   : (a)–(c) The density plot of    versus    and k,

where the numerical calculations are performed using the same parameters as in Figs. 2(a)–(c), respectively. The corresponding rate

functions are shown in (d)–(f); Floquet dynamic quantum pahse transitions occur in (a), (b), where two critical quasimomentas are

identified  in  each  period,  and  the  corresponding  rate  functions  appear  nonanalytic  at  the  critical  time.  The  magenta  and  green

dashed horizontal lines indicate the locations where two different types of fixed points appear, respectively.
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|µ+
k ⟩

ωt = 0

m′
z=mz − ω/2

力学斯格明子结构, 需先将系统制备至有效 Floquet

哈密顿量的本征态, 即初始时刻的 Floquet态  .

根据 Bloch哈密顿量 (3)式和有效 Floquet哈密顿

量 (4)式, 初始时刻用图 1所示耦合机制产生一个

不含时的拉曼晶格系统  , 且通过调节双光子

失谐 δ使得  即可得到由有效 Floquet

哈密顿量所刻划的静态拉曼晶格系统. 利用文献 [4]

中的方法将系统制备至静态系统最低能带相应的

mz

Bloch态, 在某一时刻打开时间周期调制且调节双

光子失谐至   , 使得制备的初态在哈密顿量

(3)式驱动下进行演化. 最后, 根据文献 [21]中结

合时间飞行成像和时间-动量分辨全态断层扫描

(time-  and  momentum-resolved  full  state  tomo-

graphy)技术, 可以对任意时刻 Floquet态的演化

进行重构, 从而可以重构出 Loschmidt振幅观测

Floquet动力学量子相变, 还可以利用这些技术观
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图, 这里的数值计算分别采用与图 2(a)—(c)中相同的参数, 相应的动力学拓扑序参量分别如图 (d)—(f)所示. 图中品红色和绿色

虚线分别表示两种不同类型的不动点出现的位置

Fig. 5. Pancharatnam geometric  phases  and dynamic  topological  order  parameter:  (a)–(c)  The  density  plot  of  the  Pancharatnam

geometric phases with time t and k, where the numerical calculations are performed using the same parameters as in Figs. 2(a)–(c),

respectively. The corresponding dynamic topological order parameter are shown in (d)–(f). The magenta and green dashed horizontal

lines indicate the locations where two different types of fixed points appear, respectively.
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立化的动力学陈数, 品红色和绿色虚线分别表示两种不同类型的不动点; (c)两条品红色虚线表示两个同种类型的不动点, 此时

不存在动力学量子相变; 图 (a)和 (b)中红色方点表示动力学量子相变出现的位置

nh(k, t)Fig. 6. Spin  texture      in  the  k-t  domain:  (a)  Floquet  dynamic  quantum  phase  transitions  exist  but  there  are  not  fixed

points;  (b)  the  appearance  of  skyrmion  substructure  indicates  the  existence  of  quantized  Chern  number;  the  magenta  and  green

dashed horizontal lines indicate the locations where two different types of fixed points appear, respectively; (c) two magenta dashed

horizontal lines represent two fixed points of the same type, where there are no Floquet dynamic quantum phase transitions; the red

square dots in (a) and (b) indicate the location where dynamic quantum phase transitions occur.
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测动力学斯格明子结构. 

4   总结与讨论

H(k, t)

cos(ωt)[2t′so sin(k)− t′′so]σx + 2tso sin(ωt) sin(k)σy+

[mz − 2ts cos(k)]σz

本文和文献 [45]通过不同的光耦合机制实现了

两种不同的周期驱动一维拉曼晶格系统. 文献 [45]中

时间周期拉曼晶格系统的 Bloch哈密顿量  

=  

 无法通过一个规范变换来得到

有效 Floquet哈密顿量的解析表达式, 从而无法

给出微动算符和 Floquet态的解析解. 因此, 该系

统仅能研究高频极限下有效 Floquet哈密顿量与

Floquet动力学量子相变及动力学斯格明子结构间

的关系. 偏离高频极限条件依然可能存在 Floquet

动力学量子相变, 但无法研究其与有效 Floquet哈

密顿量间的关系, 且由于动力学不动点的消失, 动

力学斯格明子结构也随之消失.

本文研究了可以解析求解 Floquet态随时间

演化的周期驱动一维拉曼晶格系统, 从而可以在任

意频率下研究系统的动力学拓扑性质. 研究结果表

明, 当系统的有效 Floquet哈密顿量具有拓扑非平

庸的属性时, 存在两种不同类型的动力学不动点和

动力学斯格明子自旋结构, 此时系统一定会出现

Floquet动力学量子相变. 如果有效 Floquet哈密

顿量具有拓扑平庸的属性, 那么动力学斯格明子自

旋结构一定消失 , 但只要满足参数条件 (13)式 ,

Floquet动力学量子相变就依然存在. 因此, 拓扑

非平庸的有效 Floquet哈密顿量是出现动力学斯

格明子结构的充要条件, 是出现 Floquet动力学量

子相变的充分但非必要条件.

感谢中国科学技术大学易为教授和郑炜研究员的讨论.
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Abstract

According to the recent experimental progress of simulating energy band topology and dynamic quantum

phase transitions (DQPTs) in ultracold atomic systems, we develop a periodically driven one-dimensional (1D)

Raman  lattice  system  to  simulate  dynamic  topological  phenomena.  By  utilizing  amplitude-periodically
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modulated Raman beams to couple the     manifolds of alkaline-earth-like atoms    , we can realize

the desired periodically driven Raman lattice. Utilizing the single-band, tight-binding Hamiltonian of the time-

periodic  system,  we  analytically  determine  the  effective  Floquet  Hamiltonian  and  the  micromotion  operator.

These  allow  us  to  investigate  the  conditions  under  which  Floquet  dynamic  quantum  phase  transitions  and

dynamic  skyrmion  structures  emerge  at  any  driving  frequency  in  the  1D  Raman  lattice.  When  the

corresponding vector trajectory of  the effective Floquet Hamiltonian has a non-zero winding number (  ),

the  system exhibits  both  Floquet  dynamic  quantum phase  transitions  and  dynamic  skyrmion  structures.  For

 ,  Floquet  dynamic  quantum  phase  transitions  may  still  occur,  but  dynamic  skyrmion  structures  will

definitely  disappear.  Therefore,  the  topologically  nontrivial  nature  of  the  effective  Floquet  Hamiltonian  is  a

sufficient but not necessary condition for the onset of the Floquet dynamic quantum phase transitions. But it is

a necessary and sufficient condition for the onset of the dynamical skyrmion structures.

Keywords: topological phase, dynamical quantum phase transition, ultracold atoms, Raman lattice
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