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在高 Zeta 势下的时间周期电渗流*
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在高 Zeta势下 , 研究平行板微通道中一类不可压缩微极性流体的时间周期电渗流 . 在不使用 Debye-

Hückel线性近似条件下, 利用有限差分法数值求解非线性 Poisson-Boltzmann方程和不可压缩微极性流体的

连续性方程、动量方程、角动量方程及本构方程, 在低 Zeta势下将所得结果与使用 Debye-Hückel线性近似得

到的解析解比较, 证明本文数值方法是可行的; 讨论高 Zeta势下电动宽度 m、电振荡频率   、微极性参数  

等无量纲参数对不可压缩微极性流体的速度和微旋转效应的影响. 研究表明: 1)随着 Zeta势的增大, 微极性

流体的速度、微旋转、体积流量、微旋强度以及剪切应力增大, 说明与低 Zeta势相比, 高 Zeta势对微极性流

体电渗流有显著的促进作用. 2)在高 Zeta势下, 随着微极性参数的增大, 微极性流体的速度减小, 但是对微

旋转效应呈现先增强后减弱的趋势. 3)在高 Zeta势下, 当电振荡频率较低 (小于 1)时, 电动宽度的增大促进

微极性流体的流动, 但抑制其微旋转; 当电振荡频率较高 (大于 1)时, 电动宽度的增大抑制微极性流体的流

动及微旋转, 但促进体积流量快速增大并趋于恒定. 4)在高 Zeta势下, 当电振荡频率较低 (小于 1)时, 微极性

流体电渗流速度和微旋转随着电振荡频率的变化呈现明显的振荡变化趋势, 但是速度和微旋转的峰值、体积

流量及微旋强度均保持不变; 当电振荡频率较高 (大于 1)时, 随着电振荡频率的增大, 微极性流体电渗流速

度和微旋转的幅值减小, 体积流量及微旋强度减小直至趋于零 . 5)在高 Zeta势下 , 壁面剪切应力   及  

的幅值随电动宽度的增大而增大; 当电振荡频率较低 (小于 1)时, 壁面剪切应力   与   不随电振荡频率的

增大而变化, 均取恒定值, 且微极性参数的取值不影响壁面剪切应力   的幅值; 当电振荡频率较高 (大于 1)

时, 壁面剪切应力   及   的幅值随电振荡频率的增大而减小, 且壁面剪切应力   的幅值随着微极性参数

的增大而减小, 而壁面剪切应力   的振幅随着微极性参数的增大而线性减小.
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1   引　言

微流体装置在微机电系统、生物和化学传感

器、药物递送芯片、溶剂分离装置和热控制系统等

方面有很重要的应用. 电解质与微通道壁面发生接

触时微通道中的化学成分和电解质在表面发生化

学反应, 在微通道壁面与电解质之间进行电荷交

换. 这些表面电荷通过影响电解质溶液壁面附近的

阳离子和阴离子分布情况形成双电层 (EDL). 当施

加带电表面切线方向的电场时, EDL中的离子在

电场力作用下发生定向移动. 此时可移动的离子沿

电场方向运动, 由于流体黏性效应, 附近的流体质

点随之运动, 电渗流 (EOF)由此而形成 [1–4].
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电渗流是电动运输中的一种主要现象. 1809年,

Reuss[5] 观察水在外电场传输过程中的运动时发现

了这一现象. 随后微流体装置中的电渗流问题成为

研究的热点问题. 关于微管道内完全发展的牛顿流

体的电渗流已经有了大量研究 [6–17].

许多重要流体的流动不能用一个简单的牛顿

模型来描述. 非牛顿流体广泛存在于大多数生理流

体和不同工业使用的流体中 [18,19]. 然而, 这些流变

学模型大多没有考虑到微观结构的影响, 不足以模

拟流体微元素的旋转. 而微极性流体表现出耦合应

力, 流体的颗粒除了速度矢量外还具有独立的旋转

矢量. Hoyt等 [20] 在实验中发现, 在牛顿流体中添

加极少量的聚合物, 物体在湍流中的摩擦阻力会降

低 30%—35%. Eringen等 [21] 为了解释这一现象,

提出了微极性流体模型, 其与牛顿流体的主要差

别在于放弃欧拉柯西应力原理的假设, 并考虑了流

体运动中非零偶应力张量存在的情况. Papautsky[22]

基于微极性流体理论的数值模型描述了微通道流

体行为. Ali和 Hayat [23] 研究了不可压缩微极性流

体在不对称通道中的蠕动运动, 通过数值积分研究

了相关参数对各波长压力上升的影响. Siddiqui和

Lakhtakia [24] 求解了在均匀外加电场作用下矩形

微通道中微极性流体的稳态、对称和一维电渗流的

边界值问题. Wang等 [25] 采用有限差分法分析了

圆形、圆柱形管中微极性流体的磁流体动力学流

动. Misra等 [26] 研究两个平行多孔板包围的微通

道中微极性流体的电渗流, 说明了微极性参数的增

大会导致微旋转幅度的减小. Ding等 [27] 研究了不

可压缩微极性流体在两个无限延伸的微平行板之

间的时间周期性电渗流动, 给出了相关参数对速度

和微旋转的影响. 之后 Ding等 [28] 又分析了流体颗

粒微观结构对电动现象的影响, 结果表明, 微极性

的引入会显著影响电动效应, 特别是在 EDL重叠

的情况下. Chaube等 [29] 通过考虑在没有体力和耦

合效应的情况下微极性流体的控制方程, 分析流体

的微极性对通过平行板微通道的电动驱动蠕动泵

送引起的完全流动的影响, 结果表明, 施加外部电

场会改变蠕动流动. Huang和 Huang [30] 考虑了在

一般滑移边界条件影响下狭缝微通道几何形状中

微极性液体的电动扩散渗透流, 解得了微旋转、线

速度和体积流量的解析解. Rana等 [31] 利用纳米粒

子的相关性和微极性流体模型, 建立了新的复耦合

非线性微分方程集. Zhu[32] 基于微极性流体本构方

程, 建立了 Hele-Shaw流动的数学模型, 将微极性

流体的运动方程扩展到多孔介质中的流动, 得到了

流速、压力梯度和流速之间的关系. Karampour等 [33]

研究了带疏水壁的微极性流体的电渗流, 并给出多

个参数对流动模式的影响. Jaiswal和 Yadav [34] 考

虑了微极性流体在充满多孔介质的旋转环空区域

的 Couette流动, 采用解析方法求解流经环形多孔

区域的微极性流体的线速度、微旋转速度、剪切应

力和耦合应力; 在自旋条件下, 与无自旋条件下的

速度分布相比, 速度分布的值较低. Narla等 [35] 分

析了弯曲通道中热微极性流体电渗流中的传热, 得

到各参数对速度及传热特性的影响. Fatunmbi等 [36]

在具有多种滑移特性的指数可拉伸薄片的非定常

流动中进行了磁微极性流体的熵生成分析, 微极性

参数、Eckert和 Prandtl数的增长导致系统中熵生

成的增大. Rauf等 [37] 研究了三维不可压缩和时间

无关的微极性流体在两个平行圆盘之间的层流流

动, 通过 Runge-Kutta-Fehlberg方法求解非线性

方程组, 得到速度和微旋转的变化趋势等.

综上所述, 尽管微通道中微极性流体电渗流已

有大量研究, 但大多是基于壁面低 Zeta势 (即 Zeta

势远小于 25 mV时)的情形, 利用 Debye-Hückel

(D-H)线性近似求解问题的控制方程. 在实际的工

程应用中, 很多情况下 Zeta势高于 25 mV. 基于

此, 本文研究高 Zeta势下平行板微通道中微极性

流体的时间周期电渗流问题. 利用有限差分法求解

非线性 Poisson-Boltzmann方程和不可压缩微极

性流体的连续性方程、动量方程、角动量方程及本

构方程, 并分析相关参数对流体流动速度及微旋转

的影响. 

2   数学模型与公式推导

(X,Y, Z)

2H H = 100 μm

Eapp (Eapp =

(Ex, 0, 0), Ex = E0 cos(ωt))

本文研究在高 Zeta势下一类不可压缩微极性

流体通过平行板微通道的时间周期电渗流. 在平行

板微通道中, 假设通道长度和宽度远远大于其高

度, 如图 1所示, 在直角坐标系   下, 通道

的高度为  (  ), 该通道具有平行于 X

轴分布均匀强度为  的外加时变电场  

     , 在此外加电场作用

下微极性流体沿 X 轴流动. 假设电荷在 X 轴方向

分布均匀, 则电势仅是关于 Y 的函数. 
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2.1    电势分布

ρ∗e

ψ̄

根据静电学理论, 单位体积的静电荷密度  

与 EDL的电势  由下式表示 [26]: 

∆ψ̄ = −ρ
*
e
ε
, (1)

 

ρ*e = −2n0zνe sinh
(
zνeψ̄
kbT

)
, (2)

ε n0

zν kb

其中,   为电解质液体的介电常数,   为电解质溶

液的离子浓度,   为离子化合价, e 为电子电荷,  

为 Boltzmann常数, T 为绝对温度.

如果平行板的两个板是由不同材料制成, 那么

上下 Zeta势可能会有所不同. Zeta势可以写成如

下形式 [26]: 

ψ̄ = ψ̄u, Y = H, (3)
 

ψ̄ = ψ̄1, Y = −H. (4)

ψ̄类似于文献 [26], 电势  不受外加电场时间波

动的影响, 联立 (1)式和 (2)式, 并简化可以得到: 

d2ψ̄
dY 2

=
2n0zνe

ε
sinh

(
zνeψ̄

kbT

)
. (5)

定义以下无量纲量:  

ψ =
zνeψ̄

kbT
, y =

Y

H
, m = κH,

κ =

(
2n0z

2
νe

2

εkbT

)1/2

, β =
ψ̄u

ψ̄1
,

ψu =
zνeψ̄u

kbT
, ψ1 =

zνeψ̄1

kbT
,

(6)

κ 1/κ

m

其中  称为 Debye-Hückel参数,   代表 EDL的

厚度, 称为 Debye长度,    为无量纲的电动宽度,

表示微通道的半宽度与 Debye长度的比值.

利用无量纲量, 方程 (5)和边界条件 (3)式和

(4)式可化为 

d2ψ
dy2

= m2 sinh(ψ), (7)
 

ψ = βψ1, y = 1, (8)
 

ψ = ψ1, y = −1. (9)

ρ*e单位体积的静电荷密度  可以化为 

ρ*e = −2n0zνe sinh(ψ) = − εkbT

zνeH2
m2 sinh(ψ). (10)

 

2.2    运动控制方程

νij

νij

νk

微极性流体是具有微观结构的流体, 属于一类

具有非对称应力张量的流体. 微极性流体表现出耦

合应力, Eringen[21] 提出的微极性流体模型中流体

的颗粒除了速度矢量外还具有独立的旋转矢量, 即

以旋转张量  绕体积元的质心进行旋转. 考虑到

偏对称条件,   的独立个数为 3, 因此引入一个新

的向量  为 [26]
 

νk =
1

2
εkijνij ,

εijk νk其中  是交替向量, 轴矢量  是旋转矢量.

对于本文所考虑不可压缩微极性流体, 其连续

性方程、动量方程和角动量方程表示为 [26]
 

∇ · V = 0, (11)
 

ρ
DV
Dt

= f +∇T , (12)
 

ρj
Dν
Dt

= l+∇C + T ∗, (13)

V ρ f

j ν

l C

T ∗
k

其中  为流体速度矢量,   为密度,   为单位体积

的体力, T 为应力张量,   为微惯性系数,   为微旋

转矢量,   为单位体积的偶体力,   为偶应力张量,

 为应力张量的矢量形式, 定义为 

T ∗
k = εkijTij .

本文所考虑微极性流体是线性且各向同性的 [26],

其本构方程为 

T = (−p+ λ∇V )I + µ(∇V +∇V T)

+ χ(∇V −∇V T)− 2χσ∗, (14)
 

C = αν(∇·ν)I+βν(∇ν+∇νT)+γ(∇ν−∇νT), (15)

σ∗
ij = νij µ

χ λ αν

βν γ

其中  为旋转张量,    为牛顿剪切黏度系

数,    是涡旋黏度系数,    为二阶黏度系数,    ,

 和  为自旋梯度黏度系数 [26].

l

将本构方程 (14)和方程 (15)代入动量方程 (12)

和角动量方程 (13), 消去偶体力  
[22], 得到: 

ρ

(
∂V

∂t
+ (V · ∇)V

)
= −∇p+ (µ+ χ)∆V + χ∇× ν + f , (16)

 

 








Eapp

=EDL

EDL =-

图 1    物理问题示意图

Fig. 1. Physical problem diagram.
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ρj

(
∂ν

∂t
+ (V · ∇)ν

)
=

γ∇ν+χ∇× V +(αν+βν)∇(∇ · ν)− 2χν, (17)

f = ρ*eEapp j其中  为单位体积的电场力,   为微惯性

系数, 定义为 

j =
2γ

2µ+ χ
.

壁面无滑移边界条件为 

V |Y=±H = 0. (18)

施加于微旋转的边界条件为 

ν + s∇× V = 0, Y = ±H, (19)

s ∈ [−1, 0]

s = 0

p = 0

其中,  常数   .  为简单起见 ,  本文选择

 , 考虑没有压力驱动的情况即令 (16)式中

 .

流体的速度和微旋转矢量表示为 [26]
 

V = (U(Y, t), 0, 0), ν = (0, 0, Φ(Y, t)).

则连续性方程 (11)自动满足, 方程 (16)和方程 (17)

简化为 

ρ
∂U

∂t
= (µ+ χ)

∂2U

∂Y 2
+ χ

∂Φ

∂Y
+ ρ*eEx, (20)

 

ρj
∂Φ

∂t
= γ

∂2Φ

∂Y 2
− χ

∂U

∂Y
− 2χΦ, (21)

Eapp = Exex其中  .

假设周期性电渗流的外加电场、速度和微旋度

表示为 [26]
  

Ex = Re(E0eiωt),

U = Re(U∗
0 e

iωt),

Φ = Re(Φ∗
0e

iωt),

(22)

E0 U∗
0 Φ∗

0

Φ ω

其中  ,    和   分别为外加电场 E 的幅值、电

渗透速度 U 和微旋转   的复幅值,    为外加电场

的振荡角频率.

引入以下无量纲量:  

y = Y /H, u = U/V, u0 = U∗
0 /V,

ϕ =
H

V
Φ, ϕ0 =

H

V
Φ∗
0, ρe =

zνeH
2

εkbT
ρ*e ,

Ω =
ωρH2

µ
, V = −εkbTE0

µzνe
,

(23)

Ω ω

ω∗ = µ/(ρH2)

其中,    为施加电场频率   与流体系统特征频率

 之比.

结合 (22)式和 (23)式, (20)式和 (21)式的无

量纲形式可写为 

d2u0
dy2

+k1
dϕ0
dy

−iReu0+m2(1−k1) sinh(ψ) = 0, (24)
 

d2ϕ0
dy2

− k2
du0
dy

− (2k2 + iR)ϕ0 = 0, (25)

其中, 

k1 =
χ

µ+ χ
, k2 =

χH2

γ
, Re =

ωρH2

µ+ χ
,

R =
ωρjH2

γ
=

2ωρH2

2µ+ χ
,

(26)

k1 (0 ⩽
k1 < 1) k2

式中  耦合了两个黏度系数, 表示微极性参数 

 ,    为耦合应力参数 [28], R 表示微旋转雷

诺数, Re 表示微极性流体的电振荡雷诺数.

Ω

k1

方便起见, Re 和 R 在无量纲频率  和微极性

参数  下重新定义为 

Re = Ω(1− k1), R = Ω
2(1− k1)

2− k1
. (27)

无量纲边界条件为 

u0 = 0, y = ±1, (28)
 

φ0 = 0, y = ±1. (29)
 

2.3    体积流量

Q

为了研究相关无量纲参数对微极性流体体积

流量的影响, 利用速度的表达式, 可以求出微通道

单位宽度的无量纲体积流量  为 

Q =

∫ 1

−1

u(y, t)dy = Re(Q0eiωt), Q0 =

∫ 1

−1

u0(y)dy.

(30) 

2.4    微旋转强度

W

为了研究相关无量纲参数对微极性流体微旋

转的影响, 利用微旋转的表达式, 可以求出微通道

单位面积的无量纲微旋转强度  : 

W =

∣∣∣∣ ∫ 1

0

ϕ(y, t)dy
∣∣∣∣= ∣∣Re(W0eiωt)

∣∣, W0=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

ϕ0(y)dy
∣∣∣∣.

(31)
 

2.5    壁面剪切应力

不可压缩微极性流体的壁面剪切应力无量纲

化后可写成如下形式: 

σ12 =
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=±1

, σ21 =
1

1− k1

∂u

∂y

∣∣∣∣
y=±1

, (32)
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σ12 σ21 σ∗
12 σ∗

21其中,   和  表示  和  的无量纲形式: 

σ12 =
H

µV
σ∗
12, σ21 =

H

µV
σ∗
21.

 

3   问题求解

ρ = 1.2× 103 kg·m−3 µ = 3× 10−2 kg·m−1·s−1

γ = 4.8× 10−10 kg·m·s−1 k2 =
µk1H

2

γ(1− k1)

本文求解平行板微通道中一类不可压缩微极性

流体在高 Zeta势下的时间周期电渗流, 利用有限

差分法求解电势分布、速度分布、微旋转分布及剪

切应力分布所满足的方程, 进而利用数值积分求解

体积流量和微旋转强度, 并利用Matlab软件画出数

值解图形, 分析各相关参数对流体速度、体积流量、

微旋转等的影响. 本文中几个相关量均取以下数

值:   ,   ,

 , 此时有  .
 

3.1    电势分布
 

3.1.1    有限差分法

y

[−1, 1]

根据边界条件的无量纲化,    轴方向区间为

 , 对 (7)式—(9)式进行中心差分得到如下

格式: 

(ψi+1 − ψi + ψi−1)/h
2 = m2 sinh(ψi), (33)

 

ψ0 = ψ1, ψN = βψ1, (34)

h = 1/N, i = 1—(N − 1)其中, 步长  . 

3.1.2    结果比较

利用有限差分法和 Matlab自带的 BVP4c求

解低 Zeta势下电势分布所满足的方程 (7)—(9),
将结果与使用 D-H线性近似所得解析解对比. 如

图 2所示, BVP4c方法、有限差分法与解析解均有

较好的吻合性. 因此, 考虑到有限差分法求解此类

问题的有效性和便捷性, 本文将其推广用于求解

高 Zeta势的情形. 

3.2    速度及微旋转分布
 

3.2.1    有限差分法

y

[−1, 1]

u0 ϕ0

根据边界条件的无量纲化,    轴方向区间为

 , 对方程组 (24)和 (25)进行中心差分和向

后差分得到如下格式 (后续  ,   下标均省略): 

uj+1 − 2uj + uj−1

h2
+ k1

ϕj − ϕj−1

h
− iReuj

= − (1− k1)m
2ψj , (35)

 

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
−k2

uj − uj−1

h
−(2k2+iR)ϕj = 0,

(36)

h = 1/N, i = 1—(N − 1)其中, 步长  .

相应的边界条件由 (28)式、(29)式经过离散

得到: 

u0 = uN = 0, (37)
 

ϕ0 = ϕN = 0. (38)
 

3.2.2    结果比较

利用有限差分法求解低 Zeta势下速度及微旋

转分布所满足的方程 (24)和 (25)及边界条件 (28)式

和 (29)式, 将得到的结果与使用 D-H线性近似所

得解析解对比. 如图 3和图 4所示, 结果非常吻合.

因此, 将有限差分法推广到速度及微旋转分布的求

解是可行的, 由此可以将有限差分法推广到求解

高 Zeta势下的情形. 

3.3    体积流量

y

y N1

根据边界条件的无量纲化,    轴方向区间为

[–1, 1], 将 (30)式得到的 Q 在   方向划分为   个

小区间, 对 (30)式利用复化梯形法即可得体积流

量近似值为 

Q0 = h1[u0,0 + 2

N1−1∑
i=1

u0,i + u0,N1
]/2, (39)

h = 1/N, i = 1—(N − 1)其中,   . 

 

-1.0 -0.5 0 0.5



1.0
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7



0.8

0.9

1.0

有限差分法的结果
解析解

Bvp4c的结果

ψ0 = 1,
β = 1,m = 5

图 2    低 Zeta势下电势方程 BVP4c所得解、有限差分法

的 数 值 解与 D-H近 似 解 析 解 对 比 图 ,  其 中  

ψ0 = 1, β = 1, m = 5

Fig. 2. Comparison  of  solution  of  BVP4c,  numerical  solu-

tion of finite difference method and approximate analytical

solution of D-H for potential equation at low Zeta potential,

where   .
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3.4    微旋转强度

y

[−1, 1] W y N1

根据边界条件的无量纲化,    轴方向区间为

 , 将方程 (31)得到的  在  方向划分为 

个小区间. 对 (31)式利用复化梯形法即可得微旋

转强度近似值为
 

W0=

∣∣∣∣h1[ϕ0,N1/2+2
N1−1∑

i=N1/2+1

ϕ0,i+ϕ0,N1

]/
2

∣∣∣∣, (40)
h1 = 1/N1, i = N1/2 + 1—(N1 − 1)其中  .

 

3.5    壁面剪切应力

将方程 (32)中关于速度的导数分别用差商近

y = −1 σ12

σ21

似代替, 即可得壁面   处的剪切应力   和

 的近似值分别为 

σ12 =
u0,1 − u0,0

h1
, σ21 =

u0,1 − u0,0
h1(1− k1)

, (41)

h1 = 1/N1其中,   . 

4   结果与讨论

Ω

k1 u ϕ Q

W σ12 σ21

0 ⩽ k1 < 1 5 ⩽
m ⩽ 100 u0 ϕ0 Q0 W0 u

ϕ Q W

本文利用有限差分法研究高 Zeta势下平行板

微通道中一类不可压缩微极性流体的时间周期电

渗流. 下面讨论不可压缩微极性流体在高 Zeta势

情形下电动宽度 m、无量纲电振荡频率  、微极性

参数  对流体速度   、微旋转   、体积流量   、微

旋转强度  以及剪切应力   和   等物理量

的影响. 典型的参数取值范围为   和  

 (以下均用  ,   ,   ,   表示复函数  ,

 ,   ,   的幅值).

k1

k1

k1 χ

χ µ k1

µ χ

图 5分析了不同 Zeta势和微极性参数  对无

量纲速度的影响. 从图 5可以看出, EOF速度的振

幅随着 Zeta势的增大而增大, 这是由于双电层内

的电荷密度会随着 Zeta势的增大而增大, 导致电

渗力增大, 进而加快电渗流速度 (图 5(a)), 说明与

低 Zeta势相比, 高 Zeta势对微极性流体的速度有

显著的促进作用. 微极性参数   的增大使速度减

小, 这是因为   是涡旋黏度系数   与涡旋黏度系

数  和牛顿剪切黏度系数  之和的比值, 因此  增

大说明  减小或者  增大, 意味着涡旋黏度系数发

挥越来越重要的作用, 此时越来越多的流体动量去

支配流体粒子的微旋转, 因此速度就会减小并趋于

零 (图 5(b)).

m Ω

u0

Ω m

Ω

图 6分析了高 Zeta势下, 对于不同的  和  ,

无量纲速度  的变化趋势. 从图 6(a), (b)可以看

出, 当电振荡频率  较低时, 随着电动宽度  的增

大, 电渗流速度分布趋于稳定的速度加快, 且呈现

塞子型, 这是因为在远离壁面处, 流体溶液中正负

离子数几乎相等, 导致电势趋于零, 所以速度趋于

稳定; 而当电振荡频率  较高时, 速度分布主要集

中在双电层内, 双电层外的速度明显减小, 特别是

位于通道中心的流体几乎不流动 (图 6(c), (d)).

k1图 7分析了不同 Zeta势和微极性参数  对无

量纲微旋转的影响. 从图 7(a)可以看出, 微旋转的

振幅随着 Zeta势的增大而增大, 微通道壁面和中

心处没有发生微旋转, 双电层内微旋转较为明显,

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-1.0 -0.5 0 0.5



1.0
-0.1


0

0.6

有限差分法的结果
解析解

m = 5, k1 = 0.5, β = 1, Ω = 0.251,

ψ0 = 1

图 3    低 Zeta势下速度方程有限差分法数值解与 D-H近

似解析解对比图, 其中    

  

m = 5,

k1 = 0.5, β = 1, Ω = 0.251, ψ0 = 1

Fig. 3. Comparison of numerical solution of finite difference

method and approximate analytical solution of D-H for ve-

locity  equation  at  low  Zeta  potential,  where   

 .

 

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

-0.03


0

0.03

-1.0 -0.5 0 0.5



1.0

有限差分法的结果
解析解

m = 5, k1 = 0.5, β = 1,

Ω = 0.251, ψ0 = 1

图 4    低 Zeta势下微旋转方程有限差分法数值解与 D-

H近 似 解 析 解 对 比 图 ,  其 中  

  

m = 5, k1 = 0.5, β = 1, Ω = 0.251, ψ0 = 1

Fig. 4. Comparison of numerical solution of finite difference

method  and  approximate  analytical  solution  of  D-H  for

microrotation  equation  at  low  Zeta  potential,  where

 .
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k1

k1 → 1

χ

µ

说明与低 Zeta势相比, 高 Zeta势对微极性流体微

旋转有显著的促进作用. 从图 7(b)可以看出, 随着

微极性参数  的增大, 微旋转幅度是增大的; 但是

当它增大到  时, 微旋转幅度又开始减小, 这

是由于此时涡旋黏度系数  远远大于牛顿剪切黏

度系数  , 由其引起的能量耗散占主导地位, 因此

微旋转效应变弱.

Ω图 8描述了高 Zeta势下, 对于不同的 m 和  ,

ϕ0

Ω ϕ0

Ω ϕ0

Ω

Ω ϕ0

Ω

无量纲微旋转幅值  的变化趋势. 由图 8可以看

出, 随着  的增大微旋转幅值  减小; 电振荡频率

 较低时, m 的值越小, 微旋转幅值  越大 (图 8(a),

(b)); 当  较高时, 变化趋势则相反 (图 8(c), (d)).

此外, 随着  的增大, 微旋转幅值  的振荡特性变

得明显, 这是因为, 从图 6(a)可以看出当电振荡频

率  较低、电动宽度 m 较大时, 除壁面附近微通道

中其他区域的速度几乎没有变化, 微旋转主要集中
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k1 m = 10, β = 1, Ω = 0.251 (a) k1 = 0.5 (b) ψ0 = 2图 5    不同 Zeta势和   下无量纲速度分布, 其中      ;  

k1 m = 10, β = 1, Ω = 0.251 (a) k1 = 0.5

(b) ψ0 = 2

Fig. 5. Dimensionless velocity distribution for different Zeta potentials and    , where    :    ;
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Ω ψ0 = 2, k1 = 0.5, β = 1 Ω Ω Ω Ω图 6    不同 m 和   下无量纲速度分布, 其中   　(a)   = 0.251; (b)   = 0.5; (c)   = 25.1; (d)   = 251

Ω ψ0 = 2, k1 = 0.5, β = 1 Ω Ω

Ω Ω

Fig. 6. Dimensionless  velocity  distribution  for  different m  and    ,  where    :  (a)    =0.251;  (b)    =0.5;

(c)   =25.1; (d)   =251.
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Q0

在 EDL区域内 (图 8(a), (b)), 而图 6(d)显示了较

高电振荡频率下微通道中心的速度平缓, 此时微旋

转振幅减小, 且远离壁面处的微旋转逐渐趋于零

(图 8(c), (d)). 图 9分析了不同 Zeta势下体积流

量  的变化趋势. 可以看出电势越大, 体积流量

越大, 原因是 Zeta势增大, 速度加快, 使得单位宽

度的体积流量增多;  说明与低 Zeta势相比 ,  高

Zeta势对微极性流体体积流量有显著的促进作用.

Q0 m

k1

k1 Ω m

Q0

k1

Ω

m

Ω k1 Q0

图 10显示了高 Zeta势下体积流量  随  和

 的变化趋势. 从图 10(a)可以看出, 对于给定的

微极性参数  和较小的电振荡频率  , 当  增大

时,    的数值增大达到最大值后有略微的减小,

 只是会改变最大值, 不会改变这一趋势; 这是因

为在较小的电振荡频率  下, 速度呈现塞子型. 从

图 10(a)还可以看出, 对于给定的电动宽度   和

较小的电振荡频率  , 当  增大时,   减小并趋

 

0=1
0=2
0=5
0=7

(a)

-1.0 -0.5 0 0.5



1.0

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0

0.05

0.10

0.15

0.20


0

-0.25

0.25

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

1=0.01
1=0.1
1=0.5
1=0.9
1=0.99
1=0.999

(b)

-1.0 -0.5 0 0.5



1.0


0

-0.06

0.06

k1 m = 10, β = 1, Ω = 0.251 k1 = 0.5 (b) ψ0 = 2图 7    不同 Zeta势和   下无量纲微旋转分布, 其中   　(a)   ;  

k1 m = 10, β = 1, Ω = 0.251

k1 = 0.5 (b) ψ0 = 2

Fig. 7. Dimensionless micro-rotating profiles distribution for different Zeta potentials and    , where    :

(a)   ;   .
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k1

k1 m Ω

Ω0 = 1 Ω < 1 Q0

Ω > 1 Q0

于零, 这是由于速度随着  的增大而减小并趋于零

(图 5(b)). 从图 10(b)可以看出, 对于给定的微极

性参数  和电动宽度  , 电振荡频率  有一个临

界值  ,  当   时体积流量   不变 ,  当

 时体积流量  减小.

W0图 11分析了不同 Zeta势下微旋强度  的变

k1 Ω

化趋势.  从图 11可以看出 ,  微旋强度幅值与

Zeta势是正相关的, 随着 Zeta势的增大, 微旋强

度整体是增大的, 而且关于  和  的趋势不变, 说

明与低 Zeta势相比, 高 Zeta势对微极性流体微旋

强度有显著的促进作用. 这是因为, 随着 Zeta势的

增大, 微旋转幅度增大 (图 7).
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W0

k1 Ω

k1 → 0 k1 → 1 W0

k1 → 0

k1 → 1

δm ≈
O(

√
χ/ρω) k1 χ k1

χ

k1

Ω Ω < 1 W0

m W0

m Ω W0

Ω

m

图 12描述了高 Zeta势下微旋强度  在不同

 和  下的变化趋势. 从图 12(a)可以看出, 当微

极性参数  或   时,    的数值趋于零;

这是因为, 当微极性参数  时, 流体几乎不发

生微旋转, 且当微极性参数增大到  时, 微旋

转幅值又减小. 定义微旋的特征穿透深度 [22]
 

 , 由于  是关于  的单调递增函数,  

从 0增大到 1, 意味着   是增大的, 穿透深度随之

增大, 因此微旋强度增大. 微旋强度不仅与穿透深

度有关, 还取决于微旋转振幅的定义. 从图 12(b)

可以看出, 对于给定的微极性参数  , 当电振荡频

率  很低 (  )时,    是一个固定常数值, 而

且电动宽度  的值越小  的值越大. 对于较大的

 , 在   达到中等数值处   有最大值. 随着电振

荡频率  的进一步增大微旋强度振幅趋于零, 且

随着电动宽度  的增大而增大; 这是由于在频率

非常高的情况下, 扩散时间尺度远大于振荡时间周

期. 因此, 流动角动量没有足够的时间从壁面双电

层向主体区域扩散很远, 穿透深度较小, 所以微旋

强度减弱.

σ21

σ12

σ21 σ12

图 13分析了不同 Zeta势下剪切应力   和

 的变化趋势. 由图 13可以看出, 随着 Zeta势

的增大, 两个剪切应力均增大. 这是因为随着 Zeta

势的增大, 壁面附近流体速度是增大的, 从而由

(27)式可知剪切应力  和  增大. 说明与低 Zeta

势相比, 高 Zeta势对微极性流体的剪切应力有显

著的促进作用.

y = −1

σ21 m k1 Ω

m σ21

m

Ω Ω < 1 k1

Ω k1

Ω Ω > 1

k1

σ21 k1

Ω Ω < 1 Ω

σ21 Ω

图 14显示了高 Zeta势下在壁面   处剪

切应力  在不同  ,   和  下的变化趋势. 从图 14

可以看出, 随着电动宽度   的增大, 剪切应力  

增大; 这是因为电动宽度  增大, 速度增大. 当电

振荡频率  较小 (  )时, 微极性参数   的取

值不影响壁面剪切应力的幅值, 这是由于较低的电

振荡频率  下, 微极性参数   几乎不影响速度的

变化率; 当电振荡频率  较大 (  )时, 速度随

着微极性参数  的增大而减小, 因此壁面剪切应

力  随着微极性参数  的增大而减小. 当电振荡

频率  较小 (  )时, 速度不随   的变化而变

化, 因此剪切应力   不随   的变化而变化; 当电
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Fig. 12. Amplitude  of  dimensionless  microrotation  strength

on      and      for  different    ,  where    :

(a)   =0.251; (b)   =0.5.
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图 13      不同 Zeta势下   (a)和   (b)的变化 ,  其中
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m = 50, β = 1, Ω = 0.251

Fig. 13. Change  of      (a)  and      (b)  under  different

Zeta potentials, where   .
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Ω Ω > 1

Ω σ21

Ω

振荡频率  较大 (  )时, 速度随着电振荡频

率  的增大而减小, 因此壁面剪切应力  随着电

振荡频率  的增大而减小.

σ12 m k1

Ω

Ω Ω < 1 σ12

k1 k1 → 1 σ12

σ12

Ω Ω < 1

k1

m

Ω

Ω < 1 σ12 Ω

Ω Ω > 1 σ12 Ω

Ω Ω < 1

k1

σ12 Ω

Ω > 1 σ12

Ω

图 15分析了壁面剪切应力   在不同   ,   

和  下的变化趋势. 从图 15(a)可以看出, 对于给

定的较小的电振荡频率  (  ),    随着微极

性参数  的增大而线性减小, 且当  时,  

的振幅趋于零;   随着电动宽度 m 的增大而增大;

这是因为, 当电振荡频率  较小 (  )时, 壁面

附近速度随着微极性参数  的增大而快速减小,

而随着电动宽度  的增大而增大. 从图 15(b)可以

看出, 对于给定的电动宽度 m, 当电振荡频率  较

小 (  )时,    不随   的增大而变化; 当电振

荡频率  较大 (  )时,    随   的增大而减

小. 这是由于当电振荡频率  较小 (  )时, 对

于给定的微极性参数  , 速度斜率不变, 于是壁面

剪切应力  处于恒定值; 当电振荡频率   较大

(  )时, 速度幅值减小, 因而壁面剪切应力 

随  的增大而减小. 

5   结　论

Ω k1

k1

k1 → 1

本文研究了平行板微通道中一类不可压缩微

极性流体在高 Zeta势下的时间周期电渗流, 利用

有限差分法求解了高 Zeta势下电势所满足的非线

性 Poisson-Boltzmann方程以及不可压缩微极性

流体的连续性方程、动量方程、角动量方程和本构

方程, 分析了高 Zeta势下电动宽度 m、电振荡频

率  及微极性参数  等无量纲参数对不可压缩微

极性流体的速度和微旋转效应的影响. 结果表明:

1)随着 Zeta势的增大, 微极性流体的速度、微旋

转、体积流量、微旋强度以及剪切应力增大, 说明

与低 Zeta势相比, 高 Zeta势对微极性流体电渗流

有显著的促进作用. 2)在高 Zeta势下, 随着微极

性参数  的增大, 速度减小, 微旋转增强, 相应的

体积流量减小, 微旋强度增大; 但是当微极性参数

增大到  时, 微旋转效应变弱, 微旋强度大大

降低. 说明在高 Zeta势下, 随着微极性参数的增

大, 微极性流体的速度减小, 但是对微旋转效应的
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图 14    不同 m 和   下壁面剪切应力   与   和   的关

系, 其中   　(a)   =0.251; (b) m = 10
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Fig. 14. Relationship between wall shear stress    and   

and      under  different m  and    ,  where    :

(a)   = 0.251; (b) m = 10.
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系, 其中   　(a)   =0.251; (b) m = 10

σ12 k1

Ω k1 ψ0 = 2, β = 1

Ω

Fig. 15. Relationship between wall shear stress    and   

and      under  different m  and    ,  where    :

(a)   =0.251; (b) m = 10.
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影响呈现先增强后减弱的趋势. 3)在高 Zeta势下,

当电振荡频率  较低 (小于 1)时, 随着电动宽度

m 的增加, 电渗流速度分布趋于稳定的速度越来越

快, 影响了速度的变化率, 而微旋转幅值减小; 当

电振荡频率  较高 (大于 1)时 ,  随着电动宽度

m 的增大, 速度幅值及微旋转幅值减小, 微旋强度

减弱, 但体积流量快速增大并趋于恒定. 4)在高

Zeta势下, 随着电振荡频率  的增大, 速度和微旋

转的振荡变得明显, 具体表现为: 在低电振荡频率

 情况下速度和微旋转的峰值、体积流量及微旋强

度均不变; 在高电振荡频率   情况下速度和微旋

转的幅值减小, 体积流量及微旋强度减小直至趋于

零, 说明电振荡频率对流体的流动特性有阻碍作

用. 5)在高 Zeta势下, 壁面剪切应力   及   的

幅值随电动宽度 m 的增大而增大; 当电振荡频率

 较小 (  )时, 剪切应力   与   均取恒定

值, 且微极性参数   的取值不影响壁面剪切应力

 的幅值; 当电振荡频率   较大 (  )时, 壁

面剪切应力  ,    的幅值随着电振荡频率   的

增大而减小, 且壁面剪切应力  的幅值随着微极

性参数  的增大而减小, 而壁面剪切应力  的振

幅随着微极性参数  的增大而线性减小.
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The  time-periodic  electroosmotic  flow  of  a  class  of  incompressible  micropolar  fluid  in  a  parallel  plate
microchannel  under  high  wall  Zeta  potential  is  studied  in  this  work.  Without  using  the  Debye-Hückel  linear
approximation,  the  finite  difference  method  is  used  to  numerically  solve  the  nonlinear  Poisson-Boltzmann
equation, the continuity equation, momentum equation, angular momentum equation, and constitutive equation
of  incompressible  micropolar  fluid.  In  the  case  of  low  Zeta  potential,  the  results  are  compared  with  the
analytical  solution  obtained  in  the  Debye-Hückel  linear  approximation,  and  the  feasibility  of  the  numerical

method is also proved. The influences of dimensionless parameters, such as electric width   , electric oscillation

frequency   , and micro-polarity parameter    on the velocity and microrotation effect of incompressible micro-
polarity fluid under high Zeta potential are discussed. The results are shown below. 1) With the increase of Zeta
potential, the velocity, micro-rotation, volume flow, micro-rotation strength and shear stress of the micropolar
fluid all increase, indicating that compared with the low Zeta potential, the high Zeta potential has a significant
promotion  effect  on  the  electroosmotic  flow  of  the  micropolar  fluid.  2)  Under  high  Zeta  potential,  with  the
increase of the micro-polarity parameter, the velocity of the micropolar fluid decreases, and the micro-rotation
effect  shows  a  first-increasing-and-then-decreasing  trend.  3)  Under  high  Zeta  potential,  when  the  electric
oscillation frequency is lower (less than 1), the increase of the electric width promotes the flow of the micropolar
fluid,  but  impedes  its  micro-rotation;  when  the  electric  oscillation  frequency  is  higher  (greater  than  1),  the
increase of the electric width impedes the flow and micro-rotation of the micropolar fluid, but expedites rapid
increase  of  the  volume  flow  rate  and  tends  to  be  constant.  4)  Under  high  Zeta  potential,  when  the  electric
oscillation frequency is lower (less than 1), the electroosmotic flow velocity and micro-rotation of the micropolar
fluid show an obvious oscillation trend with the change of the electric oscillation frequency, but the peak value
of  the  velocity  and  micro-rotation,  the  volume  flow  rate  and  the  micro-rotation  intensity  remain  unchanged;
when  the  electric  oscillation  frequency  is  higher  (greater  than  1),  with  the  increase  of  the  electric  oscillation
frequency,  the  amplitude  of  micropolar  fluid  electroosmotic  flow  velocity  and  the  amplitude  of  microrotation
decrease,  and also the volume flow and microrotation intensity decrease until  they reach zero.  5)  Under high

Zeta potential, the amplitude of wall shear stress    and    increase with the electric width increasing; when

the electric oscillation frequency is lower (less than 1), the wall shear stress     and     do not change with

the increase of the electric oscillation frequency, and the amplitude of the wall shear stress   is not affected by
the value of the micro-polarity parameter; when the electric oscillation frequency is higher (greater than 1), the

amplitude of wall shear stress     and     decrease with the increase of the electric oscillation frequency, and

the amplitude of  wall  shear stress     decreases  with the increase of  the micro-polarity parameter,  while  the

amplitude of wall shear stress    decreases linearly with the increase of the micro-polarity parameter.

Keywords: micropolar  fluid,  high  Zeta  potential,  electroosmotic  flow,  parallel  plate  microchannel,  finite
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