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四极子拓扑绝缘体是人们提出的第一类高阶拓扑绝缘体, 它具有量子化的四极矩而偶极矩为零. 四极子

拓扑绝缘体拓宽了传统的体-边对应关系, 从而观察到了更低维度的拓扑边界态. 最近, 由局域在位错附近的

拓扑缺陷态主导的体-位错对应关系引起了许多研究者的关注, 其将晶格倒易空间的拓扑结构与位错态的出

现联系起来. 本文研究了声学四极子拓扑绝缘体中的位错态. 在具有非平庸相的声学四极子拓扑绝缘体中嵌

入部分具有平庸相的晶格, 此时在由两种具有不同拓扑相晶格形成边界的角落处就会产生可以用 1/2量化分

数电荷表征的位错态. 通过在系统内部引入缺陷, 验证了此拓扑位错态的鲁棒性. 此外, 还证明了通过运用不

同嵌入晶格的方式可以随意设计位错态的位置. 本工作中研究的拓扑位错态拓宽了人工结构中高阶拓扑物

态的种类, 并为高阶拓扑绝缘体在声学中的应用 (如声传感和高性能能量收集)提供了新的思路.
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1   引　言

四极子拓扑绝缘体是人们提出的第一类高阶

拓扑绝缘体, 具有量子化的四极矩而偶极矩为零,

由于其具有奇异的拓扑性质而引起了广大研究者

的关注 [1–4]. 四极子拓扑绝缘体极大地拓展了传统

的体-边对应关系, 从而能观测到更低维度的拓扑

边界态 [5–13], 其中特征显著的是拓扑角态 [14,15]. 拓

扑角态最早在电四极子拓扑绝缘体中被观测到 [1,2].

随后, 由于四极子拓扑绝缘体简单且易于实现, 因

此在电学、光学和声学等领域逐步得到了广泛研

究 [2,16–19].

最近学者们将研究兴趣转向了体-位错对应关

系, 它由局域在位错附近的拓扑缺陷态所主导, 将

晶格倒易空间的拓扑结构与位错态的出现联系起

来. 位错在固体晶体中的本质是在实空间中的线缺

陷, 以伯格斯矢量 (Burgers vector)为特征, 位错

可以在拓扑绝缘体中通过增加或者移除部分晶格

来实现 [20–22]. 有趣的是, 位错 (实空间拓扑)与倒易

空间中定义的能带拓扑之间的相互作用可以带来

许多奇妙的性质和应用. 其中直接的应用是利用位

错态探测拓扑绝缘体的体拓扑特性 [23–25]. 近年来,

许多研究小组对位错态的研究逐渐转向了经典波

体系 [26–28]. 在这些研究中是通过去除拓扑绝缘体

的部分晶格后, 再重新排列拓扑绝缘体的剩余部分

来诱导位错的. 然而, 这些方法改变了晶格的微观

结构, 在实际操作中很难实现.

本文研究了声学四极子拓扑绝缘体中的位错

态. 基于紧束缚模型, 声学四极子拓扑绝缘体通过
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反转系统中胞内和胞间耦合所获得. 进一步, 在有

限声学四极子拓扑绝缘体中, 通过嵌入部分平庸晶

格构造位错结构. 通过反转平庸晶格与拓扑绝缘体

连接点之间的耦合强度, 调制出四周都为弱耦合的

孤立位错缺陷, 就能在由两种不同拓扑相晶格形成

边界的角落处观测到位错态, 此位错态可以用 1/2

量化的分数电荷表征. 在本文中, 运用不同嵌入晶

格的方式在声学四极子拓扑绝缘体中构建了两种

类型的位错, 相应地调制了两种类型的位错态, 分

别为线位错态和体位错态. 为了验证位错态的鲁棒

性, 考虑了四极子拓扑绝缘体中晶格的不完善. 

2   研究内容
 

2.1    声学四极子拓扑绝缘体模型

|γ| |λ|

我们构造了声学四极子拓扑绝缘体的紧束缚

模型, 其哈密顿量示意图如图 1(a)所示. 一个原胞

中含有 4个无自旋轨道的原子 (黄色部分), 其中最

邻近耦合包含胞内耦合  和胞间耦合  , 分别由

细线和粗线表示. 红色表示负耦合, 蓝色表示正耦

合. 哈密顿量的有序基在图 1(a)中间浅蓝色方框

标记的单元格中, 相应的布洛赫哈密顿量可表示为 

H(k) =


ω0 h12 0 h14

h∗
12 ω0 h23 0

0 h∗
23 ω0 h34

h∗
14 0 h∗

34 ω0

 , (1)

k = (kx, ky) h12 =

γ + λe−iky h14 = γ + λe−ikx h23 = −γ − λe−ikx

h34 = γ + λeiky

其中二维空间中的布洛赫向量  ,  

 ,    ,    ,

 . 为了方便起见, 把 x 方向和 y 方

向的晶格常数都设置为单位长度 1.

|γ| < |λ|

Qcorner = pxpy = 0

1/2

|γ| = |λ|
C4

|γ| < |λ|
C4

基于此紧束缚模型, 当耦合强度为  时,

四极子拓扑绝缘体出现 [2,16,17]. 四极子拓扑绝缘体

的拓扑特性不能用陈数来描述, 虽然带隙间的两条

瓦尼尔带是量子化的. 这两条带的偶极矩为零, 但

是它却具有量子化的四极矩 [29–32]. 因此, 四极子拓

扑绝缘体的角态可被定义为:   或

 
[1,33–35], 其中 px 和 py 为沿着 x 和 y 法向方向的

体极化值. 四极子拓扑绝缘体的拓扑特性需要镜面

对称性来保护, 当耦合强度   时, 体系保持

着  对称性, 所以四极子拓扑绝缘体 Pz 模的两条

带是简并的 [17,36,37]; 当耦合强度   时, 体系

的  对称性被打破但是仍然保持着 x 和 y 方向上

的镜像对称性 [22,36,38]. 现在我们构建一个声子晶体

来实现这个模型.

π

相应的声学四极子模型如图 1(b)所示, 原胞

的晶格常数为 a = 42 mm; 其中黄色部分表示

4个声学谐振腔, 谐振腔横截面的长和宽都为 L =

5 mm, 高 H = 20 mm. 黄色谐振腔中的 Pz 偶极

模对应于图 1(a)中紧束缚模型的无自旋轨道. 如

图 1(b)所示, 在声学四极子模型中引入了两种不

同连接的耦合管, 以在声学系统中产生不同类型的

耦合. 两根管子的直接连接 (红色管子)表示负耦

合, 交叉连接 (蓝色管子)表示正耦合 [1,17]; 两根较

细的耦合管表示胞内耦合, 两根较粗的耦合管表示

胞间耦合, 这种独特的连接方式致使每个原胞中都

具有  的磁通. 耦合强度取决于耦合管的尺寸, 通

过调节耦合管的尺寸可以得到具有非平庸相的声

学四极子拓扑绝缘体 [39]. 对于本文的声学四极子

模型, 非平庸四极子模型耦合管的选择参数如下:

较大耦合管横截面的长和宽分别为 L1 = 2.3 mm,

L2 = 6.5 mm, 而较小耦合管横截面的长和宽为

L3 = L4 = 1.5 mm. 在整个计算过程中, 都通过有

限元求解器 COMSOL Multiphysics进行全波模

拟, 在进行网格剖分时所有网格均采用极细化网格

剖分.

ω0 = 3970 Hz γ = 60 Hz λ =

340 Hz

|γ|
|λ|

qxy = 2pxpy = 1/2

声学四极子拓扑绝缘体 (图 1(b))的能带结构

如图 1(c)(黑色曲线)所示. 可以看出, 声学谐振腔

中耦合的 Pz 模在四极子拓扑绝缘体中分裂为两对

平坦带, 打开的带隙范围为 7558.7—8359.8 Hz, 其
中每条平坦带都是双重简并的. 为了进行比较, 使

用拟合参数计算出该紧束缚模型的带结构, 紧束

缚模型的中心频率  ,    ,   

 . 拟合结果如图 1(c)中红色散点所示, 观察

发现, 拟合结果与声学四极子拓扑绝缘体模型中的

计算结果十分吻合. 这表明当胞内跃迁  小于胞

间跃迁  时, 四极子拓扑绝缘体出现了, 其中的四

极矩  
[1,40,41].

4× 4

f1 = 8068.9 f2 =

8069.1 f3 = 8101.9 f4 = 8102.1

四极子拓扑绝缘体的特征之一是能观测到位

于角落处的角态. 为了观测声学四极子拓扑绝缘体

中的角态, 计算了由  个有限单元组成超胞结

构的带结构, 得到的本征频谱如图 1(d)所示. 可以

清晰地观察到, 4个角态位于 Pz 模两对平坦带打

开的带隙范围内, 频率分别为   Hz,  

  Hz,    Hz和   Hz. 与此

同时, 边缘态也出现在带隙内 (蓝点). 与传统拓扑
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绝缘体不同的是, 四极子拓扑绝缘体中的Wannier

带是受量子化四极矩拓扑保护的, 这使它不容易受

到外界因素的影响. 本文将把位错缺陷引入到声学

四极子拓扑绝缘体中对位错态进行研究. 

2.2    声学四极子拓扑绝缘体中的位错态

在四极子拓扑绝缘体中, 量子化的四极矩会导

致在边界处出现偶极矩, 当系统的边界都为开放边

界时, 开放边界的角落处会出现电荷量大小与边界

电偶极矩相等的角落电荷 [42]. 四极子拓扑绝缘体

中的位错态是拓扑局域态 (实空间中的拓扑相). 为

了在声学四极子拓扑绝缘体中产生位错态, 在由非

平庸的四极子拓扑绝缘体晶格组成的拓扑绝缘体

中嵌入部分平庸的四极子拓扑绝缘体晶格. 平庸晶

1/2

格可依据参考文献 [10, 43, 44]中用弱的胞内耦合和

强的胞间耦合构造. 为了保持四极子拓扑绝缘体的

连续性, 这里将平庸晶格的耦合参数与四极子拓扑

绝缘体中的耦合参数设置成一致. 这样, 在部分平庸

晶格与由非平庸晶格构成的四极子拓扑绝缘体之

间形成了由不同拓扑相晶格构成的边界. 再通过反

转局部耦合管的耦合强度, 就会产生一个被弱耦合

管包围的孤立位错缺陷, 并且在这个位错缺陷处会

形成实空间的高阶拓扑位错态 [22]. 这种位错态与

 量化分数电荷相关联 [22]. 因此, 基于这种方法, 可

以在声学四极子拓扑绝缘体中通过不同嵌入平庸

晶格的方式, 获得所需的线位错态和体位错态. 虽然

采用的方法是在原来的四极子拓扑绝缘体中嵌入

一些平庸的四极子晶格, 但是这些晶格之间仍然可
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图 1    四极子拓扑绝缘体的紧束缚模型和对应的声学模型　(a)二维紧束缚模型结构示意图, 每个黄色的圆圈代表一个无自旋

的电子轨道, 蓝色方框内表示一个原胞, 蓝线表示正耦合, 红线表示负耦合, 细线表示胞内耦合, 粗线表示胞间耦合; (b)声学四

极子拓扑绝缘体的原胞结构, 黄色矩形柱为声学谐振腔, 代表无自旋的电子轨道, 两根耦合管的直接连接 (红色标记)表示负耦

合, 交叉连接 (蓝色标记)表示正耦合; (c)声子晶体的能带结构 (黑色曲线), 红色散点是根据紧束缚模型计算的, 可以看出, 由声

子晶体与由紧束缚模型计算得到的 Pz 模平坦带吻合得很好; (d)由   个有限单元计算得到的声学四极子拓扑绝缘体的本征

频谱, 在 Pz 模打开的带隙范围内观察到角态 (红点)是四极子拓扑绝缘体为高阶拓扑绝缘体的特征之一

4× 4

Fig. 1. Tight-binding (TB) model and the corresponding acoustic model for QTI. (a) Schematic of the two-dimensional TB model.

Each yellow circle represents a spinless electronic orbital, and the light shaded square sketches a four-site unit cell. The blue lines

indicate the positive hoppings and red lines indicate negative hoppings. The thin lines represent intracellular hoppings and the thick

lines represent the intercellular hoppings. (b) The unit cell structure of the corresponding acoustic model. The yellow rectangular

pillars are the resonant cavities, representing spinless electronic orbitals. The straight link of two tubes (marked with red) indicates

the  negative  coupling,  and  the  crossing  link  (marked  with  blue)  indicates  the  positive  coupling.  (c)  The  band  structures  for  the

acoustic crystal (black curves). The red scatter are calculated from TB model. It can be seen that the coupled bands from Pz modes

in acoustic crystal agree well with these from TB model. (d) The band structures for a finite-size acoustic structure with   unit

cells. The corner states (marked red) are observed within the gap of Pz bands, which is one of the characteristics of higher-order

QTI.
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以和原来的系统一样形成完整的四极子拓扑绝缘

体结构, 系统的微观结构并不会发生变化. 因此,

声学四极子拓扑绝缘体内部的位错态是通过简

单地在四极子拓扑绝缘体中嵌入平庸晶格实现的,

位错态的位置可以通过调整嵌入晶格的方式灵活

设计, 这与现有调制位错态的方法相比更易于操作

和实现.

|γ|

在图 2(a)中, 通过在四极子拓扑绝缘体内嵌

入一排平庸晶格 (橙色方框)示意性地展示了调制

线位错态的紧束缚模型. 沿着线缺陷, 可以任意选

择位置来构造线位错态. 例如, 在图 2(a)中选择了

两个位置 (红点标记). 为了在选择的位置处产生线

位错态, 需要降低该位置与系统相连接耦合管的耦

合强度 (黑色细线), 这里我们将耦合管的耦合强度

调整为与胞内耦合强度  相等, 以保持系统的连

续性. 这样, 在选定的位置处便会产生被两种具有

不同拓扑相晶格 (平庸晶格和四极子拓扑绝缘

体)包围的位错缺陷, 此时线位错态就会产生在这

个选定的位置上, 其特征是具有 1/2量化的分数电

荷 [22]. 相应地, 参照紧束缚模型 (图 2(a))构造了线

位错态的声学模型. 图 2(b)展示了此有限结构声

学模型的本征频谱, 如预期的那样, 在声学四极子

拓扑绝缘体两对平坦带打开的带隙范围内能清晰

地观察到两个线位错态 (红点), 它们的频率 f 分别

为 8298.2 Hz和 8298.4 Hz. 图 2(c), (d)分别展示

了两个线位错态的本征场分布. 从本征场分布可以

清楚地看到, 线位错态的能量能够很好地局域在原

先选定的位置上, 这证实了上述分析.

|γ|

同样, 通过在夹层声学四极子拓扑绝缘体中嵌

入部分平庸晶格构造体位错, 如图 3(a)所示. 这种

构造体位错态的方法会导致中间的声学四极子拓

扑绝缘体和两侧的声学四极子拓扑绝缘体之间产

生半个晶格的平移, 这导致中间的声学四极子拓扑

绝缘体和两侧的声学四极子拓扑绝缘体之间的

耦合管会发生倾斜, 如图 3(a)所示. 体位错 (红色

圆圈标记)与线位错情况一致, 都是由两种不同的

拓扑相 (平庸晶格和四极子拓扑绝缘体)以及将

连接管 (黑色细线)耦合强度减小到与胞内耦合强

度  相等所形成. 同样, 体位错的位置也可以任意

调制, 这个位错同样与 1/2量化的分数电荷相关

联 [22]. 此体位错态声学模型的本征频谱图计算结

果如图 3(b)所示, 在声学四极子拓扑绝缘体 Pz 模

两对平坦带打开的带隙范围内观测到了两个体位

错态, 此时两个体位错态的频率 f 分别为 8145.4 Hz

和 8146.1 Hz. 图 3(c), (d)为两个体位错态的本征

场分布图, 能量分布情况与线位错态一致, 都局域

在预测的空腔内.
 

2.3    声学四极子拓扑绝缘体位错态的鲁棒性

为了验证声学四极子拓扑绝缘体中位错态的

鲁棒性, 在四极子拓扑绝缘体内部产生位错态位置

的周围引入缺陷. 该缺陷由更大的声学谐振腔构
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图 2    线位错态　(a)调制线位错态的模型结构, 橙色矩形表示嵌入四极子拓扑绝缘体的平庸晶格, 黑色细线表示将原始的强耦

合反转为弱耦合, 红色圆圈表示位错点; (b)线位错态的本征频谱, 可以观察到两个线位错态 (实空间中的拓扑态)位于 Pz 模平坦

带打开的带隙范围内 (红点); (c), (d)本征频率分别为 8298.2 Hz和 8298.4 Hz的两个线位错态的本征场分布

Fig. 2. Line-dislocation states. (a) The model structure to introduce the line-dislocation states. The orange rectangle represents the

trival lattice, embedded into the QTI. Black thin lines indicate the weak couplings which are reversed from original strong coup-

lings. The red circles are marked as the dislocation sites. (b) The band structures for the line-dislocation model. It can be observed

that two line-dislocation states (topological states in real space) are located within the gap of Pz bands (marked as red). (c), (d) The

eigen fields distribution for the two line-dislocation states with frequency of 8298.2 Hz and 8298.4 Hz, respectively.
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成, 如图 4(a)中黑色圆圈和图 4(c) 中黑色圆圈所

示, 分别对应于验证线位错态和体位错态鲁棒性的

声子晶体拓扑绝缘体结构示意图. 更大声学谐振腔

长和宽都为 7.5 mm, 高度保持 20 mm不变. 两种

情况下的本征频谱分别如图 4(b), (d)所示, 相应

的本征场分布如插图所示. 此时, 两个线位错态的

频率分别为 8298.4 Hz和 8298.6 Hz, 而两个体位

错态的频率分别为 8145.6 Hz和 8146.1 Hz. 从位

错态的频率和本征场分布可以看出, 引入缺陷后线

位错态和体位错态的频率和本征场分布与图 2和

图 3中没有引入缺陷时相比几乎保持不变. 结果表

明, 通过嵌入部分平庸晶格调制的声学位错态具有

显著的局域性和鲁棒性. 此外, 根据本文方法, 位

错态的位置可以随意设计.
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图 3    体位错态　(a)调制体位错态的模型结构, 橙色矩形表示嵌入四极子拓扑绝缘体中的平庸晶格, 黑色实线表示弱耦合, 红

色圆圈表示位错点; (b)调制体位错态的声子晶体拓扑绝缘体计算得到的本征频谱, 两个体位错态位于 Pz 模打开的带隙范围内

(红点标记); (c), (d)频率分别为 8145.4 Hz和 8146.1 Hz的两个体位错态的本征场分布

Fig. 3. The bulk-dislocation states.  (a) The model structure to introduce the bulk-dislocation states.  The orange rectangle repres-

ents the trival lattice, embedded into the QTI. Black thin lines indicate the weak couplings. The red circles are marked as the dislo-

cation sites. (b) The band structures for the bulk-dislocation model. Two bulk-dislocation states are observed within the gap of Pz

bands (marked as  red).  (c),  (d)  The eigen fields  distribution for  the two bulk-dislocation states  with frequency of  8145.4 Hz and

8146.1 Hz, resepectively.
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图 4    线位错态和体位错态的鲁棒性　 (a)验证线位错态鲁棒性的声学模型 , 黑色圆圈表示长和宽都为 7.5 mm (原始腔的

1.5倍)的更大谐振腔 , 表明在声学四极子拓扑绝缘体内部引入了缺陷 ; (b)对应于 (a)中模型的本征频谱 , 插图展示了线位错态

的本征场分布情况; (c)验证体位错态鲁棒性的声学模型 , 在声学四极子拓扑绝缘体内引入长和宽都为 7.5 mm (原始腔的

1.5倍)的更大谐振腔 (黑色圆圈标记); (d)对应于 (c)的本征频谱, 插图为体位错态的本征场分布, 可以看出, 两种情况下的特征

频率和本征场分布几乎保持不变

Fig. 4. Robustness of line-dislocation and bulk-dislocation states. (a) The acoustic model to verify the robustness of line-dislocation

states. The bold circle denotes a bigger resonant cavity with length of 7.5 mm (1.5 times of that of original cavity), indicating the

introduction of imperfection inside acoustic QTI. (b) The corresponding the band structure for the model shown in (a), insets dis-

play the eigen fields for the dislocation states. (c) The acoustic model to verify the robustness of bulk-dislocation states. A bigger

resonant  cavity  with  length  of  7.5 mm (1.5 times  of  that  of  original  cavity)  are  introduced  inside  acoustic  QTI  (marked as  bold

circle). (d) The corresponding the band structure for the model shown in (c), insets display the eigen fields for the dislocation states.

It can be seen that both the eigen frequency and eigen field keeps almost unchanged for the two cases.
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3   结　论

本文通过在声学四极子拓扑绝缘体中嵌入部

分平庸晶格对声学四极子拓扑绝缘体中的位错态

进行研究. 线位错态是沿着嵌入的平庸晶格产生

的, 而体位错态则产生在四极子拓扑绝缘体的内

部. 结果表明, 该方法可以任意设计位错态的位置,

且调制出来的位错态都具有很好的鲁棒性. 在此,

我们提出了一种在实空间中任意操作声学高阶拓

扑态的方法, 这在声波能量收集、过滤声波以及振

动操纵等方面可能具有潜在的应用 [45,46].
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Abstract

Quadrupole topological insulator (QTI) is the first proposed higher-order topological phase of matter with
quantized  quadrupole  moment  but  zero  dipole  moment.  The  QTI  has  expanded  widely  the  traditional  bulk-
boundary  correspondence,  thereby  the  lower-dimensional  topological  boundary  state  can  be  observed.  The
recent  interest  has  turned  to  the  bulk-dislocation  correspondence,  which  dominates  the  topological  states
localized to disclinations, and links the reciprocal-space topology of lattices with the appearance of dislocation
states. Recently, many research groups have turned the studies of dislocation defects to classical wave systems.
In  these  researches,  the  method  of  inducing  dislocation  defects  is  to  remove  a  portion  of  the  lattices  of
topological  insulator  and  then  rearrange  the  remaining  lattices  of  the  topological  insulator.  Through  such  a
method, the micro structure of the lattices is changed, but it is difficult to realize in the actual operation. In
this work, we study the dislocation defect states in acoustic QTIs. The acoustic QTI is designed by reversing
the  magnitude  of  the  intracellular  and  extracellular  coupling  in  the  system,  and  the  bulk  energy  bands  and
topological  corner  states  are  studied.  Subsequently,  by  introducing  partial  trivial  lattices  into  acoustic  QTI
structure, the dislocation bound states are generated in the corner formed by two different topological phases,
which can be characterized by a 1/2 quantized fractional charge. The robustness of the topological dislocation
states  is  verified  by  introducing  the  imperfection  inside  the  system.  Further,  it  is  demonstrated  that  the
dislocation positions can be designed at will. Without changing the microstructure of the lattice, we successfully
modulate the line dislocation states and bulk dislocation states. The topological dislocation states studied in this
work broaden the types of higher-order topological states in artificial structures, and provide new insights into
the  acoustic  applications  of  higher-order  topological  insulators,  such  as  sensing  and  high-performance  energy
harvesting.
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