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量子相变是量子光学和凝聚态物理领域的一个重要课题. 本文在标准双模 Dicke模型的基础上引入原

子-光的非线性相互作用, 研究其所引起的量子相变. 利用自旋相干态变分法从理论上给出有两个参量的基态

能量泛函. 两模光场采用四种不同的比例关系进行研究, 并且在实验参数下, 通过可调的原子-光的非线性相

互作用参量, 给出了宏观多粒子量子态的丰富结构. 本文主要呈现了在蓝失谐和红失谐下, 双稳的正常相、共

存的正常-超辐射相和原子数反转态等丰富的基态特性. 原子-光的非线性相互作用在蓝失谐可以引起标准的

双模 Dicke模型的正常相到超辐射相的二级量子相变. 在红失谐时引起新奇的基态特性, 新奇的量子相变, 即

反转的超辐射相到反转的正常相的二级逆量子相变. 原子-光的非线性相互作用和两模光场比例不同时, 对量

子相变的相边界和基态物理量的值有较大影响.
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1   引　言

量子相变通常被看作是在零温度下热涨落全

部冻结, 由量子涨落引起的系统基态随耦合参数的

突然变化 [1–3], 是量子光学和凝聚态物理领域的一

个重要课题. Dicke模型 [4] 描述 N 个二能级的原子和

单模光场的相互作用, 给出了原子集体激发超辐射

效应的理论解释, 是量子光学的基础. Dicke模型中

正常相到超辐射相的二级量子相变早已被发现, 是

系统基态能谱的性质在耦合参数临界值处发生了结

构性的改变 [5], 这时系统的光子数和激发态原子会

突然从零增长为一个有限值, 这种量子相变是探测多

体物理系统量子关联性质以及其动力学特性的基本

手段, 是量子信息领域所关心的中心课题, 也是当前

混沌、量子光学、凝聚态物质等领域的热门问题 [6–11].

∆a < 0

∆a > 0

近年来, 研究多模Dicke模型的量子相变, 原子

整体与任意离散或连续玻色子模式相互作用的模

型, 结果表明, 该体系经历了正常相到超辐射相的

二级量子相变 [12,13]. 两个交叉的光腔中玻色凝聚体

的超辐射跃迁实验, 证明光可以在这两个腔模的任

意叠加状态下发射, 可以驱动超辐射跃迁 [14–16]. 理

论上探究了两模光腔中增加另一个泵浦光, 对光学

腔中超冷气体在红原子失谐 (  )和蓝原子失

谐 (  )时对超辐射跃迁的影响 [17]. 原子和光场

采用不同耦合方式的双模 Dicke模型也可以产生

一级量子相变 [18]. 分析了一级和二级超辐射量子

相变的相关性 [19]. 探讨了多模 Dicke模型在单模情

况下不存在的一些方面 [20]. 这些实验和理论研究
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提供了两模光场与原子耦合的方式和研究的方向.

量子相变一般被认为只有在光子和原子集体

耦合强度与两能级原子的能级差在同一个数量级

才会发生, 该条件在相当长的一段时间内被认为是

一个苛刻的条件. 冷原子技术克服了这个困难, 模

拟了 Dicke模型并成功观察到超辐射量子相变 [21],

从而使光场中的冷原子系统, 或者光腔中的玻色-

爱因斯坦凝聚成为一个理想的量子模拟平台. 在实

验中腔场的频率可被泵浦场调控, 甚至到负值, 而

且出现原子-光的非线性相互作用, 这无疑为新的

宏观量子态和相应的相变提供了可能. 这种高精细

度光腔内的玻色-爱因斯坦凝聚系统被认为是一个

很有前途的平台, 可以很好地从原子物理和量子光

学中探索奇异的多体现象, 包含原子-光非线性相

互作用的 Dicke模型, 不仅实验上具有广泛的应

用, 而且也有丰富的理论研究价值 [7]. 我们在单模

Dicke模型中, 研究了原子-光非线性相互作用的量

子相变, 通过实验上可以调节相互作用强度的大

小, 泵浦激光的频率, 可得到丰富的量子态结构. 在

蓝失谐和红失谐下揭示了双稳态正常相、原子数反转

和正常相-超辐射相共存的特性, 正常相到超辐射

相和反转的超辐射相到反转的正常相的逆二级量

子相变 [22]. 也研究了标准的双模 Dicke模型的量子

相变, 存在正常相到超辐射相的二阶量子相变 [23].

本文将在考虑一模光场与原子有非线性的相

互作用, 且原子分别与双模光场的偶级耦合强度都

相等的条件下, 分别讨论双模光场成四种比例关系

时双模 Dicke模型的量子相变. 用自旋相干态方法

推导出了基态能量泛函, 基态能量泛函对经典参量

求极值, 并且二阶偏导大于零, 可得考虑了正常和

反转赝自旋时双稳、共存及新的宏观态的解. 非线

性相互作用参量和双模光场的比例对双稳态和多

种共存态的区域, 以及对正常相到超辐射相和新奇

的反转的超辐射相到反转的正常相的逆量子相变

的边界和区域都有较大影响. 可根据判断量子相变

级次的方法, 得出量子相变的级次. 

2   模型分析和精确解
 

2.1    模型及理论分析

在双模腔场中, 两模光场同时作用在 N 个二

能级 87Rb原子上, 在原子与双模光场的偶级耦合

强度相等的条件下, 一模光场与原子有非线性相互

作用的系统的哈密顿量可写为 [7,22,23]
 

H =
∑
l=1,2

ωla
†
lal + ωaJZ +

g

2
√
N

×
∑
l=1,2

(
a†l+al

)
(J+ + J−) +

U

N
Jza

†
1a1, (1)

ℏ = 1

a†l (al) (l = 1, 2)

ωa

g g

Jz J± [J+, J−] = 2Jz

[J±, Jz] = ∓J± |j,m⟩
Jz |j,m⟩ = m |j,m⟩ 2j + 1 = N + 1

j = N/2 ω1 = ∆+ βU

∆ = ωf − ωp ωf ωp

β

β = 7/6U

ω1 ∆

ω2 = ωa

其中取  , 当 U = 0时, (1)式回到标准的双

模 Dicke模型哈密顿量 [23].   是两模

光场的产生 (湮灭)算符; N 代表原子个数;    表

示二能级原子的能级差, 且认为两模光场中, 光子

和原子场偶极耦合强度相等且都等于  ,   是可通

过泵浦激光功率的改变而改变的实验参量. 集体自

旋算符由  ,   表示, 对易关系是  ,

 . 集体自旋算符的基矢是  , 满

足  , 空间维度是  ,

 .  腔场的等效频率   ,  其中

 是腔场频率   和泵浦场频率   间的

失谐量,   是与实验有关的无量纲常数, 依据 Liu 等 [7]

报道取  , U 为原子-光非线性相互作用参

量, 单位是能量单位, 可为正数也可为负数. 等效

的腔频率  可以通过泵浦激光与腔场失谐  和原

子和光子相互作用 U 来调节, 可正可负, 这样丰富

的新相和新的量子相变会产生. 第二模光场的频率

取  .
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图 1　双模光腔内捕获超冷原子的实验装置 . 等效的 N 个

二能级超冷原子 87Rb处于该腔中, x 方向有等效的腔频  

的光场, y 方向上有腔频   的光场 , z 方向有泵浦激光频

率为   , 只调控腔频  

ω1

ω2

ωp

ω1

Fig. 1. Experimental setup for a trapped ultra-cold atoms in

the  dual-mode  optical  cavity.  The  equivalent N  two-level

ultracold atoms are in this cavity, with a equivalent cavity

frequency      light  field  in  the  x  direction,  a  cavity  fre-

quency    light field in the y direction, and in the z direc-

tion, the pumped laser frequency is    ,  and only the cav-

ity frequency    is regulated. 

2.2    基态能量泛函

采用自旋相干态变分法来研究宏观多粒子量

子系统的基态能量泛函. 首先在相干态的光场条件

下, 借助自旋相干态变换, 把赝自旋算符对角化得
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到基态能量泛函. 将能量泛函对经典场变量求极

值, 并对二阶导数进行判定取极小值, 最后给出基

态能量的精确解.

al |αl⟩ = αl |αl⟩ αl = γleiθl γl

θl ⟨αl| a†l al |αl⟩ = γ2l

l = 1, 2

首先考虑双模光场都是相干态, 即量子化光场

的宏观极限-宏观量子态. 按定义是光子湮灭算符

的本征态即  , 其中  , 模 

和复数角  为任意实数, 显然  是

光子数,   .

|u⟩ = |α1⟩ ⊗ |α2⟩
对系统哈密顿量 (1)式用双模光场相干态

 取平均得 

H̄ = ⟨u|H |u⟩ = ω1γ
2
1 + ω2γ

2
2 +

(
ωa +

U

N
γ21

)
Jz

+
g√
N

∑
l=1,2

γl cos θl(J+ + J−), (2)

γ1 γ2 θ1 θ2

|n∓⟩ |n−⟩ ⇓ |n+⟩
⇑

其中光场变量    ,     和    ,    是变分参量. 有

两个宏观本征态, 即代表南极和北极规范的自旋相

干态  ,    称为正常 (  )自旋态,    称为

反转 (  )自旋态.

H̄利用自旋相干态变换将  进行对角化可得到

相应的本征值, 即 

H̄ |n∓⟩ = E∓ |n∓⟩ . (3)

J · n⃗ |n∓⟩ = ∓j |n∓⟩
j = N/2 n⃗ = (sin ξ cos η, sin ξ sin η, cos ξ)

ξ η

∆J+ ·∆J− = ⟨Jz⟩ /2
⟨n− | n+⟩ = 0

|j,∓j⟩ (Jz |j, ∓ j⟩ = ∓j|j,
∓j⟩)

自旋相干态 [22–24] 事实上是自旋投影算符的本

征态,  其本征方程为   ,  其中

 ,    是方向

角  和  的单位矢量. 自旋相干态满足最小不确定

关系  , 并且两个宏观量子态是

相互正交的  . 通过么正变换可以从

最大的自旋算符基矢   

 产生自旋相干态, 即 

|n∓⟩ = R (n) |j,∓j⟩ = e
ξ
2 (J+e−iη−J−eiη) |j,∓j⟩ . (4)

在自旋相干态下, 原来的自旋算符分别旋转为  

J̃z = R†JzR

= Jzcosξ +
1

2
sinξeiηJ− +

1

2
sinξe−iηJ+,

J̃+ = R†J+R

= J+cos2
ξ

2
− Jzeiηsinξ − J−e2iηsin2

ξ

2
,

J̃− = R†J−R

= J−cos2
ξ

2
− Jze−iηsinξ − J+e−2iηsin2

ξ

2
.

(5)

R†令本征值方程 (3)左乘   , 并将 (4)式代入

方程 (3)得:
 

R†[ω1γ
2
1 + ω2γ

2
2 +

(
ωa +

U

N
γ21

)
Jz

+
g√
N

∑
l=1,2

γl cos θl(J+ + J−)]R |j,±j⟩

= R†E∓R |j,±j⟩ . (6)

将 (5)式代入 (6)式, 并整理得:
 

[ω1γ
2
1 + ω2γ

2
2 +A(α1, α2, ξ, η)Jz +B(α1, α2, ξ, η)J+

+ C(α1, α2, ξ, η)J−] |j,∓j⟩ = E∓ |j,∓j⟩ , (7)
  

A = Φcosξ − 2g√
N

∑
l=1,2

γlcosθlsinξcosη ,

B =
Φ

2
e−iηsinξ +

g√
N

∑
l=1,2

γlcosθl

×
(
cos2

ξ

2
− e−2iηsin2

ξ

2

)
,

C =
Φ

2
eiηsinξ +

g√
N

∑
l=1,2

γl

× cosθl
(
cos2

ξ

2
− e2iηsin2

ξ

2

)
.

(8)

Φ = ωa + Uγ21
/
N  , (7)式成立的条件是非对角

部分的系数为零, 即 B = 0 , C = 0可得到如下形

式满足对角化的方程:
  

Φ

2
e−iηsinξ +

g√
N

∑
l=1,2

γlcosθl

×
(
cos2

ξ

2
− e−2iηsin2

ξ

2

)
= 0 ,

Φ

2
eiηsinξ +

g√
N

∑
l=1,2

γlcosθl

×
(
cos2

ξ

2
− e2iηsin2

ξ

2

)
= 0 .

(9)

解 (9)式可确定角参量的数值:
  

cos η = cos θ1 = cos θ2 = −1 ,

cos ξ =
Φ√

Φ2 +
4g2

N
(γ1 + γ2)

2

,

sin ξ = − 2g (γ1 + γ2)

√
N

√
Φ2 +

4g2

N
(γ1 + γ2)

2

.

(10)

将 (10)式代入 (8)式可得:
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A =

√(
ωa +

U

N
γ21

)2

+
4g2

N
(γ1 + γ2)

2
. (11)

γ1 γ2

由此可得 (3)式的本征值, 即基态能量泛函是

两个参量  和  的函数, 可表示为 

E∓ (γ1, γ2) = ω1γ
2
1 + ω2γ

2
2

∓ N

2

√(
ωa +

U

N
γ21

)2

+
4g2

N
(γ1 + γ2)

2
. (12)

 

2.3    平均基态能量、总的平均光子数、原子
布居数差

np γ2

np > 0 np = 0

Dicke模型中的量子相变的特征在于平均光子

数  (或   ), 可作为序参数 , 对于超辐射相 SP,

 , 对于正常相 NP,   .

γ2 = γ21 + γ22在 (12)式中设总光子数  , 双模光

场之间满足关系如下式  

γ21/γ
2 = cos2φ, γ22/γ

2 = sin2φ,

γ2/γ1 = tanφ, γ22/γ
2
1 = tan2φ ,

ω′ = ω1 + ω2tan2φ, g′ = g (1 + tanφ) ,

φ ∈ [0, π/2) .

(13)

γ1将 (13)式代入 (12)式得单参量  的能量泛函: 

E∓ (γ1) = ⟨ψ∓|H |ψ∓⟩

= ω′γ21 ∓ N

2

√(
ωa +

U

N
γ21

)2

+
4g′2γ21
N

. (14)

γ1

通过能量泛函的极值条件可以得出宏观多粒

子量子态的解, 即对 (14)式中   求一阶偏导, 得

极值: 

∂E∓

∂γ1
=γ1

2ω′ ∓
U

(
ωa +

U

N
γ21

)
+ 2g′

2

2

√(
ωa +

U

N
γ21

)2

+
4g′

2
γ21

N

=0.

(15)

γ1 = 0

NP(γ1n∓ = 0)

∂2E∓

∂γ21
> 0 NP

γ1n∓ = 0 N∓

方程 (15)有一个零光子数解   , 这就产

生了正常相  , 只有当它的二阶导数大

于零时是稳定的, 即  , 表示正常相  状

态  , 用  表示. 发现非零光子数解为 

γ21s∓
N

=
1

U2

[
−
(
2g′

2
+ Uωa

)
± 4g′ |ω′|

√
ζ

√
ς

]
. (16)

ζ = g′2 + Uωa ς = 4ω′2 − U2这里  ,   , 且满足二

阶导数大于零, 即 

∂2E∓

∂γ21
= ±ς

γ21s∓
g′

√
ς

ζ
⩾ 0. (17)

(⇓) γ21s− (⇑)γ21s+
ω′ > 0, 4ω′2 − U2 > 0 ω′ < 0, 4ω′2 − U2 < 0

(⇑) γ21s+ U < 0

∂E∓(γ1 = 0)/

∂γ1 = 0

用非零光子解 (16)式代入极值条件 (17)式,

满足正常状态    和反转态   的必要条

件:   和  .

反转状态  的   仅当   时, 可能通过非线

性相互作用而存在. 当 (15)式满足  

 , 可得相边界为 

g′c∓ =

√(
±ω′ − U

2

)
ωa. (18)

光子数表达式 (16)式代入 (14)式, 得到在超

辐射相中每个原子的平均能量的表达式是 

ε∓ =
E∓

ωaN
=

1

U2

[
−
(
2g′

2
+ Uωa

)
± 4g′ω′

√
ζ

ς

]
ω′

ωa

∓ g′

ωa

√
ζ

ς
. (19)

正常相时能量为 

ε∓
(
γ2∓ = 0

)
= ∓1

2
(20)

|ψ∓⟩ = |u⟩ ⊗ |n∓⟩总波函数为  , 超辐射的平均

总光子数是 

np =

⟨ψ∓|
∑
l=1,2

a†l al |ψ∓⟩

N
= γ2∓. (21)

而原子布居数差分布为 

∆na∓ =
⟨ψ∓| Jz |ψ∓⟩

N
=

1

U

[
−ω′ ± g′

2

√
ς

ζ

]
. (22)

正常相的值为 

∆na∓(γ
2
s∓ = 0) = ∓1

2
. (23)

(⇑) ∆na+ = 1/2反转态  原子布居数差即  .

相边界和物理量的表达式都与非线性相互作

用 U 和第二模光场的占比有关. 

2.4    量子相变级次的判定

ε
∂nε∓
∂gn

Dicke模型中判定量子相变级次 [13,19] 是根据

基态能量  是连续的, 基态能量对光和原子的偶级

耦合参量 g 的 n 阶偏导数即  , 对某个 n 是不

连续的, 量子相变的级次就是第 n 级. 比如第一级

不连续就是一级量子相变; 第一级连续, 第二级不

连续就是二级量子相变.
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通过自旋相干态变分法推出了系统的哈密顿

量的基态泛函是两个相干态光场参量的表达式. 通

过进一步计算得到了系统中每个原子的平均能量、

平均总光子数和原子布居数差表达式, 还可以判断

相变的级次. 

3   相图和量子相变级次

我们讨论蓝失谐和红失谐两种情况下, 原子-

光非线性相互作用和两模光场的占比不同, 两种因

素引起的稳定的多重量子态和量子相变特性. 

3.1    蓝失谐时的相图和基态物理量线图

U/ωa ∈
[−80, 80] g/ωa ∈
[0, 10] ωa =

1 MHz ωf < ωp ∆ = ωf − ωp < 0

∆/ωa = −20 β = 7/6 ω1/ωa =

∆/ωa + 7U/6ωa ω2/ωa = 1

参数选自参考文献 [7, 21, 22]中的值, 非线

性相互作用值在一个宽的区域内扩展,   

 . 集体原子与光场耦合强度分别是 

 , 单位是 MHz. 以原子频率为单位, 即  

 .  蓝失谐时   ,  腔场   ,

取  , 常数  , 有效频率为 

 ,   .

本文取两模光场的四种比例关系 (a, b, c, d),

其中 a = 0, 代表第二模光场不存在, b, c, d 代表

两模光场的比值分别是 1∶3, 1∶1, 3∶1, 以下表格

同. 将上述参数代入 (18)式可得如表 1所列的相

边界与原子-光的非线性相互作用参量 U 的关系.

U/ωa ⩾ 30

g ⩽ gc− NPbi (N−,N+)

N− g > gc− S−
N+ S− S−

N+ g > gc+

g ⩽ gc+

gc− N− S−
gc+ N+

gc−

N− S− gc+

N+

gc−

N− S− gc−

图 2中的边界是依据表 1得到的, 四个图形的

性质相同. 从图 2(a)中可看出, 在  的条

件下,   是正常相的双稳态  (青

色区), 具有较低能量的   是基态;    是  

与  共存区 SP(  , N+)(红色区),    是较低能

态. 反转的  存在于  的所有区, 是由原子-

光非线性相互作用引起的是一个新的观测相. 在曲

线  下发现不稳定的宏观真空不稳定相区

(UMV, 空白区).    是正常相   到超辐射相  

的相变界,    是反转的正常相   和不稳定的真

空态的相边界. 从图 2可以看出, 当非线性的相互

作用参量 U = 0时,   不存在, 所以不存在正常

相  到超辐射相   的量子相变.    存在, 有宏

观真空不稳定相 (UMV)到反转正常相  的相变.

当有非线性的相互作用参量 U 存在并取一定的数

值范围时, 如表 1所列,    存在, 会出现正常相

 到超辐射相  的量子相变. 两条相边界线  ,
 

U表 1    蓝失谐时相应相图的参数 (  作变量)
UTable 1.    Parameters of the corresponding phase diagram when blue detuning (   as variable).

φ tan2φ 1 + tanφ gc−/ωa gc+/ωa

a 0 0 1
1
√
3

√
2U

ωa
− 60,

U

ωa
> 30

1
√
3

√
60−

5U

ωa
,

U

ωa
< 12

b
π
6

1

3
1 +

√
3

3

1

1 +
√
3

√
2U

ωa
− 59,

U

ωa
> 29.5

1

1 +
√
3

√
59−

5U

ωa
,

U

ωa
< 11.8

c
π
4

1 2
1

2
√
3

√
2U

ωa
− 57,

U

ωa
> 28.5

1

2
√
3

√
57−

5U

ωa
,

U

ωa
< 11.4

d
π
3

3 1 +
√
3

1

3 +
√
3

√
2U

ωa
− 51,

U

ωa
> 25.5

1

3 +
√
3

√
51−

5U

ωa
,

U

ωa
< 10.2

 

0 2 4

/a

6 8 0 2 4

/a

6 8 0 2 4

/a

6 8 0 102 4

/a

6 8

UMV UMV UMV

U
M
V

NPbi(N-,N+) NPbi
(N-,N+)

NPbi
(N-,N+)

SPco(S-,N+) SPco(S-,N+) SPco(S-,N+) SPco(S-,N+)

80
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40

20

0

-20


/

a

-40

-60

-80

(a) (b) (c) (d)

NP(N+)

c+

c- c- c- c-

NP(N+)

c+

NP(N+) NP(N+)

c+ c+

图 2    蓝失谐下的相图

Fig. 2. Phase diagram in blue detuning.
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gc+ U/ωa

gc−

gc+

gc− gc+ U

U

S+

 和   取确定值的一条直线将每个相图分为

四个区. 原子-光非线性相互作用逐渐向正值方向

变大时, 引起相边界  变大, 向负值方向变大时,

相边界的值  变大都影响了相变. 作为对照, 如

图 2(b)—(d)所示, 在第二模光场的占比逐渐增大,

 和   中   的取值也逐渐减小, 使得相变更易

发生, 整体区域下移, 相变发生的范围变大. 但两

个  之间的差距变小, 也可以看到区域的变化. 本

文观察到的双稳态的宏观量子态与非平衡量子相

变的动态研究一致 [25]. 由于不满足必要条件, 因此

不存在用于反转状态的  , 蓝色失谐无法实现.

U/ωa = 40, 60

gc−/ωa

g

参照表 1参数, 取   , 可以比较

同等条件下, 非线性相互作用参量 U 的作用. 其他

参数不变, 代入 (18)式可得具体数值的边界  ,

如表 2所示. 将参数代入 (19)式—(23)式得到基

态物理量随耦合强度  变化的线图, 如图 3所示.

gc−

图 3(a)代表单模光场, 图 3(b)—(d)代表双模

光场, 非线性的相互作用 U 对图 3(a)的相变点影

响比对图 3(b)—(d)的影响大. U 增大, 相边界的

值增大. 因为只考虑第一模光场和原子的非线性相互

作用 U, 所以随着第二模光场占比的逐渐增大, 两

个相变点  的位置越来越近. 从图 3(a1), (a3),

gc−

N− S−
N+ ⇑

NPbi (N−,N+)

S−

图 3(b1), (b3), 图 3(c1), (c3)和图 3(d1), (d3)中

可以看出, 总平均光子数和平均基态能量的数值随

着 U 和第二模光场的强度增大, 都有较大的变化,

而图 3(a2)、图 3(b2)、图 3(c2)和图 3(d2)中原子

布居数差分布变化较小. 相变点   的数值减小,

使得正常相  到超辐射相   的量子相变 (黑色

实线)更容易一些. 红色虚线表示反转状态  (  ),

可以看出图 2中双稳态   的区域变小

而共存态 SP(  , N+)的区域变大. 

3.2    蓝失谐时的量子相变特性

N− S−在蓝失谐下存在正常相  到超辐射相   量

子相变, 第二模光场没有影响量子相变的级次, 所

 

gc−表 2    相变点  的精确值

gc−

Table 2.    Exact value of the phase transition point

 .

φ ω′ g′
gc−/ωa

U/ωa = 40 U/ωa = 60

a 0 ω1 g 2.59 4.48

b π/6 ω1 +
ω2

3
g
(
1 +

√
3

3

)
1.68 2.87

c π/4 ω1 + ω2 2g 1.38 2.30

d π/3 ω1 + 3ω2 g(1 +
√
3) 1.14 1.76
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8
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
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
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图 3    在蓝失谐下, (a1)—(d1) 总平均光子数   , (a2)—(d2) 原子布居数差   和 (a3)—(d3) 平均基态能量   随原子-场的耦合

强度   的变化曲线

np ∆na

ε g/ωa

Fig. 3. Variations curves of (a1)–(d1) total average photon number   , (a2)–(d2) atomic population imbalance    and (a3)–(d3)

average ground state energy    with the atom-field coupling intensity    under the blue detuning.
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ω′ = ω1 g′ = g ζ = g2+

Uωa ς = 4ω2
1 − U2

以讨论一模光场的量子相变的级次. 对于单模光场

每个原子的平均能量, 将  ,   ,  

 和   代入 (19)式并化简 , 得单模

光场的平均每个原子的基态能量:
 

ε∓ =
Es∓

ωaN
= −2g2ω1

U2ωa
− ω1

U

± 4ω2
1/U

2 ∓ 1

ωa
√
4ω1

2 − U2

(
g
√
g2 + Uωa

)
. (24)

(24)式对原子和光场的偶级耦合参量 g 求一

阶和二阶偏导得
 

∂ε∓
∂g

= − 4gω1

U2ωa
± 4ω2

1/U
2 ∓ 1

ωa
√
4ω1

2 − U2

2g2 + Uωa√
g2 + Uωa

, (25)
 

∂2ε∓
∂g2

= − 4ω1

U2ωa
±

4ω2
1

/
U2 ∓ 1

ωa
√
4ω1

2 − U2

2g3 + 3gUωa

(g2 + Uωa)
3/ 2

.

(26)

N− S−

根据 (25)式和 (26)式的连续性, 讨论在蓝失

谐下存在  到   量子相变的级次. 利用上述的

数据和 (25)式和 (26)式可画出相变的图示, 如图 4

所示.

∂ε−/∂g从图 4可看出基态能量对 g 的一阶偏导 

∂2ε−/∂g
2

N− gc−

S−

是连续的 (图 4(a)), 二阶偏导   是不连续

的 (图 4(b)), 所以从正常相   经相变点   到超

辐射  的相变属于二级量子相变.

总之蓝失谐时, 由于原子-光的非线性相互作

用, 有双稳态、共存态和反转的正常相, 还可以实

现正常相到超辐射相的二级量子相变. 

3.3    红失谐时的相图和基态物理量线图

(ωp < ωf) ∆/ωa = 20

非线性相互作用在调控量子相变方面非常独

特, 这方面有很多工作 [25–27], 为了更好地展示其特

性给出了红失谐时的相图和基态物理量线图

 , 其中  , 其他参数不变. 相位边

界线分别来自 (18)式, 参数如表 3所列.

N− S−
gc+

N− NPco(N−,S+)

(⇑) S+
ω′ < 0

gc− gc+

在图 5中四个相图的性质完全相同. 当非线性

相互作用 U=0时只有正常相  到超辐射相  的

量子相变, 而相边界  不存在. 当 U<0时会有丰

富的量子态和新奇的量子相变. (1)指单一的 NP

(  )区间; (2)指  区间, 还有单独的

反转状态    的超辐射区域, 是有效频率变为

负值所导致的,   , 上述三个量子态是图 2中

没有的量子态. 两条相边界线 (  和   )和三
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∂ε−/∂g ∂2ε−/∂g2图 4    在蓝失谐下, (a)基态能量对 g 的一阶偏导   和 (b)二阶偏导   随 g 的变化曲线

∂ε−/∂g

∂2ε−/∂g2
Fig. 4. Under  blue  detuning,  the  first-order  deflection      (a)  ground  state  energy  with  respect  to  g  and  the  second-order

deflection    (b) change curve with respect to g.
 

U表 3    红失谐相应图形的参数 (  作变量)
UTable 3.    Parameters of the corresponding phase diagram when red detuning (   as variable).

φ gc−/ωa gc+/ωa U/ωa (ω′ < 0)

a 0
1
√
3

√
60 +

2U

ωa
,
U

ωa
> −30

1
√
3

√
−60−

5U

ωa
,
U

ωa
< −12 20 +

7U

6ωa
< 0,

U

ωa
< −17.14

b
π
6

1

1 +
√
3

√
61 +

2U

ωa
,
U

ωa
> −30.5

1

1 +
√
3

√
−61−

5U

ωa
,
U

ωa
< −12.2 20 +

7U

6ωa
+

1

3
< 0,

U

ωa
< −17.43

c
π
4

1

2
√
3

√
63 +

2U

ωa
,
U

ωa
> −31.5

1

2
√
3

√
−63−

5U

ωa
,
U

ωa
< −12.6 20 +

7U

6ωa
+ 1 < 0,

U

ωa
< −18

d
π
3

1

3 +
√
3

√
69 +

2U

ωa
,
U

ωa
> −34.5

1

3 +
√
3

√
−69−

5U

ωa
,
U

ωa
< −13.8 20 +

7U

6ωa
+ 3 < 0,

U

ωa
< −19.71
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U/ωa

U/ωa = −12 U/ωa =

−120/7 U/ωa = −30

gc− = gc+

U/ωa = −120/7

g > gc− U/ωa > −12

S− N+

NPbi(N−,N+) gc+ < g ⩽ gc−

N− gc− S−

N+ g > gc+ S+
S+ gc+ −30 <

U/ωa < −120/7 gc−

NPco(N−,S+) S+
g S+ gc+

N+ N−

g < gc+ U/ωa > −120/7 U < −30

g < gc+

φ

gc− gc+

gc+

条  取确定值的直线将每个相图分为 7个区.

如图 5(a)所示 ,  有三条线   ,   

 ,    将量子态分割开, 使相图和

量子相变更加丰富.  两条相边界线在  

(  )处相交, 出现多个相的共存点.

在  和   决定的区 (红色区)是超

辐射  和反转正常相   的共存区 .  双稳态

 位于   (青色区). 在这里

有正常相  经相变点   到超辐射相   的量

子相变, 类比于蓝失谐是属于二级量子相变. 反转

的  存在于   的所有区. (2)区中的   和

单一超辐射区  位于边界   之下 ,  且  

 (紫色区和粉色区). 临界点   分

离共存相  和单个   的超辐射相, 随

着  的增加,   的超辐射相在临界点  转变为反

转的正常相  , 出现新奇的量子相变. 单个  在

 和  之间 (绿色区).  

和  是不稳定的真空宏观相区 (UMV, 空白

区域).   取不同的相图如图 5(b)—(d)所示, 相图

的性质与图 5(a)中的相同. 但是, 随着非线性相互

作用和第二模光场的增加, 相界线   和   都不

同. 量子态的区域有的相对减少, 也有区域相对增

加. 从表 3和图 5可以看出, 当非线性的相互作用

参量 U 取负值并在一定的数值范围内时, 如表 3

所列, 相边界   存在, 并出现了新奇的反转的超

S+ N+辐射相  到反转的正常相  的量子相变.

U/ωa = −20 ,−24

g

在表 3中, 取参数   , 其他参

数不变, 代入 (18)式可得相变点的具体值, 如表 4

所列. 代入 (19)式—(23)式可得相对应的物理量

随耦合强度  变化的曲线.

gc− gc−

gc+ gc+

gc−/ωa gc+/ωa

在图 6中非线性的相互作用参量 U 取两个值,

可以比较同等条件下对相变点和基态物理参量的

影响. 对于临界边界   的影响, 随着 U 减小  

减小; 对于  则相反, 随着 U 减小  增大. 随着

第二模光场的强度增大,    和   的值都

变小, 而且越来越靠近, 三个物理量曲线的形状都

有较大的变化. 

3.4    红失谐时的量子相变特性

NPco (N−,S+)

gc − SP (S+) gc+

N+ S+ N+

图 6展示了图 5中的量子态   经

过相变点  到量子态  , 再经过相变点 

到反转的正常相  的相变过程. 从  到  的过

程中基态能量是连续的, 所以可以用通常的方法判

断相变的级次, 上述参数并用 (25)式和 (26)式可

画出曲线图, 如图 7所示.

∂ε+/∂g

∂2ε+/∂g
2

从图 7可看出基态能量对 g 的一阶偏导 

是连续的 (图 7(a)), 二阶偏导   是不连续

的 (图 7(b)), 所以相变属于二级量子相变, 从图中

可看出对单模光场随着原子-光非线性相互作用

U 的减小相边界会变大. 
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图 5    红失谐的相图

Fig. 5. Phase diagram in red detuning.
 

U/ωa = −20, − 24 gc− gc+表 4      时,   和  的值
gc− gc+ U/ωa = −20, − 24Table 4.    Values of    and    at   .

φ
gc−/ωa gc+/ωa

gc−/ωa = −20 gc−/ωa = −24 U/ωa = −20 U/ωa = −24

a 0 2.58 2.00 3.65 4.47

b π/6 1.68 1.32 2.29 2.81

c π/4 1.38 1.12 1.76 2.18

d π/3 1.14 0.97 1.18 1.51
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3.5    红失谐时两个正常相之间的量子相变

U/ωa = −14, − 16

gc− gc+

∆na g

在表 3中取参数   , 其他参

数不变, 代入 (18)式可得相变点的具体值, 如表 5

所列, 能够得到  大于  . 代入 (22)式可得布居

数差  随耦合强度  变化的曲线, 如图 8所示.

U/ωa =

−14, − 16 N− N+

∆na∓ = ∓1/2

ε∓/ωa = ∓1/2

在 红 失 谐 时 取 非 线 性 相 互 作 用 

 , 只有正常相   和反转的正常相   .

平均光子数始终为零, 布居数差分布 

和基态能级的分布  , 画出的图一样,

∆na

gc+ gc− gc+ gc−

N−

gc+ NPbi(N−,N+)

gc− N+

所以图 8只画了布居数差   . 从图 8中可看出

 都小于   , 随着 U 变大,    变小,    变大.

随着第二模光场比例的增大, 相变点都向减小的方

向移动. 图 8主要展示了图 5中量子态  经过相

变点  到量子态   ,  再经过相变点

 到量子态  的变化.

红失谐时, 有双稳态和多样的共存态. 既存在

正常相到超辐射相的二级量子相变, 又由于原子-

光的非线性的相互作用, 引起新奇的反转超辐射相

到反转正常相的二级逆量子相变. 
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图 6    红失谐下 (a1)—(d1)总平均光子数分布   , (a2)—(d2)原子布居数差分布   和 (a3)—(d3)平均基态能量   随原子-场耦

合强度   的变化曲线

np ∆na

g/ωa

Fig. 6. Variations  curves  of  (a1)–(d1)  total  average  photon  number    ,  (a2)–(d2)  atomic  population  imbalance    ,  and

(a3)–(d3) average ground state energy with the atom-field coupling coefficient   under the red detuning.

 

D
+
/
D

0 2 4 6

/a

8 10

(a)

c+

N+

S+

/a=-20
/a=-24

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0

D2
 +
/
D

2

0 2 4 6

/a

8 10

(b)

c+

N+

S+

/a=-20
/a=-240.6

0.4

0.2

0

∂ε+/∂g ∂2ε+/∂g2 g/ωa图 7    在红失谐下, (a)基态能量对 g 的一阶偏导   和 (b)二阶偏导   随   的变化曲线
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Fig. 7. Under red detuning, the first-order deflection    (a) ground state energy with respect to g and the second-order deflec-

tion    (b) change curve with respect to   .
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4   结　论

ω′ > 0

ω′ < 0

S+ S+ N+

两个光学腔中的玻色-爱因斯坦凝聚系统提供

了一个奇妙的模型, 可用于研究腔电动力学的强耦

合区域中的量子相变. 利用调整原子-光的非线性

相互作用强度和泵浦激光器频率的方案, 可以预测

在实验中能够观测到反向量子相变、原子布居数反

转和双稳态的宏观量子态. 在蓝失谐  时, 非

线性相互作用可以引起正常相到超辐射相的二级

量子相变; 红失谐  时, 会引起新奇的反转的

超辐射相  态, 以及  到反转的正常相  的逆

向的二级量子相变. 自旋相干态法由于能够考虑正

常和反转的赝自旋状态来揭示双稳态和共存, 所以

它在宏观量子特性的理论研究中具有很大优势. 本

文研究了双模 Dicke模型中, 双模光场成一定的比

例关系, 双模腔场和原子偶极耦合常数相等, 且一

模腔场和原子有非线性相互作用时的基态特性和

新奇的量子相变. 对双稳态阶段的观察与非平衡

Dicke 模型的半经典动力学一致 [26]. 原子-光非线

性相互作用和双模光场的比例不但影响相图中各

种相的范围, 而且影响了相边界的位置和基态物理

量的变化.
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a 0 3.27 3.06 1.83 2.58

b π/6 2.10 1.97 1.10 1.60

c π/4 1.71 1.61 0.76 1.19

d π/3 1.35 1.29 0.21 0.70
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Abstract

Quantum phase  transition  is  an  important  subject  in  the  field  of  quantum optics  and  condensed  matter

physics.  In  this  work,  we  study  the  quantum  phase  transition  of  the  two-mode  Dicke  model  by  using  the

nonlinear  atom-light  interaction  introduced  into  the  interaction  between  one  mode  light  field  and  atom.  The

spin  coherent  variational  method  is  used  to  study  macroscopic  multi-particle  quantum  systems.  Firstly,  the
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pseudo spin operator is diagonalized to obtain the variational fundamental state energy functional by means of

spin  coherent  state  transformation  under  the  condition  of  coherent  state  light  field.  The  energy  functional  is

used to find the extreme value of the classical field variable, and the second derivative is determined to find the

minimum value, and finally the exact solution of the ground state energy is given. Four different proportional

relationships are used to study the two-mode optical field, and the rich structure of macroscopic multi-particle

quantum  states  is  given  by  adjusting  atom-optical  nonlinear  interaction  parameters  under  the  experimental

parameters.  The  abundant  ground  state  properties  such  as  bistable  normal  phase,  coexisting  normal-

superradiation and atomic population inversion under blue and red detuning are presented. The nonlinear atom-

light  interaction  causes  blue  detuning,  and  there  is  also  a  second-order  quantum  phase  transition  from  the

normal phase to the superradiation phase in the standard two-mode Dicke model. In the case of red detuning, a

novel and stable reversed superradiation phase also appears. With the increase of the coupling coefficient, the

reversed superradiation phase is transformed into the reversed normal phase. The nonlinear interaction between

atoms and light and the different ratio of two modes of light field have great influence on the phase boundary of

quantum phase transition, and the region of quantum state, as shown in Fig. (a)–(d).

　　When the nonlinear interaction takes two definite values, the curve of the ground state physical parameters

changing with the coupling parameters of atoms and light also reflects the novel second-order inverse quantum

phase transition from the reversed superradiation phase to the reversed normal phase in red detuning, as shown

in Fig. (a1)–(d3).

Keywords: two-mode  Dicke  model,  atomic-optical  nonlinear  interaction,  quantum  phase  transition,  spin
coherent state method
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