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本文研究了具有 Stark势的一维相互作用任意子模型. 通过数值计算能谱统计、半链纠缠熵和粒子非平

衡态占据数等来观测有限尺寸下的多体局域化现象. 随着线性势强度的增强, 系统的能谱统计分布从高斯系

综向泊松系综过渡, 过渡区域的平均能级差比率表现为强烈依赖于统计角的非单调行为. 平均半链纠缠熵服

从体积律到面积律转变且转变点对统计角有非单调依赖关系, 遍历相的半链纠缠熵随时间线性增长, 而在局

域相中随时间呈对数增长, 其演化行为也与统计角有关. 最后随着线性势增大, 长时极限下粒子非平衡态占

据数由零变为有限值, 有限值的大小与任意子统计角的取值有关, 这种演化行为进一步验证了任意子模型中

统计角的重要性. 该研究结果为任意子系统中多体局域化的研究提供了新的视角.
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1   引　言

近年来, 作为本征态热化假说反例之一的多体

局域化已经被广泛关注. 研究发现足够强的无序效

应能够导致相互作用的多体系统局域化, 并且在系

统演化过程中能够保留部分初态信息, 这使得多体

局域化在量子控制和量子存储等领域有着潜在的

应用前景. 这类无序导致的多体局域化已经在各类

实验平台被观测到, 包括超冷原子 [1,2]、离子阱 [3] 和

超导电路 [4,5] 等. 一直以来无序被认为是实现多体

局域化的必要条件, 然而最近的理论和实验研究都

表明干净系统中也存在多体局域化, 特别是在具

有 Stark势的相互作用系统中已经探测到 Stark

多体局域化现象 [6–8]. Stark多体局域化在能级统

计、纠缠熵的转变以及实时动力学演化等方面展示

了与无序导致的多体局域化相似的特征. 然而 Liu

等 [9] 发现不同于无序导致的非厄米多体局域化系

统存在拓扑转变、能谱实复转变和多体局域化转变

相一致的特点, 非厄米 Stark系统中实复转变和拓

扑转变一致, 而与多体局域化转变存在偏差. 这类

Stark势所导致的多体局域化相的新颖性质还有待

进一步挖掘.

1977年 ,  Leinaas和 Myrheim[10] 首次提出具

有分数统计行为的一类粒子, 被称为任意子. 它不

同于传统量子物理中所讨论的两种基本粒子, 即玻
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eiθ

θ → 0

θ → π

色子和费米子, 当交换两个任意子的位置时, 系统

的多体波函数会产生一个额外的相位因子  , 其

中 θ为统计角. 在  极限, 任意子变为玻色子,

而当  时, 任意子转变为费米子. 二维分数量

子霍尔效应中的准粒子就遵循分数统计, 被认为是

任意子的一个典型例子 [11,12]. 随着对任意子的研

究, 研究者们逐渐意识到任意子可以被应用到拓扑

量子计算中 [13], 与 Majorana费米子 [14] 和非阿贝

尔量子系统 [15] 有着深远的联系. 之前分数统计的

研究一直局限在二维体系, 直到 Haldane将分数统

计引入到了任意维度 [16]. Vitoriano和 Coutinho-

Filho[17] 通过在一维费米哈伯德模型引入关联的跃

迁效应也实现了分数统计. 同样在玻色系统中通过

引入光子辅助的隧穿、拉曼辅助的隧穿以及周期驱

动等方案也可以等价地实现任意子模型 [18–20]. 这

些模型是基于通过分数型 Jordan-Wigner变换将

任意子模型映射到具有密度依赖的跃迁型玻色子

体系来实现的. 一维任意子模型的很多新奇性质与

统计角有着紧密的联系, 如统计角依赖的基态相变 [21]

和粒子输运的不对称性 [22] 等. 2020年, Zhang等 [23]

研究了无序导致的任意子玻色哈伯德模型中的多

体局域化转变过程, 发现能级统计、纠缠熵以及粒

子非平衡态占据数的长时演化等序参量展示了依

赖于统计角的非单调行为. 对于干净系统中分数统

计效应对多体局域化的影响还所知甚少, 本文考虑

一个具有 Stark势的一维任意子相互作用系统, 展

示统计角对多体局域化转变的影响. 

2   理论模型

本文考虑一个具有一维 Stark势的相互作用

的任意子模型, 其开边界条件下的哈密顿量为 

Ĥanyon = − J

L−1∑
j=1

(
â†j âj+1 + h.c.

)

+
U

2

L∑
j=1

n̂j (n̂j − 1) +

L∑
j=1

hj n̂j , (1)

n̂j

hj = −γ (j − 1) + α

(
j − 1

L− 1

)2

其中, J 和 U 分别是相邻格点间的跃迁强度和相互

作用强度, L 是系统的尺寸,   为第 j 个格点上的粒

子数算符. 在位势为  ,

其中 g 为线性势的强度, α为非线性势强度 [5,6,24],

纯线性的系统中, 系统能级存在高度简并, 能谱统

â†j(âj)

计会偏离高斯分布和泊松分布. 引入非线性项可以

有效地避免能级简并使得系统能谱统计恢复到标

准能级统计行为.    为任意子的产生 (湮灭)

算符, 遵循广义对易关系: 

âj â
†
l − e−i·sgn(j−l)θâ†l âj = δjl, âj âl = ei·sgn(j−l)θâlâj ,

(2)

sgn (0) = 0

eiθ

式中, θ为统计角, sgn为符号函数并且  .

因此, 交换任意子的位置将会使多体波函数产生一

个额外的相位因子  , 而任意子处于同一格点时

展示出玻色子的特性. 通过引入分数型 Jordan-

Wigner变换, 一维系统中的任意子可以映射到玻

色子系统 [18,23,25], 即 

â†j = exp

(
−iθ

j−1∑
l=1

n̂l

)
b̂†j , âj = b̂j exp

(
iθ

j−1∑
l=1

n̂l

)
.

(3)

b̂†j (b̂j)

θ = π

其中,     为玻色子的产生 (湮灭)算符. 值得注

意的是, 当  时, 相应的粒子为赝费米粒子, 即

虽然波函数满足交换反对易性, 但是多个粒子可以

占据同一格点. 通过这一映射关系, 任意子的哈密

顿量被重写到由玻色算符所描述的哈密顿量: 

Ĥboson = − J

L−1∑
j=1

(
b̂†j b̂j+1eiθn̂j + h.c.

)

+
U

2

L∑
j=1

n̂j (n̂j − 1) +

L∑
j=1

hj n̂j . (4)

Ĥboson

θ = 0

θ ̸= 0

而这一玻色型的哈密顿量  可以在冷原

子体系中被实现. 在没有相互作用 U 的情况下, 当

 时, 等效的玻色子系统为无相互作用的单粒

子模型, 而对于任意的   时, 跃迁项中被引入

了 θ角依赖的相互作用, 变成一个多体模型. 统计

角的引入改变了系统的相互作用效应, 进而会对系

统的多体局域化转变产生影响.

N/L = 1/2

D =
(
L+N−1
L−1

)
J = 1

U = 1 α = 2

⟨· · · ⟩

本文利用精确对角化方法对哈密顿量 (4)式

进行数值研究, 考虑半填充  的情况, 其

中 N 为系统中填充的粒子数, 则希尔伯特空间维

度为  . 选取能量单位   , 固定相

互作用  以及非线性势强度  作为具体例

子进行讨论.  全文中对序参量的统计平均记为

 , 统计平均选取能谱中心 1/5范围的能级. 

3   数值结果

能谱统计是探测多体局域化的主要手段之一.
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H = HT

当系统处于遍历相时, 能谱统计呈现高斯分布. 具

体地, 对于具有时间反对称的系统,   , 哈密

顿量为实对称矩阵, 对应的分布为高斯正交系综

(Gaussian orthogonal ensemble, GOE)[26]; 对于时

间反演对称性破缺的系统,  哈密顿量为复厄米

矩阵, 对应的分布为高斯酉系综 (Gaussian unitary

ensemble, GUE)[27]; 对于自对偶对称的系统, 对应

的分布为高斯辛系综 (Gaussian symplectic ensem-

ble, GSE)[28]. 然而, 当系统处于可积或多体局域相

时, 能谱的统计分布遵循泊松统计 [29]. 为了消除不

同系统能级差的差异带来的影响, 引入能级差比

率 [5,24,29]: 

rn =
min {δn, δn−1}
max {δn, δn−1}

, (5)

δn = En+1 − En其中,   表示相邻能级差. 通过比较

系统的能级差比率与对应的高斯系综分布以及泊

松系综分布给出的预测值 [27,29], 可以直观地检测局

域化转变.

⟨r⟩
θ = 0

⟨r⟩ ≈
0.53 θ = 0.5π

⟨r⟩ ≈ 0.6

⟨r⟩ ≈ 0.39

⟨r⟩
γ = 1 θ = 0

图 1(a)展示了对应于不同统计角 θ, 平均能级

差比率  随着线性势强度 g 变化的情况. 当 g 较

小时, 系统处于遍历相. 对于  和 π, 能级差统

计满足 GOE分布, 平均能级差比率稳定在  

 附近; 而当   时, 遍历相的平均能级差

比率  , 这是由于此时哈密顿量的时间反演

对称性破缺, 成为复厄米矩阵, 满足 GUE分布 [27].

随着线性势强度g 增大, 系统逐渐进入到多体局域

相, 能级差统计的特征满足泊松分布, 平均能级差

比率对于这三种统计角都满足  . 图 1(b)

展示了不同 g 时, 平均能级差比率   随统计角 θ

变化的情况. 可以看到, 当  时, 除了  和 π

⟨r⟩ ≈ 0.53

⟨r⟩ θ = 0

γ = 6

⟨r⟩
γ = 2

⟨r⟩

时,   外, 几乎所有的 θ 下, 平均能级差比

率  都趋近于 0.6, 这是由于除了   和 π 外 ,

系统的时间反演对称性破缺, 哈密顿量矩阵都由实

厄米矩阵变为复厄米矩阵, 相应地, 由满足 GOE

转变为满足 GUE分布 .  由此可见 ,  此时所有的

θ角下, 系统都处于遍历相. 当系统处于强线性势

情况下, 如图 1(b)中  , 可以看到对于不同的

θ, 平均能级差比率几乎都趋近于 0.39, 表明此时

系统进入了多体局域相, 而  不依赖于 θ的取值.

而对于 g 选在过渡区域时, 以   为例, 可以看

出  展现出强烈的依赖于 θ的非单调行为.

LA =

LB=L/2 ρn = |ψn⟩×
⟨ψn| ρnA = TrB(ρn)

Sn = −Tr (ρnA ln ρnA)

γ = 1

⟨S⟩
γ = 6

⟨S⟩
γ = 2 ⟨S⟩

⟨S⟩/L

θ = 0.05π
γc ≈ 1.80 θ = 0.9π

通过观测半链纠缠熵的行为来确定相应的本

征态是满足体积律还是面积律, 从而判断系统是

否进入多体局域相 [30]. 将系统分为两个部分 

 , 对第 n 个本征态的密度矩阵 

 求偏迹得到系统的约化密度矩阵  ,

从而定义半链纠缠熵为:   
[23]. 从

图 2(a)可以看出, 当  时, 对于不同的 θ, 平均

半链纠缠熵  随着尺寸的增大而增大, 展现了体

积律的行为. 而对于不同的统计角 , 当   时 ,

 为不依赖于尺寸 L 的常数, 满足面积律. 图 2(b)

展示了  时, 平均半链纠缠熵  随着统计角 θ

变化的情况. 从图中可以看出, 平均半链纠缠熵表

现出与 θ的非单调关系. 图 2(c)展示了在不同统

计角时不同尺寸的平均半链纠缠熵  随 g 变

化的情况. 由此可以看出, 系统的本征态随着g 的增

大, 由体积律向面积律转变, 系统发生多体局域化

转变. 而对于不同的统计角, 其多体局域化转变点位

置并不一致. 如图 2(c) 所示, 在  时, 多体

局域化转变点发生在  , 而当   时,

 

0 2 4 6

0.4

0.5




0.6

(a)

=0
=0.5p
=p


0 1/4 1/2 3/4 1

/p

0.4

0.5




0.6

(b)

=1
=2
=6

⟨r⟩ ⟨r⟩图 1    (a) 不同统计角 θ下平均能级差比率   与 Stark线性势强度g 的关系; (b) 平均能级差比率   在不同线性势强度g 下与

统计角 θ的关系, 其中 L = 12

⟨r⟩
⟨r⟩

Fig. 1. (a) The mean value of the gap-ratio parameter    as a function of the Stark linear potential strength g for different statist-
ical angles θ; (b)    as a function of the statistical angle θ for different g. Here, L = 12.
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γc ≈ 3.33

⟨S⟩/L
(γ − γc)L

1/ν

γc

ν = 1.5

γc

转变点发生在  . 对于不同尺寸的平均半

链纠缠熵  的数据通过临界标度缩放函数

 进行标度分析 ,  进而给出了多体局

域化转变点  随着统计角 θ变化的情况如图 2(d)

所示, 其中   . 在图 2(d)中, I区域为多体局

域相, II区域对应为遍历相. 可以看出, 多体局域

化转变点  随着统计角 θ变化也展现非单调行为.

S(t)

|ψ0⟩ = |0101 · · · ⟩
S(t) = −Tr [ρA(t) ln ρA(t)] ρA(t) =

TrB(|ψ(t)⟩⟨ψ(t)|) |ψ(t)⟩ = e−iĤbosont|ψ0⟩

γ = 1

S(t)

γ = 6

S(t)

S =
1

t2 − t1

∫ t2

t1

S (t) dt

图 3(a)展示了不同的线性势强度和统计角

下系统的半链纠缠熵  随时间的演化情况 .

其中, 初态设为直积态  , 半链纠缠

熵定义为:   , 并且 

 ,    . 从图中可

以看出, 在  的情况下, 不同统计角时, 系统均

处于遍历相, 其半链纠缠熵   随时间线性增长.

而线性势强度较大 (  )时, 系统处于多体局域

相,   随时间呈对数增长, 且长时极限下仍保持

较小数值. 图 3(b)中展示了半链纠缠熵平均值

 随统计角变化的情况. 这里

t1 = 80, t2 = 100

S(t)

S(t)

选取  . 由图可知在遍历相中任意

子的统计角对  长时行为几乎没有影响, 而多体

局域相区  的长时演化行为依赖于统计角的取值.

|ψ0⟩
淬火动力学为实验上探测遍历性破坏提供强

有力的证据. 初态仍然选取直积态  . 通过观察

对长时间极限下的奇偶粒子非平衡态占据数 [5,23,31]
 

I (t) =
ne (t)− no (t)

ne (t) + no (t)
, (6)

ne(t) =

⟨ψ(t)|
∑L/2

i=1
n̂2i|ψ(t)⟩ no(t) = ⟨ψ(t)|

∑L/2

i=1
n̂2i−1×

|ψ(t)⟩

I (t)

I (t)

I (t) γ = 1

γ = 6

来判断系统是否处于多体局域相. 其中,   

 和  

 分别表示 t 时刻任意子在偶数和奇数格点上

的总粒子数. 在遍历相中, 当时间趋于无穷大时, 非

平衡态占据数  趋向于零. 而对于多体局域相,

长时间极限下  变成一个有限值 [5,6,24,31]. 图 3(c)

展示了处于不同统计角不同g 值时, 非平衡态占据

数  随时间的演化情况. 在   时, 系统处于

遍历相, 对于不同统计角的情况, 非平衡态占据数

在长时演化下快速趋近于零. 在局域相中 (  ),
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图 2    (a) 线性势强度分别为   和 6时, 不同统计角的平均半链纠缠熵与系统尺寸 L 的关系图; (b)当   ,   时, 平

均半链纠缠熵随统计角 θ的变化趋势; (c) 任意子统计角分别为   和   时, 不同尺寸的平均半链纠缠熵   随线性

势强度g 的变化; (d) 多体局域化转变点   随着统计角 θ变化的情况. I和 II区域分别为多体局域相和遍历相

⟨S⟩ γ = 1 6

⟨S⟩ γ = 2 L = 12 ⟨S⟩/L θ = 0.05π 0.9π
γc

Fig. 2. (a) The average half-chain entanglement entropy    as a function of the system size L for different θ with    and   ;

(b)     as a function of θ with     and    ; (c)     as a function of g for     and    ; (d) the many-body

transition  points      as  a  function  of θ,  where  region  I  and  region  II  correspond  to  many-body  localization  and  ergodic  phases,

respectively.
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γ=1 γ=6

L = 12

I =
1

t2 − t1

∫ t2

t1

I (t) dt

t1 = 80, t2 = 100

I

长时极限下, 不同的统计角对应的非平衡态占据数

趋于有限值. 如图 3(d)所示, 展示了在  和  ,

 时 ,  非平衡态占据数长时极限下平均值

 随统计角变化的情况 [23], 同

样选取  . 由图可知, 遍历相区的粒

子非平衡态占据数平均值不依赖于统计角, 而在

多体局域相区, 长时极限下的  的取值依赖于 θ. 

4   总　结

本文研究了一维有限尺寸下具有 Stark势的

相互作用任意子模型, 通过分数型 Jordan-Wigner

变换, 将其映射到一维具有密度依赖的跃迁型玻色

子体系. 利用精确对角化方法, 分析了系统的能级

差统计, 半链纠缠熵以及非平衡态占据数等序参

量, 发现通过增大线性势强度 g, 系统可以从遍历

相转变为多体局域相. 然而其多体局域化转变过程

展现出依赖于统计角 θ的行为. 从等效哈密顿量

(4)式可以看出任意子的统计行为等效地改变了玻

色系统的跃迁相互作用, 这是一个多体效应. 通过

改变统计角 θ进而改变系统的多体相互作用, 而多

体相互作用强度的改变会影响多体局域化转变的

发生, 这也是本文中多体局域化转变随统计角 θ变

化的原因. 本文的研究为任意子系统中多体局域化

转变提供了思路, 而热力学极限下这一现象是否存

在需要未来进一步讨论.
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Abstract

Ĥboson = −J

L−1∑
j=1

(
b̂†j b̂j+1eiθn̂j + h.c.

)
+

U

2

L∑
j=1

n̂j (n̂j − 1) +

L∑
j=1

hj n̂j ,

hj = −γ (j − 1) + α
( j − 1

L− 1

)2

In this work, a one-dimensional interacting anyon model with a Stark potential in the finite size is studied.

Using the fractional Jordan Wigner transformation, the anyons in the one-dimensional system are mapped onto

bosons, which are described by the following Hamiltonian:

　　　　　　　　　　 

where θ is the statistical angle, and the on-site potential is    with g representing the

strength  of  the  Stark  linear  potential  and  α  denoting  the  strength  of  the  nonlinear  part.  Using  the  exact
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⟨r⟩ ≈ 0.53

⟨r⟩ ≈ 0.6

⟨r⟩ ≈ 0.39 ⟨r⟩

Ĥboson

diagonalization  method,  the  spectral  statistics,  half-chain  entanglement  entropy  and  particle  imbalance  are

numerically  analyzed  to  investigate  the  onset  of  many-body  localization  (MBL)  in  this  interacting  anyon

system, induced by increasing the linear potential strength. As the Stark linear potential strength increases, the

spectral statistics transforms from a Gaussian ensemble into a Poisson ensemble. In the ergodic phase, except

for θ = 0 and π, where the average value of the gap-ratio parameter    , due to the destruction of time

reversal  symmetry,  the  Hamiltonian  matrix  becomes  a  complex  Hermit  matrix  and    .  In  the  MBL

phase,    , which is independent of θ. However, in the intermediate g regime, the value of     strongly

depends on the choice of θ. The average of the half-chain entanglement entropy transforms from a volume law

into an area law,  which allows us to construct  a θ-dependent MBL phase diagram. In the ergodic  phase,  the

entanglement  entropy  S(t)  of  the  half  chain  increases  linearly  with  time.  In  the  MBL  phase,  S(t)  grows

logarithmically with time, reaching a stable value that depends on the anyon statistical angle. The localization

of  particles  in  a  quench  dynamics  can  provide  the  evidence  for  the  breakdown  of  ergodicity  and  is

experimentally observable. It is observed that with the increase of g, the even-odd particle imbalance changes
from  zero  to  non-zero  values  in  the  long-time  limit.  In  the  MBL  phase,  the  long-time  average  value  of  the

imbalance is dependent on the anyon statistical angle θ. From the Hamiltonian    , it can be inferred that

the statistical behavior of anyon system equally changes the hopping interactions in boson system, which is a

many-body  effect.  By  changing  the  statistical  angle  θ,  the  many-body  interactions  in  the  system  are

correspondingly changed. And the change of the many-body interaction strength affects the occurrence of the

MBL transition, which is also the reason for MBL transition changing with the anyon statistical angle θ. Our

results provide new insights into the study of MBL in anyon systems and whether such phenomena persist in

the thermodynamic limit needs further discussing in the future.
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