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多体系统的纠缠判定与分类是当前量子信息领域人们研究的重点课题. 本文利用量子 Fisher信息

(quantum Fisher information, QFI)可以判定多体纠缠这一特性, 对多量子比特   态在白噪声环境下的量

子纠缠进行了判定与分类研究. 在局域操作下, 结合已知量子态的信息, 给出了判定真正多体纠缠和含有量

子纠缠的可见度判据. 特别地, 对于 5比特   态和 6比特   态, 由于拆分结构态的 QFI最大值大于其

本身的 QFI, 所以无法严格地给出判定其真正多体纠缠的判据, 但给出了判定其可能是哪种纠缠结构的范围.

另外, 研究还发现随着量子比特数目的增加, 判定   态真正多体纠缠的条件变得越来越严苛, 而判定其含

有纠缠的条件变得相对宽松. 考虑实验上对多体系统进行局域操作时, 紧邻量子比特间容易发生串扰现象,

本文借助 Lipkin-Meshkov-Glick模型对不同多量子比特   态的纠缠分类进行了研究, 发现随着相互作用

强度的增加, 即使在白噪声占比较大的情况下, 不同量子比特数的   态也可以区分, 解决了局域操作下区

分困难的问题, 且随着相互作用强度的增大, 纠缠分类越容易实现. 这一点也充分展现了非局域操作相较于

局域操作在纠缠分类方面的优势.
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 1   引　言

量子信息科学的快速发展极大地推动了与之

相关的量子技术发展, 包括量子计算、量子模拟、

量子保密通信和量子雷达等 [1–4], 同时也促进了基

础科学的不断进步, 包括量子参数估计、量子频

标、国际制单位的核定等 [5–7]. 量子纠缠是量子力学

区别于经典物理学的特征之一, 描述的是两个或多

个粒子组成的量子体系, 由于粒子彼此间的相互作

用, 单个粒子的特性已经融合为整体性质, 无法得

到独立的描述. 作为量子信息的核心资源, 量子纠

缠在量子技术的发展中具有关键作用, 对其进行判

定和量化也成为当前该领域研究的重点和难点 [8–11].

量子纠缠判定就是通过理论或实验手段, 确定一个

由多粒子或子系统组成的复合系统是否为纠缠态
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ξ2R ξ2R < 1

Ŵ

Tr[ρ̂Ŵ ] > 0 Tr[ρ̂Ŵ ] < 0

的过程. 近年来, 人们提出了多种方法开展多体量

子纠缠判定, 比如量子压缩参数、纠缠目击算符、

量子 Bell不等式、量子 Fisher信息等 [12]. 每种方

法均有各自的优缺点, 这里简单描述一下, 量子压

缩参数判定纠缠的核心是通过压缩参数反映子系

统的非经典压缩特性, 间接衡量体系是否含有纠

缠, 其计算公式是 1992年Wineland等 [13] 提出的

基于测量精度所定义的自旋压缩参数  , 当 

时, 表明体系含有纠缠, 该方法的优点是计算方便,

缺点是对一些特定非高斯态判定不准确 [14]. 纠缠

目击算符判定纠缠则是通过计算目击算符  的平

均值来判定纠缠, 对于所有分离量子态来说, 其值

 , 纠缠态则   
[15], 该方法的优

点是计算简单, 缺点是纠缠目击算符的构造对设备

具有依赖性, 容易出错. 还有就是基于量子 Bell不

等式构造的独立于设备的判据, 优点是纠缠判据与

测量设备无关, 缺点是随着量子体系尺度的增大,

粒子间的串扰效应会影响其判定准确性 [16].
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本文主要利用量子 Fisher信息判定纠缠的方

法 [17,18], 对近期实验上实现的多量子比特  态 [19],

开展在白噪声环境下的纠缠判定与分类研究. 量

子 Fisher信息是从量子态本身的性质出发, 对其在

外界扰动下速度变化快慢的统计数据进行分析, 适

用于任意量子态 (包括纯态和混合态), 并且还可以

对体系内部的纠缠结构进行判定分析 [9,11]. 在某些

特定情形下, 如非高斯纠缠, 其表现要比压缩参数

更好 [14]. 多量子比特  态是在研究 3比特量子

态的量子关联单配性时提出来的 [20], 可以表示为  ∣∣WWN

⟩
=

1√
2
(|WN ⟩+

∣∣WN

⟩
), (1)

W其中,   态表示为 

|WN ⟩ = 1√
N

(
|0⊗(N−1)⟩ |1⟩+

√
N − 1 |WN−1⟩ |0⟩

)
,

(2)

W对称态  表示为  ∣∣WN

⟩
=

1√
N

(
|1⊗(N−1)⟩ |0⟩+

√
N−1

∣∣WN−1
⟩
|1⟩

)
.

(3)

WW一般地, 三量子比特的  态可以表示为  ∣∣WW 3

⟩
=

1√
6
(|100⟩+ |010⟩+ |001⟩

+ |011⟩+ |101⟩+ |110⟩). (4)∣∣WW 3

⟩
鉴于  在量子纠缠方面表现较好, 同时

1/3
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具备三体真正纠缠 (纠缠度为  )和两两纠缠 (丢

失一个粒子)[20,21], 故对多量子比特  态在量子

信息领域进行研究具有一定的价值. 2023年, 我们

对其在精密测量方面的表现进行了系统研究 (包含

局域操作和非局域操作), 发现当体系粒子数目 

较大时, 其量子 Fisher信息值与相同量子比特数

的 GHZ态的 QFI接近 [22]. 随后, 对其在丢失粒子

数情况下的量子计量进行了研究, 发现仍然具有较

强的鲁棒性 [23]. 基于此, 我们想要知道多量子比特

 态在纠缠判定及分类方面的表现如何, 这对

于未来基于  态开展量子信息技术应用具有重

要的理论价值. 考虑实验上常见的噪声为白噪声,

故本文开展白噪声环境下基于量子 Fisher信息的

多体纠缠判定与分类研究. 通常我们利用局域操作

下的量子 Fisher信息开展纠缠判定, 因为局域操

作不会带来新的纠缠, 因此不会影响原有体系的量

子纠缠判定. 但随着实验上研究体系的不断增大,

特别是大尺度、多粒子的量子纠缠实现 [24,25], 很难

在实验上通过精确的局域操控实现纠缠判定, 因为

很难保证对紧邻的两个粒子实现完美的局域操作

且彼此不受影响, 即串扰效应会影响纠缠判定结

果 [16,26,27]. 因此, 开展非局域操控的多体纠缠判定

研究很有必要 [28].
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利用局域操作下的量子 Fisher信息, 首先对

多量子比特  态在白噪声环境下的量子纠缠进

行判定研究, 分别给出了真正纠缠和包含纠缠的白

噪声占比判据. 研究表明, 随着量子体系粒子数目

的增大, 判定多量子比特   态真正纠缠所需的

条件变得越来越严格, 而判定其含有纠缠的条件变

得相对宽松. 特别地, 对于  比特  态和  比特

 态来说, 由于它们拆分结构态的量子 Fisher

信息最大值要比其本身的 QFI大, 故无法严格地

给出判定其真正多体纠缠的判据, 但我们给出了判

定其可能是哪种纠缠结构的范围. 其次, 在 Lipkin-

Meshkov-Glick (LMG)模型下 [29], 对多量子比特

 态在白噪声环境下的纠缠分类进行了研究,

结果显示, 随着相互作用强度的增大, 即使是在白

噪声占比很大的情况下 (局域操作下较难实现分

类), 也可以实现不同量子比特   态的分类, 充

分展现了非局域操作在纠缠分类方面的优势. 除此

之外, 还解析地给出了在无噪声情况下, 多量子比

特  态的 QFI随相互作用强度变化的转折点,

其变化趋势是先增大后减小.
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 2   理论模型

 2.1    量子 Fisher 信息判定纠缠及其在白噪
声模型下的表示

量子 Fisher信息在量子计量和纠缠判定领域

充当着非常重要的角色 [5,30,31], 不仅可以借助克拉

美罗下界给出量子体系的测量精度理论极限 [32],

还可以实现对体系量子纠缠的判定和分类 [14,33–35].

一般地, 量子 Fisher信息可以表示为 [36]
 

FQ[ρ̂0, Ĥ]=2

k∑
i,j=1,i̸=j

(λi − λj)
2

λi + λj
|⟨ψi|Ĥ|ψj⟩|2, (5)

ρ̂0

ρ̂0 =
∑k

i=1
λi |ψi⟩⟨ψi| Ĥ

Ĥ

ρ̂0

Ĥ ρ̂θ = e−iθĤ ρ̂0eiθĤ

其中,   是待测量子体系的密度矩阵, 其谱分解可

以表示为  ;   代表体系的哈

密顿量, 即对体系实施的量子操控, 可以是局域操

作也可以是非局域操作, 分别对应哈密顿量   是

否包含两体或多体相互作用 [28]. 量子态  在算符

 下的幺正演化可以表示为  . 若

量子体系为纯态, 则方程 (5)可以约化为 

FQ = 4∆2Ĥ, (6)

Ĥ即量子初态在哈密顿量  下的方差. 借助待测量

子态形式, 并操控哈密顿量就可以得到体系的 QFI.

N

N

鉴于量子 Fisher信息可以表征量子体系在受

到外界干扰后的变化速度这一性质, 意大利学者

Pezzè和 Smerzi教授 [17] 在 2009年提出可以用 QFI

来判定纠缠, 对于  量子比特组成的量子态, 当其

QFI大于体系的量子比特数目   时, 体系含有量

子纠缠, 即 

FQ > N. (7)

另外, 他们也给出了判定体系含有真正多体纠缠的

判据, 即 N 粒子态的QFI大于Greenberger-Horne-

Zeilinger (GHZ)态的所有拆分直积态的次最大值

时 (真正纠缠态的 QFI最大), 可以判定真正多体

纠缠 [18]. GHZ态的拆分直积态可定义为  ∣∣ψN
pi

⟩
=

⊗
k={pi}

|GHZk⟩ , (8)

N pi

N

pi ∈ {5, 41, 32, 311, 221, 2111,
11111} p3 = {32}

∣∣ψ5
p3

⟩
= |GHZ3⟩

⊗

其中,   代表多量子比特体系所含粒子的总数;  

代表  个量子比特的整数拆分方式, 拆分态的形

式为不同量子比特 GHZ态的直积. 例如, 整数 5的

拆分方式有 7种, 即 

 .  若选择   ,  则  

|GHZ2⟩ N

FQ > (N − 1)2 + 1

N − 1

 . 对于多量子比特 GHZ态来说, 判定  粒

子真正纠缠的判据为  , 即拆分直

积态为  粒子 GHZ态与单粒子态的直积的量

子 Fisher信息 [18].

WW∣∣ψN
pi

⟩
=

⊗
k={pi}

∣∣WW k

⟩
WW

WW

WW

借助此定义,  将 GHZ态替换为   态 ,  则

 , 3.1节研究了多量子比特

 态在白噪声下的纠缠判定. 在下面的研究中,

含有纠缠的判据为 (7)式; 关于真正多体纠缠判据,

这里更加关注实验上产生多量子比特  态的纠

缠判定, 所以提前知道所测量子态的部分信息, 故

本文采用相对宽松的判据 (与 GHZ态的真正纠缠

判据相比), 即当多量子比特  态系统的 QFI大

于其所有拆分直积态的 QFI的次最大值时, 可以

判定其含有真正多体纠缠.

白噪声模型是量子测量中一种常见的、用来描

述外界环境对量子体系产生随机干扰的模型 [37,38].

量子态在白噪声模型下的密度矩阵可以表示为 [39]
 

ρ̂ = V |ϕ⟩⟨ϕ|+ (1− V )

2N
1, (9)

V |ϕ⟩

N V

其中,   代表待测量子态  的可见度, 1 代表单位

矩阵. 特别地, 当体系包含粒子数目  很大时,  

也可以看作是量子态的保真度 [40]. 将量子态在白

噪声下的密度矩阵对角化以后, 代入方程 (5), 便

可得到体系的量子 Fisher信息表示为 [18]
 

F
(V )
Q =

2N−1V 2

1 + (2N−1 − 1)V
· FQ, (10)

FQ Ĥ

WW

其中,   是量子纯态在哈密顿量  下的量子 Fisher

信息. 下面对多量子比特   态开展的纠缠判定

与分类, 将主要围绕 (10)式进行讨论分析.

 2.2    相互作用环境下的量子Fisher 信息计算

考虑操控量子体系的哈密顿量为 

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, (11)

Ĥ0 =
∑N

i=1

1

2
σ(i)
n Ĥ1 =∑N

i,j=1

Vij
4

σ(i)
n σ(j)

n

σ
(i)
n = σ(i) · n⃗ i

n⃗ Vij

其中,   代表集体局域操作;  

 表示含有两体相互作用的非局

域操作,   表示第  个量子比特在方向

矢量  下的泡利矩阵,   则表示两量子比特间的

相互作用强度. 在该相互作用环境下, 借助量子纯

态的 QFI计算公式, 即方程 (6), 可得 
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FQ = v20 + v21 + v22 , (12)

v20 = 4∆2Ĥ0 Ĥ0

v21 = 4∆2Ĥ1

其中,   代表量子态在局域操作  下的

QFI,    代表量子态在两体相互作用的

Ĥ1 v22 = 4
(
⟨{Ĥ0, Ĥ1}⟩ −

2⟨Ĥ0⟩⟨Ĥ1⟩
)

Ĥ0 Ĥ1

非局域操作  下的 QFI,   

 则代表量子态在  和  下的协 QFI,

具体表达式为 [22]
 

 

v20 =

N∑
i=1

(
1− ⟨σ(i)

n ⟩
2
)
+

N∑
i,j=1

i ̸=j

(
⟨σ(i)

n σ(j)
n ⟩ − ⟨σ(i)

n ⟩⟨σ(j)
n ⟩

)
, (13)

 

v21 =

N∑
i,j=1

i ̸=j

V 2
ij

2

(
1− ⟨σ(i)

n σ(j)
n ⟩

2
)
+

N∑
i,j,k=1

i ̸=j ̸=k

VijVjk

(
⟨σ(i)

n σ(k)
n ⟩ − ⟨σ(i)

n σ(j)
n ⟩⟨σ(j)

n σ(k)
n ⟩

)

+

N∑
i,j,k,l=1

i ̸=j ̸=k ̸=l

VijVkl
4

(
⟨σ(i)

n σ(j)
n σ(k)

n σ(l)
n ⟩ − ⟨σ(i)

n σ(j)
n ⟩⟨σ(k)

n σ(l)
n ⟩

)
, (14)

 

v22 = 2

N∑
i,j=1

i ̸=j

Vij

(
⟨σ(j)

n ⟩ − ⟨σ(i)
n σ(j)

n ⟩⟨σ(i)
n ⟩

)
+

N∑
i,j,k=1

i ̸=j ̸=k

Vij

(
⟨σ(i)

n σ(j)
n σ(k)

n ⟩ − ⟨σ(i)
n σ(j)

n ⟩⟨σ(k)
n ⟩

)
. (15)

WW

⟨σ(i)
n ⟩

⟨σ(i)
n σ

(j)
n ⟩ ⟨σ(i)

n

σ
(j)
n σ

(k)
n ⟩ ⟨σ(i)

n σ
(j)
n σ

(k)
n σ

(l)
n ⟩

一般地, 上述计算过程是复杂的, 但这里因为

多量子比特  态具有很好的粒子交换对称性,

故仅需要计算其中任一单量子比特的平均值 

和任意组合的多量子比特的平均值  ,  

 ,    , 将计算结果代入方

程 (13)—方程 (15)便可得到体系的 QFI.

 3   数值结果

WW 3.1    白噪声环境下多量子比特   态的
纠缠判定

WW

Ĥ0

WW

σ
(i)
n =

aσ
(i)
x + bσ

(i)
y + cσ

(i)
z a2 + b2 + c2 = 1

本节对含白噪声的  态在局域操作下的纠

缠情况进行分析, 包括真正多体纠缠和含有纠缠两

部分. 考虑操控量子体系的哈密顿量为   , 则不

同量子比特  态的量子 Fisher信息可以用方

程 (13)计算得到 .  假定泡利算符表示为  

 , 且  , 很容易计

算得到 [22]: 

⟨σ(i)
n ⟩ =

{
2a/3, N = 3,

0, N ̸= 3,
(16)

 

⟨σ(i)
n σ(j)

n ⟩ =


a2, N = 4,

2 + (N − 6)c2

N
, N ̸= 4,

(17)

N WW N = 4这样,   量子比特  态 (除  以外)的 QFI

可以表示为
 

F
(N)
Q = 3N − 2 + (N − 1)(N − 6)c2. (18)

N < 7

F
(N)
Q = 3N − 2 c = 0 F

(N)
Q =

(N − 2)2 c = 1 4 WW

容易发现, 当粒子数目  时, 最大 QFI为

 , 即  ; 反之, 最大QFI为 

 , 即   . 而   量子比特   态的量子

Fisher信息比较特殊, 其表示为
 

F
(4)
Q = 4 + 12a2. (19)

F
(4)
Q = 16 a2 + b2+

c2 = 1 4

WW

(19)式可通过将 (16)式和 (17)式代入 (13)式

得到.  其最大值   亦可在条件  

 下得到, 这与   量子比特 GHZ态的 QFI一

致. 借助白噪声下的 QFI计算公式 (10), 可以得到

含白噪声后多量子比特  态的 QFI为
 

F
(V )
Q =

2N−1V 2

1 + (2N−1 − 1)V
· (3N − 2), N < 7,

2N−1V 2

1 + (2N−1 − 1)V
· 16, N = 4,

2N−1V 2

1 + (2N−1 − 1)V
· (N − 2)2, N ⩾ 7.

(20)

WW

V > V low
N

V low
N

根据多体系统含有量子纠缠的判据表达式,

即方程 (7), 可以得到判定多量子比特  态在白

噪声环境下含有纠缠的可见度判据为  ,

 的表达式为
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V low
N =



2NN − 2N +
√
(2N − 2NN)2 + 8N(−21+N + 3 · 2NN)

2(−21+N + 3 · 2NN)
, N < 7,

2−(N+1)(2N − 2 +
√
(2− 2N )2 + 23+NN)

N
, N = 4,

2NN − 2N +
√
(2N − 2NN)2 + 8N(22+N − 22+NN + 2NN2)

2(22+N − 22+NN + 2NN2)
, N ⩾ 7.

(21)

3∣∣WW 3

⟩ ∣∣WW 2

⟩
⊗
∣∣WW 1

⟩ ∣∣WW 1

⟩
⊗
∣∣WW 1

⟩
⊗∣∣WW 1

⟩∣∣WW 2

⟩
⊗

∣∣WW 1

⟩
F sub3
Q = (3× 2− 2) + 1 = 5 F

(V )
Q > F sub3

Q

V > V high
3

对于  量子比特情况来说, 其拆分直积态包

含  ,   ,  

 三种情况, 量子 Fisher信息的次最大值为

 的 QFI, 根据直积态量子 Fisher

信息在局域操作下具有可加性, 可以得到其 QFI

为  ,  当   时 ,

便可判定体系含有真正多体纠缠, 进一步得到可见

度判据为  ,
 

V high
3 =

1

56
(15 +

√
785). (22)

4∣∣WW 3

⟩
⊗
∣∣WW 1

⟩
F sub4
Q =(3×3−2)+ 1

4 WW

同理, 对于  量子比特来说, 其次最大QFI的拆

分直积态为  ,   ,

得到  量子比特  态的真正多体纠缠判据为 

V high
4 =

1

32
(7 +

√
113). (23)

5, 6 WW

4 WW F
(4)
Q =

16
∣∣WW 4

⟩
⊗

∣∣WW 1

⟩
17 F

(5)
Q = 13

∣∣WW 3

⟩
⊗

∣∣WW 2

⟩
F sub5
Q = 11

5 WW F
(V )
Q >

F
(5)
Q

∣∣WW 4

⟩
⊗
∣∣WW 1

⟩
F

(5)
Q > F

(V )
Q >

F sub5
Q

5 WW∣∣WW 4

⟩
⊗

∣∣WW 1

⟩
F

(V )
Q > F sub5

Q

  量子比特   态的情况比较特殊, 因为

它们的拆分直积态包含  量子比特  态 ( 

 ), 所以拆分直积态  的 QFI为

 , 大于真正多体纠缠态的值 (  ). 相较

于真正多体纠缠态来说, 其 QFI的次最大拆分直

积态为  ,  其 QFI为   .

所以,  当待测   量子比特   态体系的  

 时, 体系包含纠缠态为   , 而

当待测体系 QFI介于二者之间, 即  

 时, 我们无法确定所含纠缠态具体为哪一种,

但缩小其范围为  量子比特   态, 或拆分直积

态  , 或二者混合. 图 1中, 空心

圆点代表利用   给出的判据,
 

V high
5 =

1

416
(165 +

√
36377). (24)

6

F
(6)
Q = 16

∣∣WW 4

⟩
⊗∣∣WW 2

⟩
20

∣∣WW 4

⟩
⊗
∣∣WW 1

⟩
⊗∣∣WW 1

⟩
18

F
(V )
Q > 18

对于  量子比特来说, 亦是如此, 真正多体纠

缠态的 QFI为  , 而拆分直积态 

 的QFI为  , 拆分直积态 

 的 QFI为   , 均大于真正多体纠缠态的

QFI. 所以, 当待测体系的  时, 可以判定

∣∣WW 4

⟩
⊗
∣∣WW 2

⟩
20 >

F
(V )
Q > 18

∣∣WW 5

⟩
⊗
∣∣WW 1

⟩
F sub6
Q = 14 16 > F

(V )
Q > 14

∣∣WW 4

⟩
⊗∣∣WW 2

⟩ ∣∣WW 4

⟩
⊗
∣∣WW 1

⟩
⊗

∣∣WW 1

⟩
F

(V )
Q >

F sub6
Q

体系含有拆分直积态  ; 而当 

 时, 无法确定含有哪一种, 但缩小了可能

的范围. 同样, 以真正多体纠缠的 QFI为准, 则次

最大 QFI的拆分直积态为   , 其

QFI为  . 利用  , 我们无法

确定体系含有的纠缠是哪一种, 但缩小了范围, 有

可能是真正多体纠缠,  或拆分直积态  

 ,  或   ,  或者它

们的混合. 图 1中, 第二个空心圆点代表利用 

 给出的判据,
 

V high
6 =

1

512
(217 +

√
54257). (25)

 

2 4 6 8 10
0





1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

2018161412


high


low

WW

N

5, 6

图 1    在局域操作下 , 判定含白噪声的多量子比特  

态是真正多体纠缠的判据与含有纠缠的判据随粒子数目

 的变化情况 . 红色圆点代表真正多体纠缠的可见度判

据, 其中   量子比特属于特殊情况, 用空心圆点表示, 代

表无法确定真正多体纠缠判定, 但缩小了可能的范围 , 详

见文中叙述. 蓝色实心圆点代表含有纠缠的可见度判据

WW

5 6

Fig. 1. The  criteria  for  witnessing  genuine  multipartite  en-

tanglement  and  the  presence  of  entanglement  with  respect

to  the  number  of  qubits  under  local  operations  for  multi-

qubit    states in the white noise environment. Red sol-

id  dots  represent  the  visibility  criterion  for  genuine  multi-

partite  entanglement.  The    -qubit  case  and    -qubit  case

are the special ones and represented by hollow red dots. For

the both, it is impossible to witness the genuine multipart-

ite entanglement, but the possible scope has been narrowed

down,  and  the  details  can  be  found  in  the  main  context.

Blue solid dots represent the visibility criterion for the pres-

ence of entanglement.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 19 (2025)    190301

190301-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


N = 7

F
(7)
Q = 25∣∣WW 4

⟩
⊗
∣∣WW 3

⟩
F sub7
Q = 23

F
(V )
Q > F sub7

Q

当待测体系的粒子数目  时, 真正多体纠

缠态的 QFI为  , 而次最大 QFI的拆分直

积态为  ,  QFI为   .  利

用  , 可以得到判据
 

V high
7 =

1449 +
√
2246801

3200
. (26)

N = 8

F
(7)
Q = 36

对于待测体系的粒子数目为  时, 其真正

纠缠态的 QFI为  , 次最大 QFI的拆分直

∣∣WW 4

⟩
⊗
∣∣WW 4

⟩
F sub8
Q = 32

F
(V )
Q > F sub8

Q

积态为  ,  QFI为   .  采

用同样的办法,   , 得到判据
 

V high
8 =

1

288
(127 +

√
16705). (27)

N ⩾ 9

F
(N)
Q = (N − 2)2∣∣WWN−1

⟩
⊗
∣∣WW 1

⟩
F subN
Q =(N−3)2+1 F

(V )
Q > F subN

Q

当待测体系的粒子数目  时, 真正多体纠缠

态的 QFI为  , 而次最大 QFI的拆

分直积态形式均是  , QFI表

示为  , 利用  , 可得
 

 

V high
N =

4

2− 2N +

√
(N2 − 6N + 10) [4N2 − 24N + 40 + 4N (N2 − 6N + 10) + 22+N (N2 − 2N − 2)]

N2 − 6N + 10

. (28)

 

WW

V high
N

V low
N

V

为了更加直观地展示判定真正多量子比特

 态纠缠和含有纠缠的可见度判据, 图 1中用

红色实心点代表真正多体纠缠判据, 即不同量子比

特下的  ; 而蓝色实心点代表含有纠缠的判据,

即  . 需要注意的是, 对于 5, 6量子比特的情

况, 用红色空心点进行表示, 其仅仅给出了可能判

定的纠缠态范围, 无法给出真正多体纠缠判据, 原

因在本节前面的分析中已具体阐述, 这里不再赘

述. 通过图示很容易发现, 随着待测体系粒子数目

的增加, 想要判定真正多体纠缠的可见度判据变得

更严苛, 即  越来越大, 而检测含有纠缠的条件变

得相对宽松. 这也从侧面印证了实验上实现真正多

体纠缠的要求越高, 对白噪声的占比要求越少.

WW 3.2    含白噪声的多量子比特  态在 LMG
模型下的纠缠分类

WW

WW

在含白噪声的环境下, 随着噪声占比的增加,

不同量子比特数目  态在局域操作下的量子

Fisher信息会变小, 导致彼此之间的差值很小, 变

得难以区分, 不利于进一步的科学研究, 而非局域

操作通过相互作用强度调控会扩大彼此间的差值,

有益于纠缠分类研究 [28]. 本节采用 LMG模型对含

噪声的多量子比特  态进行纠缠分类研究.

σ
(i)
n = aσ

(i)
x + bσ

(i)
y + cσ

(i)
z a2 + b2 + c2 = 1

Ĥ0 + Ĥ1 Vij = γ

3 WW

与前面局域操作类似, 假定泡利算符表示为

 ,  且   ,  考

虑体系的哈密顿量为  ,    ,  利用

(12)式, 计算得到  量子比特  态的QFI表示为 

F
(3)
lmg = max

a,b,c
[3 + 4b2 − 2c2 + (6a− 6ac2)γ

+ (3 + 6c2 − 9c4)γ2], (29)

4 WW同理,   量子比特  态的 QFI可以表示为 

F
(4)
lmg = max

b,c
[16− 12b2 − 12c2 − 4(9b4

− 9c2 + 9c4 + b2(−9 + 6c2))γ2], (30)

5, 6 WW采用同样的方式, 分别得到了  量子比特  态

的 QFI表示为 

F
(5)
lmg = max

a,b,c
[13− 4c2 − 24a(−1 + 4b2 + c2)γ

+ 2(9 + 38c2 − 47c4)γ2], (31)
 

F
(6)
lmg = max

b,c
[16 + 60[1 + 4b4 + 2c2 − 3c4

+ 4b2(−1 + c2)]γ2]. (32)

N ⩾ 7

⟨σ(i)
n ⟩ ⟨σ(i)

n σ
(j)
n ⟩

⟨σ(i)
n σ

(j)
n σ

(k)
n ⟩ ⟨σ(i)

n σ
(j)
n σ

(k)
n σ

(l)
n ⟩

当粒子数目  时, 单量子比特的平均值

 和组合的多量子比特的平均值   ,

 ,    均可以找到一般

的公式进行表示, 即 

⟨σ(i)
n ⟩ = 0, i ∈ 1, .., N,

⟨σ(i)
n σ(j)

n ⟩ = 2

N
(1− c2) +

N − 4

N
c2, i ̸= j,

i, j ∈ 1, . . . , N,

⟨σ(i)
n σ(j)

n σ(k)
n ⟩ = 0, i ̸= j ̸= k, i, j, k ∈ 1, . . . , 4,

⟨σ(1)
n σ(2)

n σ(3)
n σ(4)

n ⟩ = 12

N
(1− c2)c2 +

N − 8

N
c4,

N WW将上述代入 (12)式, 可以得到  量子比特  态

的 QFI为
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F
(N)
lmg = max

c
[3N − 2 + (N − 6)(N − 1)c2 +

1

2
(1− c2)(N − 1)

{
3N − 6 + c2 [42 +N(−29 + 6N)]

}
γ2]. (33)

进一步对 (33)式进行分析可得, 

F
(N)
lmg =



(N − 2)2, γ ⩽ γt,

60 +N {N [55 +N(3N − 19)]− 80}
42 +N(6N − 29)

+
(N − 6)2(N − 1)

2 [42 +N(6N − 29)] γ2

+
(N − 1) [18 +N(3N − 13)]

2
γ2

2 [42 +N(6N − 29)]
, γ ⩾ γt.

(34)

γt这里, 转折点  可以表示为 

γ
(N)
t =

√
N − 6√

3N2 − 13N + 18
, (35)

γt ≃ 1/
√
3N特别地, 当粒子数目较大时,   .

WW

WW γ

4

WW 5 WW

γt N

N = 10

γ
(10)
t =1/

√
47 1/

√
3N

为了方便与随后含噪声情况下不同量子比特

 态的 QFI对比, 图 2给出了不含噪声情况下

 态的 QFI随相互作用强度   的变化情况. 如

图 2(a)所示, 当相互作用强度较小时,   量子比特

 态和  量子比特  态的 QFI有交叉, 但随

着相互作用强度的增大, 二者变得可以区分. 另外,

当粒子数目较大时, 不同量子比特数目的 QFI随

相互作用强度的变化均出现了平台区域, 这也意味

着较小的相互作用强度不会影响体系 QFI的变化,

这一点与文献 [22]中给出的结果一致. 图 2(b)给

出了转折点  随粒子数目   的变化情况 (蓝色圆

点), 发现当粒子数   时, 其值出现了最大值

 , 随后变得越来越小, 趋近于  ,

如红色实线所示.

WW

借助白噪声下量子态 Fisher信息的计算公式

((10)式), 可以得到含噪声多量子比特   态在

LMG模型下的量子 Fisher信息表示为 

F
(VN )
lmg =

2N−1V 2

1 + (2N−1 − 1)V
· F (N)

lmg . (36)

WW

γ

N = 3, 4,

5, 6, 7, 8, 9, 10 V = 0.1

γ

γ = 0

γ γ = 2

WW

V = 0.3, 0.6, 0.9

WW

图 3给出了多量子比特  态在不同噪声环

境情况下随相互作用强度  的变化情况. 图 3(a)

展示的结果表示不同多量子比特态 ( 

 )在噪声环境较差 (  )时的

QFI随相互作用强度  的变化. 容易看出, 当相互

作用强度较小, 或无相互作用 (  )时, 不同量

子比特的 QFI差值很小, 很难进行区分. 但通过调

控相互作用强度  变大, 比如  时, 不同量子比

特  态的 QFI可以实现纠缠区分. 随着噪声环

境变好,    (图 3(b)—(d))时, 可以

在较小的相互作用强度下实现不同量子比特 

态的区分. 这一点也充分展示了非局域操作在实现

多量子比特纠缠态在噪声环境下纠缠分类的优势.
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图 2    (a)不同颜色的实线 (绿色到蓝色)从下到上依次表示   量子比特   态的量子 Fisher信息   在

无噪声情况下随相互作用强度   的变化情况 ; (b)蓝色实心圆点表示转折点   随粒子数目   的变化情况 , 红色实线代表

WW

3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 γ

γ
(N)
t γt ≃ 1/

√
3N

Fig. 2. (a)  The  colorful  solid  lines  (from green  to  blue)  respectively  represent  the  variations  of  the  QFI  of  the      state  with

  qubits, with respect to the interaction strength     in the absence of noise; (b) the blue dots represent the

variation of the turning point    with respect to the number of qubits, and the red line represents   .
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 4   结 论

WW

WW

V

5

6

WW

本文利用量子 Fisher信息可以判定多体纠缠

的性质, 对多量子比特   态在白噪声环境下的

纠缠特性进行了判定和分类研究. 在局域操作下,

通过计算含噪声多量子比特  态的 QFI, 给出

了真正多体纠缠和含有纠缠的可见度判据, 发现随

着待测体系所含量子比特数目的增大, 判定其真正

多体纠缠的可见度判据要求越来越高, 即   越大,

换句话说, 保真度要求越来越高, 而判定其含有纠

缠的判据变得相对宽松. 特别地, 对于  量子比特

和  量子比特来说, 由于其拆分量子态的 QFI比真

正多体纠缠态的 QFI还大, 所以没有找到真正的

多体纠缠判据, 但缩小了可能的范围. 在 LMG非

局域操作下, 对不同量子比特含白噪声的   态

开展了纠缠分类研究, 通过对相互作用强度的调

控, 解决了其在局域操作下无法区分或区分难度较

大的问题, 展现了非局域操作在纠缠分类方面的优

势. 此外, 在无噪声情况下, 解析地找到了多量子

WW比特  态的 QFI随相互作用强度变化的转折

点, 其变化特点是先增大后减小, 这一点或许对开

展量子信息研究的其他方面有一定的帮助.
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Abstract
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Entanglement  detection  and  classification  of  multipartite  systems  remain  the  key  topics  in  the  field  of

quantum  information  and  science.  In  this  work,  we  take  advantage  of  the  nature  that  quantum  Fisher

information  (QFI)  can  witness  multipartite  entanglement  to  comprehensively  investigate  the  entanglement

detection and classification of multi-qubit     states immersed in a white noise environment. In the situation

of  local  operation,  by  combining  the  information of  the  known quantum state,  we  have  presented a  criterion

with visibility for witnessing the genuine multipartite entanglement and another for identifying the presence of

quantum entanglement. Specifically, with respect to the 5-qubit    state and 6-qubit    state, due to the

fact that the maximum QFI of their splitting-structure states exceeds that of the original states, it is infeasible

to strictly establish a criterion for detecting the genuine multipartite entanglement. However, we delineate the

scope for inferring the possible entanglement structures. Furthermore, it is found that as the number of qubits

increases, the conditions for witnessing the genuine multipartite entanglement become increasingly strict, while

those  for  detecting  the  existence  of  entanglement  grow  relatively  more  relaxed.  Taking  into  account  the

likelihood of the crosstalk between neighboring qubits during the local operations on the multipartite systems in

experiments, we employ the Lipkin-Meshkov-Glick (LMG) model to explore the entanglement classification of

diverse  multi-qubit  multipartite  states.  It  is  found that  with the  increasing  interaction strength,  even for  the

strong white noise, the     states can still be distinguished, thereby resolving the challenge of managing the

entanglement classification under local operation. Besides, as the interaction strength continues to increase, the

task of entanglement classification becomes more straightforward. This fully shows the superiority of nonlocal

operations over local operations in the aspect of entanglement classification.

WWKeywords: entanglement  detection,  quantum Fisher  information, multi-qubit      state,  Lipkin-Meshkov-

Glick model
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