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分子动力学中的几何相位*
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分子的几何相位效应, 也称为分子 Aharonov-Bohm效应, 源于对势能面锥形交叉结构的研究. 在核构型

空间环绕锥形交叉点时, 绝热的电子波函数会获得 p 的相位, 导致其符号反转; 而核的波函数也需相应地改

变符号, 保持总波函数的单值性. 该相位与锥形交叉结构拓扑相关, 只有适当地引入分子几何相位才能在绝

热表象下准确地描述量子体系的动力学行为. 在透热表象下, 可以隐式地处理几何相位效应以及核-电子的非

绝热耦合问题. 本文基于几何相位的量子动力学方法, 设计了一种可以直接提取分子动力学中几何相位的方

法. 该相位不同于由锥形交叉拓扑结构导致的量子化的 p 相位, 它是连续变化的, 是量子体系在投影希尔伯

特空间演化时, 几何相位的一种规范不变的表示. 本文的研究为探索分子几何相位及其效应开辟了一个新视

角, 并有望为实验研究分子动力学中的几何相位提供一个可能的观测量.
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1   引　言

几何相位概念的起源可追溯至 1956年 Pan-

charatnam[1] 对偏振光干涉的研究. 他发现, 不同

偏振状态的两束相干光在庞加莱球上形成闭合路

径时, 会产生仅由路径几何形状决定的相位差, 即

Pancharatnam相位. 尽管 Pancharatnam率先提

出了几何相位的概念, 但并未获得广泛关注. 直到

1984年, Berry[2] 重新发现并将其推广至量子系统,

才使得几何相位真正进入科学界的视野并得到深

入研究. Berry给出了绝热循环演化过程中量子系

统所获得的几何相位 (Berry相位), 其数学形式为

参数空间闭合路径的环路积分: 

γn(C) = i
∮
C
⟨n(R)|∇Rn(R)⟩ · dR, (1)

i⟨n(R)|∇Rn(R)⟩ |n(R)⟩其中  也称为 Berry联络 ,   

R

为第 n 个本征态. 这个相位与系统的动力学演化无

关, 仅取决于系统在参数  空间的路径. 它与路径

所围成的面积或立体角有关, 而与路径的具体形状

无关. 在 Simon[3] 利用微分几何中的纤维丛理论为

几何相位进行阐释之后, 几何相位的研究得以进一

步的拓展和推广. 例如 , Aharonov和 Anandan[4]

对非绝热几何相位的研究, Samuel和 Bhandari[5]

对非循环几何相位的探讨, 以及Garrison和Wright[6]

对非厄米几何相位的扩展等. 而本课题组在非厄米

几何相位领域亦有相关研究 [7–9]. 这些研究不仅丰

富了几何相位的理论框架, 还将其应用范围扩展到

了更广泛的量子系统和物理情境中 [10–15].

分子体系中几何相位的发现源于对势能面锥

形交叉 (conical intersection, CI)的研究. Herzberg

与 Longuet-Higgins[16] 发现 ,  在核构型空间绕 CI

移动一周时, 绝热电子波函数会累积 p 相位, 导致

其符号反转. 为了保持总波函数的单值性, 核的波
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函数也需相应地改变符号. 这里由 CI拓扑结构产

生的量子化的 p 相位, 也被称为 Longuet-Higgins

(LH)相位; 它是 Berry相位的一种特例, 其值仅能

取 0或 p[17]. 只有适当地引入分子几何相位才能在

绝热近似下准确描述量子体系的动力学行为, 而分

子几何相位的引入必然会对体系的动力学行为产

生影响, 即几何相位效应 (geometric phase effect).

Mead[18] 率先把这种效应称为分子 AB(Aharonov-

Bohm)效应, 它具体表现为反应速率的改变 [19–21]、

产物角分布的振荡 [22]、非绝热隧穿过程的影响 [23]

以及分子光谱的修正 [24,25] 等.

在绝热表象下, 针对几何相位效应存在多种处

理手段. 例如, 通过对实电子波函数施加一个相位

因子, 这一操作等同于在核的哈密顿量中引入矢量

势 [26,27], 这与处理磁 AB效应时引入磁矢势的做法

有异曲同工之妙 [28]. 在对几何相位效应进行验证

时, 可以通过在核的哈密顿量中明确地加入或去除

分子几何相位相关项 (例如矢量势方法), 进而对比

反应概率、反应截面或是产物态分布等物理量, 以

此来判定几何相位效应是否产生影响 [29–31]. 然而,

在 CI点附近, 绝热势能面并不光滑, 且非绝热耦

合以及其导数都存在奇点, 这增加了数值计算的

难度.

此外, 部分研究者亦采用其他策略, 例如波函

数精确因子化 (exact factorization, EF), 以探究分

子几何相位及其效应 [17,32–35]. 如Min等 [32] 提出分子

的 Berry相位 (即 LH相位)是 Born-Oppenheimer

(BO)近似下的产物. 对于任何有限的核质量, 不

存在不连续的相位变化. EF的 Berry联络等于零,

因此几何相位也为零. Ibele等 [33] 讨论了与分子 CI

结构相关的几何相与拓扑相的区别, 他们认为完全

产生于绝热表象下的拓扑相 (即 LH相位), 并不对

应物理可观测量; 而产生于 EF方法中的几何相位

可以和可观测量相联系. 分子动力学中的几何相位

应该对应真实的物理效应, 这已被大量的干涉相关

实验证实或使用 [36–39], 类似磁 AB效应. 而 Mati-

nazzo和 Burghardt[35] 则引入一个瞬时且规范不

变的相位, 并指出当系统处于绝热状态且路径闭合

时, 该相位可简化为绝热的几何相位 (即 LH相位).

由此可见, 对于分子几何相位以及几何相位效

应, 研究者还存在着不同的理解和处理方式. 本文

基于几何相位的量子动力学方法 [40], 设计了一种

能够直接提取分子动力学过程中几何相位信息的

方法, 为研究分子几何相位及其效应开辟了另外一

个视角. 与传统研究路径不同, 该方法不再局限于

聚焦绝热核波函数, 它提供了一种更为直接的途

径, 在透热表象下隐式地处理几何相位效应以及非

绝热问题. 这个几何相位与源于势能面 CI结构的

量子化的 p 相位不同, 它是连续变化的. 本研究有

望为实验检测提供潜在的可观测量, 从而推动分子

动力学及相关领域的进一步发展. 

2   几何相位的量子动力学方法

R0

|ψ(s)⟩ L0 |ψ(s)⟩
ρ(s) = |ψ(s)⟩⟨ψ(s)| ∈ R0

L0 C0 ⊂ R0

L0 C0
ρ(s)

几何相位的量子动力学方法最早由Mukunda

和 Simon[40] 提议, 我们将其应用于提取分子动力

学过程中的几何相位 [41]. 该方法采用了单位射线

的投影空间  , 由希尔伯特空间的归一化波函数

 组成一条光滑的曲线  , 当把  投影到

纯态密度算符  , 相应的曲

线  也被投影到  . 对于一个厄米系统, 沿

着  的几何相位 (投影到   )的表达式仅由密度

矩阵  决定, 具体写为 

ϕg[C0] = arg
{
Tr
[
ρ(s1)D

(
exp

(∫ s2

s1

ds
dρ(s)
ds

))]}
,

(2)

s D

C0
ρ(s1)

其中, 参量  可取为时间;   表示戴森时间序列, 它

将后面参数值的因子移到左边; 符号 arg表示计算

幅角; Tr表示复矩阵的迹. 这个几何相位的表达式

是量子系统在投影希尔伯特空间沿着某条路径

(  )演化时, 几何相位的一种规范不变的表示形

式, 它是对应用于某个初态  平行传输映射 (戴

森时间序列)的一个优雅且简洁的表达式. 附录 A

中给出该公式的主要推导过程, 关于其详细推导,

可参考Mukunda和 Simon的原始文献 [40]. 

3   计算细节
 

E ⊗ e3.1       Jahn-Teller 模型

E ⊗ e   Jahn-Teller(JT)模型 [42] 是研究分子几

何相位及其效应的标准模型之一 [33,43–47], 它由耦合

两个振动模式的两个电子态构成. 其透热表象下的

势能可以表示为 

V JT =

(
V1 V12

V21 V2

)
=
ω

2

(
x2 + y2

)
+ κ

(
x y

y −x

)
,

(3)
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而哈密顿量则表示为 

HJT = ω
(
p2x + p2y

)
/2 + V JT = T + V JT, (4)

x, y pj

V12 = V21 = κy κ

ω

x = y = 0 κ/ω = 1.5 κ =

2π kHz

其中  表示两个振动模式的坐标;   是其共轭动

量; 耦合项   ,    表示振动耦合强度;

 是两个振动模式的频率. 势能面的 CI位于最高

对称点  处. 这里取   , 以及  

 . 

3.2    数值模拟方法

在两态的透热表象下, 体系的波函数可以表

示为 

|ψ⟩ = ϕd
1|1⟩+ ϕd

2|2⟩, (5)

|1⟩, |2⟩ ϕd
1, ϕ

d
2

Φ =(
ϕd
1, ϕ

d
2

)T
其中,   表示透热电子基矢; 系数  可以

被看作是核的波函数, 由此构造二维列向量  

 , 其满足核的薛定谔方程:
 

iℏ
∂

∂t
Φ = HJTΦ. (6)

此时, 系统的密度矩阵则表示为 

ρ = |ψ⟩⟨ψ|. (7)

可以采用二阶差分的方法在二维网格上数值求解

方程 (6), 

Φ(x, y, t+∆t)

≈ Φ(x, y, t−∆t)− 2
i
ℏ
HJTΦ(x, y, t)∆t. (8)

哈密顿量对核波函数的作用, 可以分别在坐标空间

和动量空间进行, 

HJTΦ = V JTΦ+ F−1{TF{Φ}}, (9)

F这里采用了快速傅里叶变换 (  )技术. 数值计算

中采用均匀的格点分布, 每个方向 512个格点, 覆

盖范围为 (–8, 8)原子单位, 积分步长为 10 ns.

x x0 < 0, y0 = 0

x

x > 0

在研究几何相位效应时, 通常将初始波函数中

心置于  轴上的某一点, 即设定  . 此

时, 初始波函数或被施加沿  方向的动能, 或受势

能的驱动, 进而朝向 CI区域运动. 当波函数绕过

CI后, 即可在另一侧 (  )观察节点线和干涉

条纹的结构, 通过这些现象来验证几何相位效应的

存在. 然而, 在先前的研究中, 我们发现由于势能

面以及波函数初始分布的对称性, 导致在上述的动

力学过程中, 由量子动力学方法提取的几何相位始

终为零 [41]. 因此, 本文构建了特定的初始条件, 使

波函数能够环绕 CI, 以便对提取的几何相位有更

清晰的认识.

V1 x0 =

−2.5, y0 = 0 px = 0, py = 1.4142

具体参数设定如下: 初始波函数是位于第一个

透热电子态 (  )的高斯波包, 其中心位置为 ( 

 ), 初始动量为 (  ),

均使用原子单位. 该初始波函数可表示为 

ϕd
1 (x, y, t = 0)

=
1

√πσxσy
exp

[
− (x− x0)

2

2σ2
x

− y2

2σ2
y

]
, (10)

 

ϕd
2 (x, y, t = 0) = 0, (11)

σx = σy = 1其中,   . 相应的计算是在透热表象下进

行的, 而绝热波函数的布居可以利用旋转角进行如

下的幺正变换:  (
ϕa
1

ϕa
2

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
ϕd
1

ϕd
2

)
, (12)

并取模方得到. 其中, 旋转角满足 

tan(2θ) =
2V12

V1 − V2
. (13)

当前的初始条件下, 绝热基态上核波函数的初始布

居占到 98%. 两个透热电子态上势能差的平均值可

以表示如下: 

Ω = ⟨ψ|V1 − V2
ℏ

|ψ⟩. (14)
 

4   计算结果及讨论

图 1用组图的形式展示了核波函数总的概率

密度在 0—2.4 ms环绕 CI的演化过程, 其中图片

中心的符号标明 CI的位置. 图像按时间顺序排列,

相邻图像之间用箭头连接, 用于指示时间的流逝方

向和波函数的动态变化. 从图 1可以观察到, 核与

电子的耦合动力学导致核波函数的分布形态发生

了显著的变化. 从初始的集中分布逐渐扩展、变形,

并在后期呈现出双峰结构.

可以看出, 用时 2.4 ms左右, 波函数可以环

绕 CI一周. 该时间尺度取决于波包的初始位置、

初始动量以及势能的形状, 可以用圆周运动模型近

似估算. 我们知道, 在绝热表象的核构型空间环绕

CI一周时, 会产生量子化的 p 相位, 该相位与 CI

的拓扑结构相关. 因此, 只有适当地处理几何相位

效应才能在绝热表象下准确地描述体系的动力学

行为. 但若采用透热表象, 则不必刻意去处理几何
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相位效应. 此时, 这个量子化的 LH相位是否还会

出现, 可进一步参考图 2.

α, β

ρd1, ρ
d
2

图 2展示了布居、相干 (图 2(a))以及几何相

位 (图 2(b))随时间的演化, 其中  分别表示密

度矩阵元非对角项, 即相干的实部和虚部. 可以看

出两个透热态 (  )近似以反相简谐振动的形

式交换布居, 振动的周期与环绕 CI的时间相当;

而相干的实部也近似做简谐振动, 只是与透热态布

ρa2

居振动的相位相差 p/2. 相比于相干的实部, 相干

的虚部只在初始阶段有个很小的抬升, 然后基本保

持不变. 而通过绝热基态上的布居 (  )可以看出,

在整个演化过程中其布居 (98% 左右)基本保持不

变. 即分子动力学几乎是绝热的, 系统保持在绝热

基态上环绕 CI. 然而, 在透热表象下, 与 CI拓扑

相关的量子化的 LH相位 p 或 0并未出现, 即隐式

地处理了几何相位效应.
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图 1    核波函数总的概率密度随时间的演化

Fig. 1. Evolution of total nuclear density versus time.
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Fig. 2. Evolution of population, coherence (a) and geometric phase (b) versus time.
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ϕg

β

但我们确实提取到了几何相位 (  ), 当前的

动力学过程中, 它的波动范围在 0.1 rad左右, 主

要由多个振荡 (周期近似 0.25 ms)结构以及位于

中间的一个平台区组成, 如图 2(b)所示. 为了更好

地对比, 图 2(b)中再次给出相干项的虚部 (  ). 可

以看出, 除了开始阶段外二者的振动结构非常类

似. 对于透热的二态模型, 相干项的虚部遵循如下

的演化方程 [41,48]: 

∂β

∂t
=

{
H1 +H2

2
, β

}
− V1 − V2

ℏ
α+

V12
ℏ
(
ρd1 − ρd2

)
,

(15)

H1,2 {, }
(V1 − V2)/ℏ

Ω

其中  表示哈密顿量的对角元,   表示泊松括

号.   的平均值 ((14)式)同样也在图 2(b)

中用第二坐标轴展示. 至此, 已经可以很明显地观

察出几何相位与  存在一定的关联. 总的来说, 几

何相位这些结构的形成源于系统的动力学演化; 然

而, 系统动力学如何具体影响几何相位, 以及是否

可以通过调控系统动力学来实现对几何相位的控

制, 仍是需要深入研究的问题.

E ⊗ eIbele等 [33] 采用相同的    JT模型, 分别

使用绝热表示和 EF方法研究了分子中与 CI结构

相关的拓扑相的可观测性质, 他们在几个分立的时

间点 (0.24, 0.69以及 1.35 ms)分别计算了核构型空

间不同闭合环路的几何相位. 他们发现, 在绝热表

示中产生的拓扑相与 EF中的几何相存在根本的

差异, 并指出前者不涉及任何物理可观测量, 而后者

取决于系统所经历的动力学过程, 记为动力学诱导

的几何相位 (dynamics-induced geometric phase),

可与可观测量相关联.

本文提取到的几何相位, 也可称之为动力学诱

导的几何相位. 因为它也取决于系统演化的核-电

子耦合动力学, 由系统的哈密顿量驱动. 然而, 本

文所研究的几何相位又与 Ibele等所得到的 EF

几何相位存在显著差异. 具体而言, 本文中的几何

相位累积源于系统的动力学演化过程, 而 Ibele等

所得到的 EF几何相位则是在某一特定时刻, 对核

构型空间上的闭合环路进行累积的结果. 两者之间

是否存在内在的联系, 是需要后续进一步考虑的问

题. 需要注意的是, 虽然当前的几何相位是在透热

表象下提取的, 但是基于几何相位的量子动力学方

法, 它是表象无关的 [40], 且与系统的 CI结构无关,

因此有望为实验测量提供一个可观测量.

最近, Martinazzo和 Burghardt[35] 基于 EF方

法, 将其文中瞬时规范不变的相位, 分为电子的相

位和核的相位. 对于任意路径, 两者相位差构成了

总波函数在路径起点和终点的相位差. 而量子动力

学方法获得的几何相位, 能否进一步拆解为电子与

核的相位, 同样是值得深入探讨的问题. 

5   结　论

E ⊗ e

基于几何相位的量子动力学方法, 使用密度矩

阵表示, 可以提取分子动力学过程中的几何相位.

借助   JT模型, 我们提取了系统环绕 CI过程

中的几何相位.  该相位区别于绝热表象下与 CI

拓扑结构相关的量子化的 LH相位, 是连续变化的;

它由系统的哈密顿量驱动, 取决于系统的演化动力

学; 它对应了一种非绝热、非循环的几何相位, 是

表象无关的, 是量子系统在投影希尔伯特空间沿着

某条路径演化时, 几何相位的一种规范不变的表

示. 当前的研究不仅为研究分子动力学过程中的几

何相位提供了新的理论方法, 也提供了一种实验上

可能的可观测量, 从而可以更深入地探索几何相位

对分子动力学的影响. 

附录A   几何相位的量子动力学方法的
主要推导过程

|ψ(s)⟩利用希尔伯特空间的单位矢量  , 可以构造如下的

厄米算符 K(s): 

K(s) = K†(s) = |ψ̇(s)⟩⟨ψ(s)|+ |ψ(s)⟩⟨ψ̇(s)| = ρ̇(s), (A1)

|ψ(s)⟩其中字母上点表示对参量 s 的微分. 将 K(s)作用到  

上, 可得到 

d
ds

|ψ(s)⟩ =
[
K(s) + ⟨ψ(s)|ψ̇(s)⟩

]
|ψ(s)⟩. (A2)

由于 K(s)是厄米的, 自然可以得到 

d
ds

(|ψ(s)⟩⟨ψ(s)|) = {|ψ(s)⟩⟨ψ(s)|,K(s)} , (A3)

{, }

ρ

这里的符号  表示反对易算符. 此外, 对于纯态的密度矩

阵  满足 

d
ds
ρ(s) = {ρ(s), ρ̇(s)} = {ρ(s),K(s)} . (A4)

ρ(s1) =

|ψ(s1)⟩⟨ψ(s1)|

从等式 (A4)中减去等式 (A3),  并结合边界条件  

 , 可以得到 

d
ds

(ρ(s)− |ψ(s)⟩⟨ψ(s)|) = {ρ(s)− |ψ(s)⟩⟨ψ(s)|,K(s)} . (A5)

R0 C0 = {ρ(s)}因此, 对于  空间的曲线  , 可以唯一地构造
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⟨ψ(s)|ψ̇(s)⟩ = 0 L0 = {|ψ(s)⟩}

|ψ(s1)⟩ ρ(s) =

|ψ(s)⟩⟨ψ(s)|

满足水平提升条件 (  )的曲线   ,

允许在  中有一个任意的初始相位, 使其满足  

 .

[s1, s2] s

|ψ(s)⟩

对于区间  内的每一个  , 可以通过求解如下的微

分方程来确定  , 

d
ds

|ψ(s)⟩ = K(s)|ψ(s)⟩. (A6)

该方程可以通过戴森时间序列的方式形式上求解, 

|ψ(s)⟩ = D
[
exp

(∫ s

s1

ds′K(s′)

)]
|ψ(s1)⟩. (A7)

最终, 可以得到这个关于几何相位的优雅且简洁的表达式: 

ϕg[C0] = arg⟨ψ(s1)|ψ(s2)⟩

= arg
{
Tr
[
ρ(s1)D

(
exp

(∫ s2

s1

ds
dρ(s)
ds

))]}
. (A8)
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Abstract

E ⊗ e

The geometric  phase effect of  molecules,  also known as the molecular Aharonov-Bohm effect,  arises  from
the study of the conical intersections of potential energy surfaces. When encircling a conical intersection in the
nuclear configuration space, the adiabatic electronic wave function acquires a p phase, leading to a change in
sign. Consequently, the nuclear wave function must also change its sign to maintain the single-valued nature of
the  total  wave  function.  This  phase  is  topologically  related  to  the  conical  intersection  structure.  Only  by
appropriately introducing the molecular geometric phase can the quantum dynamical behavior in the adiabatic
representation be accurately described. In the diabatic representation, both the geometric phase effects and the
non-adiabatic couplings between nuclei and electrons can be implicitly handled.
　　In this paper, according to the quantum kinematic approach to the geometric phase, we propose a method
for directly extracting the geometric phase in molecular dynamics. To demonstrate the unique features of this

method,  we adopt  the     Jahn-Teller  model,  which is  a  standard model  that  includes  a  cone intersection
point. This model comprises two diabatic electronic states coupled with two vibrational modes. The initial wave
function is  designed in such a way that it  can circumnavigate the conical  intersection in an almost adiabatic
manner within approximately 2.4 ms. Subsequently, the quantum kinematic approach is utilized to extract the
geometric  phase  during  the  evolution.  In  contrast  to  the  typical  topological  effect  of  a  quantized  geometric
phase of p, this extracted geometric phase in this case varies in a continuous manner. When a quantum system
performs a path in its projected Hilbert space, it is a representation-independent and gauge-invariant formula of
the geometric phase. This research provides a new perspective for exploring molecular geometric phases and the
geometric phase effects. It may also provide a possible observable for experimentally studying geometric phases
in molecular dynamics.

Keywords: geometric phase, molecular dynamics, conical intersection, Aharonov-Bohm effect
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