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本文研究了无向复杂网络中基于谱图理论的节点组重要性挖掘问题. 依据复杂网络牵制控制理论中节

点重要性评价指标, 删后 Laplacian矩阵最小特征值较大者为重要受控节点. 本文提出一种基于多重图特征

线性融合与改进贪心搜索的重要节点组挖掘方法 (multi-metric fusion and enhanced greedy search algorithm, MFG

算法). 该方法首先通过融合度中心性、介数中心性、K-Shell值和电阻距离等多重指标, 结合全局图特征 (如

图密度、平均路径长度等)构建线性加权融合模型, 预筛选候选节点组以克服单一指标的局限性; 其次, 设计

二阶邻域局部扰动与全局随机游走搜索策略, 优化传统贪心算法的短视性, 在预筛选节点组中迭代选择使得

删后 Laplacian矩阵最小特征值最大的节点, 从而平衡局部最优与全局搜索能力; 并利用改进的反幂法进行

最小特征值的计算, 降低了传统计算特征谱的复杂度, 从而使得算法总体计算性能提升. 最后, 在经典网络模

型和多个真实网络中进行仿真分析, 利用不同算法挖掘重要节点组, 计算删后拉普拉斯矩阵的最小特征值,

利用 SIR模型进行传播模拟, 并从网络拓扑上分析不同算法筛选出的重要节点组特征. 结果表明MFG算法

相比其他几种算法挖掘重要节点组的效果更好, 对于社交网络信息传播控制具有指导意义.
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1   引　言

近年来, 社交网络已成为信息传播的重要平

台. 随着网络规模的不断扩大, 如何有效管理和控

制信息传播, 尤其是识别和利用网络中的关键节点

组, 变得愈加重要. 多年以来, 许多学者在复杂网

络牵制控制领域已经取得非常重要的成果 [1–3]. 复

杂网络中的重点节点挖掘不仅有助于理解信息流

动的机制, 还能为社交网络中的舆论引导、市场推

广和危机管理提供重要参考. 目前对于社交网络重

要节点组的挖掘方法已经有了较多进展. 首先考

虑网络中单个节点影响力的大小, 已知许多基于节

点特性和网络拓扑结构的重要性排序算法,  例

如 LNC算法 [4], 综合考虑了节点自身的影响力和最

近及次近邻节点的贡献, 适合于结构紧凑型网络,

但对于稀疏网络其性能下降明显. 孔江涛等 [5] 结合

了网络拓扑结构信息和节点自身特性, 基于偏离均

值的方差两级节点重要性评估标准, 相比 LNC方

法在处理异质性强的网络时具有一定优势, 但对参
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数选择较为敏感. 汪亭亭等 [6] 提出了结合信息熵与

迭代因子的 IE+算法, 通过 K-Shell分层与改进的

信息熵计算, 对节点在传播过程中的重要性进行排

序, 但是较为依赖局部结构信息, 对全局拓扑的敏

感性不足. 杨松青等 [7] 提出了一种融合局部结构洞

特征与全局 K壳中心性的节点重要性评估方法,

通过引入 Tsallis非广延熵度量节点及邻域的结构

复杂性, 能较为准确区分网络中不同重要性节点,

但仍需合理选择熵参数以避免评估结果对网络结

构变化过于敏感. 姜廷帅等 [8] 提出基于信息熵赋权

的多通道卷积神经网络 (EMCNN), 通过熵权法客

观融合全局和局部拓扑指标, 结合 CNN与注意力

机制实现特征解耦与融合, 但对低度密集结构的

Top节点识别精度不稳定且对大规模网络的计算

效率有待优化. Rezaei等 [9] 提出了一种基于机器

学习的数据驱动方法 (EML), 通过训练模型来捕

捉节点的活力, 即节点在传播过程中的影响力, 相

比传统基于规则的方法具有更好的自适应性, 但对

数据量和标注质量依赖较高. Zhang等 [10] 提出了

一种基于多属性决策 (CRITIC)方法的复杂网络

节点重要性度量指标 (MCNDI), 用于更全面地评

估节点在网络中的重要性, 在多因素综合权衡上具

有一定优势, 但计算复杂度相对较高. 王博雅等 [11]

受物理系统中不同节点间信息的多维度、多层次相

互影响过程的启发, 提出了一种基于图卷积神经网

络的多维参数的节点重要性评估方法, 能够有效捕

捉节点间复杂依赖关系, 但需要大量训练数据, 且

模型解释性较差. 文献 [12]通过构建一个数学算

子 H, 将度、H 指数和核心性联系起来, 并提出了一

种基于 H 指数的节点重要性评估方法, 在计算效

率上有明显优势. Kou等 [13] 提出了一种基于图多头

注意力回归模型 (graph multi-head attention regre-

ssion model)的方法, 用于识别社交网络中的影响

力节点. 该方法将识别影响力节点的问题转化为回

归任务, 并引入多头注意力机制和密集连接 (dense

connection)来提高模型性能, 在准确性上优于传

统方法, 但计算成本高昂. 此外还有许多单个节点

重要性的衡量算法. 例如 EP[14] 算法通过竞争性渗

透过程来量化节点的重要性, 能够有效模拟竞争扩

散过程, 但依赖启发式策略, 易陷入局部最优.

在挖掘单个重要节点的基础上, 人们对关键节

点组的挖掘问题有了进一步的研究. 相对于单个节

点重要性排序, 关键节点组的挖掘更为复杂, 需要

考虑更多因素, 例如文章节点之间影响力的重叠,

网络中广泛存在的“富人俱乐部”因素 [15] 等. 影响

力最大化问题的求解被证明是 NP难的, 因此目前

所有算法都尽可能地综合考虑效果和复杂度. Fan

等 [16] 引入了一个深度强化学习框架 FINDER, 开

辟了利用深度学习技术理解复杂网络组织原理

的新方向, 该方法能够挖掘到隐藏的关键节点组.

Zhao等 [17] 基于图着色算法将网络中的节点划分

为独立集, 再从独立集中选出个重要性靠前的节

点, 保证了所选节点之间不相邻, 该方法在减少节

点间冗余方面效果良好, 但对节点影响力的评估仅

依赖于单一中心性指标, 且独立集划分可能导致部

分高影响力节点被忽略, 尤其在社区结构明显的网

络中表现受限. Bao等 [18] 提出的启发式聚类算法

(HC)基于节点相似性指标将网络划分为多个簇,

并选择每个簇的中心节点作为传播源. 该方法通过

平衡节点分散性和自身重要性, 在多种真实网络中

展现出优于传统方法的传播效果. 其优势在于能够

自适应地识别网络中的局部密集结构, 但算法性能

受相似性指标选择的影响较大, 且对参数 l 的设定

较为敏感. Ji等 [19] 采用链路恢复和随机断边的思

路, 寻找网络中紧密连接结构, 再从中选出个重要

节点, 具有较强的局部结构探索能力, 但在大规模

稀疏网络中性能下降. 以上工作大多仅仅基于网络

局部信息, 虽然有更低的算法时间复杂度以及可扩

展性, 然而算法效果不一定能得到有效保证.

另外, 复杂网络中传播现象的研究是一个热

点. 历史上有许多相关的研究, 并建立了几类数学

模型. Anderson和May[20] 设计了一个简单的确定

性模型, 这就是现代数学流行病研究领域著名的

SIR传染模型, 其成功预测了许多有记录的流行病

的暴发行为. Pastor-Satorras等 [21] 对传播动力学

基础理论方法和建模进行总结, 为预测病毒疾病

的传播和控制提供了理论支持, 该总结涵盖面广但

细节处理较为宏观. Feng等 [22] 为在线社交网络和

线下传染病传播网络提出了一个具有不同时间尺

度的耦合模型, 研究信息扩散与传染病传播相互作

用动态中的社区结构所起的作用, 能够较好反映

跨网络传播特性, 但模型参数较多, 实际应用中难

以准确设定. Avraam 等 [23] 提出了一个基于个体

的随机 SEIR模型, 用于模拟传染病在不同接触网

络上的传播过程, 相比经典模型更能刻画实际传播

过程中的随机性, 但计算复杂度随网络规模增加显
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著上升.

Liu 等 [1] 提出了牵制控制理论中节点重要性

评价指标, 即删后拉普拉斯矩阵最小特征值. 我们

据此结合网络图特征提出了基于多重指标 (度指

标、介数中心性、K-Shell指标、电阻距离)预筛选

的重要节点组贪心挖掘算法, 通过二阶邻域局部扰

动和全局随机游走搜索来优化贪心搜索方法, 防止

简单的贪心搜索会导致产生局部最优解, 并用反幂

法进行最小特征值计算过程的加速. 我们在复杂网

络节点传播的 SIR模型上进行仿真分析验证了该

算法能比较快速地找到最优的受控节点集合. 经过

多个复杂网络的仿真实验, 得出了该算法不局限于

特定属性的复杂网络, 对任何类型的网络都适用的

结论. 

2   模型介绍、问题描述
 

2.1    复杂网络动力学模型

s(t)

本部分首先建立复杂网络动力学分析模型, 并

引入基于牵制控制的同步判据. 对复杂网络进行牵

制控制的目的是通过控制网络中的部分节点, 使得

网络中所有节点的状态都收敛于目标状态  
[24].

由控制理论文献 [1]可知, 对于无向网络拓扑, 当

选定受控节点集时, 系统可达同步的判定条件可表

示为代数判据: 

λ1 (LN−k) >
α

c
, (1)

λ1(LN−k)

其中, k 表示受控节点个数; LN–k 是网络拉普拉斯

矩阵 LN 删去受控节点对应行和列所得到的矩阵,

即 Grounded-Laplacian矩阵 [25], N–k 表示删后子

矩阵的维数;   表示该删后子矩阵的最小

特征值. 此外, 式中 a 是由节点自身动力学函数和

内连耦合矩阵决定的, 独立于网络拓扑结构和耦合

强度 c.

λ1(LN−k)

由此引出本文研究的核心命题, 即在给定控制

节点数量约束 l 的条件下, 如何构建最优控制节点

集合使得  最大化. 然而, 该组合优化问

题面临严峻的计算复杂性挑战, 尤其是在涉及多个

被控制节点的情况下.

为了解决这一问题, 本文提出了一种贪心算

法, 该算法通过剪枝策略, 能够筛除低价值的被控

制节点组合, 显著降低计算复杂度, 从而保证在较

少的时间内精确求解最优控制节点集合. 

2.2    电阻距离与网络谱图最小特征值的相
关性分析

考虑给定网络图 G = (V, E)及其 Laplacian

矩阵 LN, 若 H 是 LN 的一个广义逆, 则节点之间的

电阻距离定义 [26] 如下: 

r (i, j) = eTijHeij = hii + hjj − hij − hji, (2)

eij N × 1 i

j i = j r(i, j)

其中,   是  阶的列向量, 其中第  行元素为 1,

第  行元素为–1, 其他行元素为 0.   时,  

为 0. 不同于节点之间的物理距离, 电阻距离可以

理解为节点之间的等效电阻.

σt网络中某节点的电阻距离  , 等于该节点到

其他节点电阻距离之和: 

σt =

N∑
j=1,j ̸=t

r(t, j). (3)

由图 1可见, 在节点距离矩阵中, 节点 1和节

点 3的距离为 2, 而在电阻距离矩阵中, 两者电阻

距离为 0.6667, 这是因为电阻距离能够考虑到存在
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简单网络图

图 1    一个简单矩阵的电阻距离计算过程

Fig. 1. Process of calculating the resistance distance of a simple matrix.
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“并联”(节点间存在多条连边)情况的影响, 因而电

阻距离更能真实反映节点之间的相对距离. 因此,

在后续的多特征融合指标中, 我们把节点的电阻距

离作为一个重要因素考虑.

λ1(LN−k)

λ1(LN−k)

λ1(LN−k)

结合以上定义及引理可以推导出电阻距离与

  的相关数值关系不等式, 该不等式能建

立节点电阻距离与  的关系, 通过对该不

等式的恰当转换, 能有助于筛除低价值节点, 减少

牵制单节点选点问题的计算量, 下面给出节点电阻

距离与  不等式的推导.

考虑上述网络和 Laplacian矩阵 LN, 若节点

t 是唯一受控节点, 则有以下定理成立.

定理 1: 

λ1(LN−1) ⩽
N − 1

N

1[
σt −

N∑
i=2

1

λi(LN )

] , (4)

λN (LN ) ⩾ · · · ⩾ λ1(LN )其中, 特征值序列   , 即 LN

所有特征值从大到小排列.

H ∈ RN×N

B = L−1
N−1 B ∈ R(N−1)×(N−1)

证明:  设 LN 是图 G 的 Laplacian矩阵 , LN–1

是 LN 删去第 t 行和第 t 列后的主子矩阵, 可以通

过以下方法得到 LN 的一个一般广义逆  .

首先令  , 则  , 其中B 没

有负数元素, 然后将 B 分块为 

B =

(
B1 B2

B3 B4

)
,

B1 ∈ R(t−1)×(t−1) B2 ∈ R(t−1)×(N−t) B3 ∈

R(N−t)×(t−1) B4 ∈ R(N−t)×(N−t)

N ×N

其中  ,   ,  

 ,    ,  然后在矩阵

B 的第 t 行和第 t 列插入 0元素, 令得到的 

矩阵为 H, 即 

H =


B1 0 B2

0 · · · 0

B3 0 B4

 . (5)

由于 B 是对称的, 所以此时所求 H 也是几何

对称的, 因此有: 

r (i, j) = eTijHeij = hii + hij − 2hij . (6)

si =∑N

j=1
hij

又令 si 为 H 中第 i 行元素的总和 ,  即  

 , 可得
 

2si = N · r(i, t) + σt − σi. (7)

t又由于 H 的第  行元素全为零, 从方程 (7)可得 

2

N∑
i=1

si = 2Nσt −
N∑
i=1

σi. (8)

又根据文献 [27,28]知: 

N∑
i=1

σi = 2N

N∑
i=2

1

λi(LN )
. (9)

将 (9)式代入 (8)式, 可得 

N∑
i=1

si = N

[
σt −

N∑
i=2

1

λi(LN )

]
. (10)

B = L−1
N−1

∑N

i=1
si =

∑N−1

i,j
bij

通过以上分析, 可知 H 由 B 添加零元素所得,

 , 显然有  即得
 

N−1∑
i,j

bij = N

[
σt −

N∑
i=2

1

λi(LN )

]
> 0. (11)

x0 =
1√

N − 1
(1, 1, · · ·, 1)T

且由于 B 没有负数元素 ,  对于向量  

 , 有
 

λN−1

(
B−1

)
⩾ xT

0Ax0 =
1

N − 1

N−1∑
i,j

bij

=
N

N − 1

(
σt −

N∑
i=2

1

λi (LN )

)
> 0. (12)

λN−1(B
−1) =

1

λ1(B)
又因为  , 于是有

 

λ1(LN−1) = λ1(B) ⩽ N − 1

N

1[
σt −

N∑
i=2

1

λi(LN )

] .
(13)

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

研究发现, 节点的电阻距离决定了  

的上界. 因此, 较小的电阻距离通常意味着 

可能更大, 因此该节点可能更重要. 但需注意, 这

仅是必要条件而非充分条件.

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

F (x) = x

讨论  和电阻距离的相关性, 在不同

规模和连接概率的随机网络 (Erdös-Rényi网
络)中验证了电阻距离和   具有强相关

性. 实验中计算了每个节点的度、电阻距离以及

 , 并对每个指标进行排名, 节点度越大排

名越高, 总电阻距离越小排名越高,   越大

排名越高. 以  排名为横坐标, 度排名和电

阻距离排名为纵坐标. 比如一个节点在度排名中排

位为 20, 而在   中排位为 15, 则它在图中

的坐标为 (15, 20). 依此方法, 绘制了所有节点构成

的散点图. 容易发现, 对于不同的纵坐标对应的指

标, 散点连成的曲线越靠近  , 说明该指标
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λ1(LN−1)

F (x) = x

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

与  相关性越强. 采用 (N = 500, p = 0.05)

和 (N = 2000, p = 0.1)的 ER随机网络进行实验,

实验结果如图 2所示. 从图 2可以发现, 电阻距离

对应的散点图与  几乎完全重合, 证明电

阻距离和  具有非常强的相关性, 从而电

阻距离可以在某种程度上成为  的下位替

代指标, 对于重要节点组的挖掘具有启发意义.

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

λ1(LN−1)

根据以上讨论, 可得出电阻距离决定 

的上界, 并且电阻距离与   有强相关性的

结论. 因此在节点组的预筛选时, 将电阻距离作为

重要指标加入计算, 能够有效筛除低价值节点; 在

预选节点组中再筛选节点时, 利用电阻距离能够以

较低的复杂度达到较高的筛选精度. 但是值得注意

的是, 电阻距离虽然与  关联度较高, 但是

其仍然无法全面地筛选出总体上最有价值的节点,

在筛选过程中仍需结合其他指标. 

2.3    多特征融合指标

度中心性 (degree  centrality)、介数中心性

(betweenness  centrality)、 K-Shell和 电 阻 距 离

(resistance-distance)是复杂网络节点影响力评估

的重要指标. 但单一指标对节点重要性的描述都有

所不足. 因此, 如何整合各种传统度量方法的优点

以克服其各自的不足, 已成为学术界研究的焦点.

为了解决这一问题, 引入全局图特征, 将 4种指标线

性融合为一个综合指标, 从而弥补单一指标的不足.

D

d̄ P d̄w

Lap C̄

首先, 计算图的全局图属性, 包括图密度   、

平均度  、平均网页排名  、平均加权度  、平均

路径长度  和平均聚类系数   . 其中, 各图属性

均使用 Z-score标准化.

然后利用图谱信息, 分别计算度中心性、介数

中心性、K-Shell值和电阻距离的特征评估分数, 计

算方法如下所示: 

fdeg ree = a1 · d̄+ a2 · d̄w,

fK-Shell = b1 ·D + b2 · P + b3 · d̄,

fbc = c1 · Lap + c2 · C̄,

fRes-dis = d1 ·D + d2 · Lap + d3 · C̄. (14)

进行评估分数归一化后, 分别计算各个特征的

归一化权重: 

wi = efi
/ 4∑

i=1

efi . (15)
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λ1(LN−1)图 2    ER 随机网络节点的度及电阻距离分别与   的排序相关性

λ1(LN−1)

Fig. 2. Correlation  between  the  degree  of  nodes  and  the  resistance  distance  in  ER  random  networks,  respectively,  with  the

 .
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C̄ Lap

d̄

d̄w

在计算特征评估分数和归一化权重时, 需要考

虑网络本身特性. 例如, 在低密度网络中, 节点之

间的连接较少, 节点的介数和电阻距离影响可能较

大. 因此, 在计算特征评估分数时, 需要提高平均

聚类系数   和路径长度  的权重. 在高密度网络

中, 节点的度影响较大, 此时应当提高平均度  和

平均加权度  的权重. 对于其他网络, 需要根据其

特定网络形态合理调整权重.

dc

bc Ks Rd

分别计算所有节点的度中心性  、介数中心性

 、K-Shell值  和电阻距离  . 计算融合指标: 

F (v) = wK-Shell(Ks(v)) + wdegree(dc(v))

+ wRes-dis(Rd(v)) + wbc(bc(v)). (16)

更一般地, 我们提出以下多特征融合指标: 

G (v) = Θ [featurei (v) · Φ (wi)] , (17)

Θ Φ其中  表示对于 List(featurei)的运算 ,    表示

featurei 与 wi 的运算. 该指标可运用于所有基于图

特征的算法.

在本文实验中, 通过综合指标筛选出的重要节

点组对网络整体有着不俗的牵制控制效果. 由此可

见, 该综合指标具有较强的说服力. 

3   基于多重谱图特征线性融合指标
的重要节点组挖掘算法

 

3.1    基于反幂法的矩阵最小特征值求解

AN×N

反幂法是求解矩阵最小特征值的经典算法 [29].

带原点偏移的反幂法可用于估计矩阵  中某

个特定特征值及其对应的特征向量. 然而, 在本文

的主要关注点是矩阵的最小特征值, 因此不需要输

出对应的特征向量.

Liu和 Lu[30] 详细介绍了利用 LU分解的反幂

法的具体过程. 在此简要概述了该方法的基本思想

以及 LU分解在其中所起的作用, 而不深入探讨具

体的操作步骤.

反幂法的基本思想是通过迭代寻找与给定矩

阵的最小特征值对应的近似特征向量. 在这一过程

中, LU分解将矩阵分解为一个下三角矩阵 L 和一

个上三角矩阵 U, 以便于求解迭代过程中产生的线

性系统. 具体而言, LU分解通过提供高效的前向

和后向代换, 帮助加速向目标特征向量的收敛 .

LU分解在该方法中起着至关重要的作用, 其提供

了一种计算上高效的方式, 用于解决反幂迭代中每

一步所需的线性系统. 这反过来又使得该方法对于

直接处理计算上不可行的较大矩阵变得切实可行. 

3.2    MFG 算法流程

为了找到社交网络中的重要节点组, 我们希望

建立算法挖掘社交网络模型上的关键节点组. 上文

和文献 [1]证明了在牵制控制中, 节点组的删后拉

普拉斯矩阵最小特征值的大小与节点组的重要性

有关. 找到使得删后拉普拉斯矩阵最小特征值最大

的节点组, 对其针对性进行免疫措施或优先控制,

将取得最优效果. 但最优的搜索仍然是一个求解时

间复杂度会随着问题规模的增大而指数级增长的

问题 (NP难问题), 高计算复杂度主要来自两个方

面: 1)高维矩阵特征值的计算; 2)最优节点组的大

量组合.

为了一定程度上解决这两个问题, 我们提出了

“基于多重图特征线性融合指标的重要节点组挖掘

算法”, 利用度中心性、介数中心性、K-Shell值以

及电阻距离基本指标, 用网络图特征将指标线性融

合为综合指标, 通过MapReduce分治法 [31] 和简单

贪心搜索筛选网络重要节点组, 可以一定程度上解

决节点组组合数过大的问题, 并通过二阶邻域局部

扰动和全局随机搜索优化的贪心搜索避免传统贪

心算法容易陷入局部最优的弊端; 进一步地, 采用

反幂法计算矩阵最小特征值, 从而加快了算法收敛

速度, 使大规模网络问题可解.

Γ T

下面首先介绍本文提出的挖掘关键节点组算

法. 定义  为目标筛选出的节点组集合,   为中间

操作的节点组集合, k 为受控节点个数. 算法思路

可以分为两步: 第 1步计算每个节点的删后拉普拉

斯矩阵的最小非零特征值, 选择此值最大的节点作

为初始迭代节点; 第 2步是以已选节点为基础, 通

过计算复杂度低的预筛选算法预选出影响力较

大的一些节点作为接下来挖掘节点的候选, 然后分

别计算已选节点与某个候选节点组成节点组的

Laplacian删后矩阵最小特征值, 选择此值最大的

节点作为挖掘节点, 以此类推, 直至选至 k 个节点.

MFG算法

D

d̄ P d̄w

Lap C̄

步骤 1: 计算图的全局图属性, 图密度   、平

均度  、平均网页排名  、平均加权度  、平均路

径长度  和平均聚类系数  .

步骤 2: 利用步骤 1得到的图结构信息, 根据

(14)式分别计算度中心性、介数中心性、K-Shell
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值和电阻距离的特征评估分数, 对评估分数进行归

一化, 并根据 (15)式计算各个特征的归一化权重.

步骤 3: 分别计算所有节点的度中心性、介数

中心性、K-Shell值和电阻距离. 再结合各特征的归

一化权重, 根据 (16)式计算融合指标.

m步骤 4: 将所有节点切分为  个子数据集, 筛

选出每个子数据集中融合指标最大的前 p 个节点,

再利用归并排序汇总各个数据集的筛选结果, 筛选

出最大的前 p 个节点, 构成预选节点组 S.

T

T ′ T ′

λ1(LN−T ′ )

步骤 5: 依次选择某个预选节点组 S 中尚未选

择过的节点, 将此节点与节点组  求并得到节点组

 , 用反幂法计算删去节点组   后的 Laplacian

矩阵的最小特征值  , 选取使得最小特征

值最大的预选节点 v*.

N(v∗)

T

N(v∗)

λ1(LN−T−u∗)

λ1(LN−T−v∗)

λ1(LN−T−u∗) λ1(LN−T−v∗)

T ′ T ′

步骤 6: 选取 v* 的二阶邻接节点集   , 筛

去不在预选节点组中的节点和在节点组  里的节

点, 如果结果为空, 则跳过进行下一步. 对  中

的节点进行电阻距离排序 (步骤 3已经计算出了每

个节点的电阻距离), 选择电阻距离最小的节点 u*,

计算不删去 v* 而删去 u* 的最小特征值 

和不删去 u* 而删去 v* 的最小特征值  .

若  >  ,  则选取 u* 加入

 , 反之则选取 v* 加入  .

s < k, k ≡
0(mods)
e ∈ S ∩ e /∈ T T

λ1(LN−1)

步骤 7:  每进行 s 步搜索 (其中 ( 

 )), 尝试随机选取一个未被选取过的节点

 , 移除   中任意一个节点 g, 计算以

节点 e 代替节点 g 后的删后 Laplacian矩阵的最小

特征值  的变化. 若变大, 则维持更改; 若

变小, 则放弃更改.

T

Γ

步骤 8: 循环操作步骤 5—步骤 7, 直到筛选出

的受控节点组规模达到 k, 将节点组   输出, 得到

目标筛选节点组  .

MFG算法流程图如图 3所示. MFG算法伪

代码详见补充材料 (online). 

λ1 (LN−1)3.3    MFG 算法减少  计算量的理论
分析

与MATLAB库中的 eig函数相比, 使用反幂

法可以有效地减少计算量. 接下来, 我们将对两种计

算特征值的方法进行比较. eig函数采用的是 QR

算法. 当目标是求解最小特征值时, 必须先计算所

有特征值, 对它们进行排序, 然后确定最小的非零

特征值. 首先我们将分析 QR方法的计算复杂度.

T根据文献 [30], 如果 QR算法的迭代次数为  ,

则执行的乘法总次数为
 

2

3
N3 + (4T − 1)N2 +

7

3
N − 4T − 5, (18)

t ·N(N − 1)

其中 N 为矩阵维度. 而反幂法求解最小特征值, 若

迭代次数记为 t, 此过程乘法次数约为  .

此方法求解一次最小特征值所需乘法计算次数约为
 

1

3
N3 − 1

2
N2 +

1

6
N + t ·N(N − 1). (19)

T = t n当  , 计算一次   阶矩阵的最小特征值 ,

反幂法的乘法计算数量减少:
 

d(t, n) = (3N2+N−4)+

(
1

3
N3 − 1

2
N2 +

13

6
N − 5

)
.

(20)

(i = 2, 3, · · ·, k)

p · d(t,N − i) k − 1(k ⩾ 2)

根据 3.2节的算法流程, 若每次选择 p 个节点

为预选点, 目标为挖掘 k 个节点组成的节点组, 在

挖掘第 i 个节点   时, 需要计算最小

特征值的矩阵阶数为 N–i,  减少的乘法次数为

 , 挖掘后   个节点共减少

乘法计算数目为

 

开始

步骤1: 计算全局图属性

步骤2: 计算特征评估分数及权重

步骤3: 计算融合指标

步骤4: 分布式筛选预选节点组

步骤5: 计算候选节点特征值

选择最优节点

步骤7: 随机扰动优化

步骤6: 二阶邻域优化 结束

规模=?

空集?

是

是

否

否

图 3    MFG算法的流程图

Fig. 3. Flowchart of MFG Algorithm.
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k∑
i=2

p · d(t,N − i) = p

k∑
i=2

d(t,N − i) = p

k∑
i=2

{
[3(N − i)

2
+ (N − i)− 4]t+

[
1

3
(N − i)

3 − 1

2
(N − i)

2

+
13

6
(N − i)− 5

]}
= p

{
1

3

[
(N − 2)(N − 1)

2

]2
+

(
3t− 1

2

)
(N − 2)(N − 1)(2N − 3)

6

+

(
t+

13

6

)
(N − 2)(N − 1)

2
− 4t− 5

}
− p

{
1

3

[
(N − k)(N − k + 1)

2

]2

+

(
3t− 1

2

)
(N − k)(N − k + 1)(2N − 2k − 1)

6
+

(
t+

13

6

)
(N − k)(N − k + 1)

2
− 4t− 5

}
. (21)

k = N − 1若考虑较大总计算量的情况, 设   ,

即选取了 N – 1个节点组成受控节点组, 此时减少

的乘法计算数目为 

p

{
1

3

[
(N − 2)(N − 1)

2

]2
+

(
3t− 1

2

)
(N − 2)(N − 1)(2N − 3)

6

+

(
t+

13

6

)
(N − 2)(N − 1)

2

}
, (22)

N4计算量的减少达到了  量级.

t = 100此外, 当迭代次数设为  时, 我们为矩阵

阶数 N 和预选节点数 p 赋值, 得到减少的乘法次

数, 如表 1所示. 与 QR算法相比, 反幂法在乘法

次数上有显著的减少.
 
 

表 1    与 QR算法相比, 反幂法在乘法次数上的减少情况

Table 1.    In  comparison  to  the  QR  algorithm,  the  in-

verse power method exhibits a reduction in the number of

multiplications.

N p 乘法次数减少

100

4 4.280556 × 108

8 8.56112 × 108

12 1.28417 × 109

1000

4 7.31605 × 1011

8 1.46321 × 1012

12 2.19481 × 1012

10000

4 3.73196 × 1015

8 7.46392 × 1016

12 1.11959 × 1017

  

3.4    MFG 算法减少计算量的实验分析

λ1 (LN−1)为了验证MFG算法减少  计算量的

有效性, 我们在 E-mail网络 [32] 上进行代码耗时实

λ1 (LN−1) λ1 (LN−1)

1 ⩽ k ⩽
12 (k ∈ Z) s = 3 p = 2k

验. 测试软件为 Matlab R2023b, 代码部分除了计

算  部分以外均相同, 计算   分

别使用反幂法和 Matlab的 eig函数 ,  取  

 ,    ,    , 记录每个 k 取值的程

序耗时 (实验取 5次测试平均值),  实验结果如

图 4所示.
  

120

100

程
序

耗
时
/
s

80

60

40

20
0 2 4 6 8 10 12

受控节点组规模 

eig函数
MFG算法反幂法

1 ⩽ k ⩽ 12 (k ∈ Z) s = 3 p =

2k

图 4　在E-mail网络中, 取  ,   ,  

 时, 使用 eig函数和反幂法的程序耗时对比

1 ⩽ k ⩽
12 (k ∈ Z) s = 3 p = 2k

Fig. 4. In  the  E-mail  network,  when  taking   

 ,      and    ,  the  comparison  of  the

computational  time  between  the  eig  function  and  the  in-

verse power method.
 

λ1 (LN−1)

实验结果表明,  MFG算法能够大幅提升

 的计算效率, 降低计算复杂度和程序耗

时. MFG算法对反幂法的使用不仅有利于挖掘重

要节点组, 也为其他涉及谱分析的问题提供了有益

思路. 

3.5    MFG 算法参数

根据 3.3节的讨论, 预选节点数 p、搜索步长

s 和受控节点组规模 k 是 MFG算法中最重要的

几个影响算法精度和复杂度的参数. 一般而言 ,

受控节点组规模 k 依据执行任务不同而确定, 因而

无需进行技术性讨论, 但是其对计算复杂度有显著

影响. 
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3.5.1    MFG算法预选节点数 p

k = 6, 12,

24 6 ⩽ p ⩽ 24 12 ⩽ p ⩽ 48 24 ⩽ p ⩽ 96

p ∈ Z s = 3

λ1 (LN−1)

预选节点数 p 越大, 可能越容易找到最优节点

组, 但是也意味着计算复杂度的大幅增加. 我们在

Email网络上选择不同受控节点组规模  

 ,  分别取   ,    ,   

(  ),    ,  记录最终得到的最小特征值

 , 结果如图 5所示.

λ1 (LN−1)

实验结果表明, 只要 p > k, 最后得到的最小

特征值  几乎完全相同 ,  进而说明筛选

出的节点组牵制控制效果几乎完全一致, 这是 E-

mail网络的网络特性决定的, 即除了个别牵制控

制能力较大的几个节点外, 其余节点牵制控制能力

几乎相同, 这在网络特征上可能体现为: 具有少数

强中心性的节点和其余大部分中心性基本一致的

节点. 因此在类似 E-mail网络结构的网络中, 更大

的 p 并不更有利于挖掘重要节点组, 反而会增加计

算复杂度.

类似地, 在节点数 N = 1000, 邻居数 Nei = 4,

连接概率 pc = 0.1的 NW小世界网络上进行同上

述参数相同的实验, 结果如图 6所示.

k < p ⩽ 2k

λ1 (LN−1)

p > 2k λ1 (LN−1)

k < p ⩽ 2k

实验结果表明, 当   时, 最终得到的

最小特征值  有些许提升, 但总体不超过

4%; 当  时, 无论如何增大 p,   总是

不变. 因此, 略微增大 p(  )能够略微增

强筛选出节点组的牵制控制能力, 提升挖掘重要节

点组的效果. 但是再增大 p, 并无益于挖掘重要节

点组, 反而会增加计算复杂度.

k

k < p ⩽ 2k

综上所述, 当受控节点个数为  时, 预选节点

数 p 介于  较为适宜. 既能增强挖掘重要

节点组的效果, 也能减少不必要的计算.

λ1 (LN−1)

进一步看,  运用 MFG算法时 ,  增大 p 对于

 提升很小, 说明了 MFG算法能够进行

非常精确有效的预筛选和贪心搜索, 体现了 MFG

算法的优势. 

3.5.2    MFG算法全局搜索步长 s

全局搜索的主要作用是增强 MFG算法的鲁
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k = 6, 12, 24 6 ⩽ p ⩽ 24 12 ⩽ p ⩽ 48 24 ⩽ p ⩽ 96 p ∈ Z s = 3

λ1 (LN−1)

图 5    在 E-mail网络中, 分别取   ,   ,   ,   (  ),   时, 最终得到的最小特征

值  

k = 6, 12, 24 6 ⩽ p ⩽ 24 12 ⩽ p ⩽ 48 24 ⩽ p ⩽ 96 p ∈ Z s = 3

λ1 (LN−1)

Fig. 5. In the E-mail network, when taking respectively    and   ,   ,   (  ),   ,

the final minimum eigenvalue   .
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图 6     在 NW网络 (N = 1000, Nei = 4, pc = 0.1)中 ,  分别取   ,    ,    ,    (  ),

 时, 最终得到的最小特征值  

k = 6, 12, 24 6 ⩽ p ⩽ 24 12 ⩽ p ⩽ 48

24 ⩽ p ⩽ 96 p ∈ Z s = 3 λ1 (LN−1)

Fig. 6. In the NW network (N = 1000, Nei = 4, pc = 0.1), when taking respectively     and    ,    ,

 (  ),   , the final minimum eigenvalue   .
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k = 6, 12, 24 p = 9, 15, 30

1 ⩽ s ⩽ 3(s ∈ Z) 1 ⩽ s ⩽ 6(s ∈ Z) 1 ⩽ s ⩽ 12

(s ∈ Z) λ1 (LN−1)

棒性,  避免 MFG算法陷入局部最优的问题 .  我

们在 E-mail网络上选择不同受控节点组规模

 和预筛选节点规模   , 分别

令  ,    ,   

 , 记录最终得到的最小特征值   ,

结果如图 7所示.

λ1 (LN−1)可以发现,   几乎不随 s 变化而变化.

这是 E-mail网络本身网络特性所决定的, 即每次

挖掘得到的最优节点就是全局最优节点. 但这并不

意味着全局搜索没有作用, 其依然可以以较低的时

间复杂度增强 MFG算法对于不同网络的泛化能

力. 因此, s 取适中偏大的值较好, 能让MFG算法

在复杂环境中保持稳定性能. 

4   实验仿真和算法有效性分析

λ1 (LN−1)

β = 0.01, γ = 0.01

β = 0.015, γ = 0.01 β = 0.02, γ = 0.01 β = 0.03,

γ = 0.01 β = 0.03, γ = 0.015 β = 0.03, γ = 0.02

本节将MFG算法分别应用于不同网络中, 进

行选点效果的对比, 通过和其他挖掘算法在不同受

控节点组规模下进行对比说明 MFG算法在挖掘

删除节点组后 Laplacian矩阵最小特征值 

较大的节点组时更优, 最后以这些节点作为初始感

染节点进行 SIR传播模拟进一步验证了所选节点

组的重要性. 若感染节点数峰值更大、上升更快,

表明对应的初始感染节点在复杂网络中牵制控制

能力强. 在 SIR仿真实验中, 得到的结果为时间步

step = 1000中 7种算法下感染数. 为了降低偶然

性, 最终结果中每一时刻感染人数取 10次实验的

平均值. 为了检测MFG算法的参数敏感度和鲁棒

性, 对于每个 SIR仿真实验, 采取  ;

 ;    ;   

 ;    ;    ;

β = 0.03, γ = 0.025 β = 0.03, γ = 0.03 ;   共 8组参数.

实验对比的近年算法如下.

1) Wu等 [33] 提出了节点传播熵度量, 该度量

结合了局部和全局拓扑信息, 综合考虑了节点聚类

系数、邻居数量、K-Shell分解以及最短路径, 以捕

捉每个节点在网络中传播信息的潜力, 下文简称

NPE.

2) Meng等 [34] 提出了一种非对称引力模型

(asymmetric gravity model, AGM), 通过考虑非

对称吸引效应来识别复杂网络中的关键节点. 该算

法的核心思想是通过累积指定影响距离内邻居节

点的吸引力来计算一个节点的影响力.

3) Zhu等 [35] 提出了一种新的基于 H 指数的

引力中心性方法 HVGC, 基于 H 指数, 综合考虑

邻近节点的影响、路径信息和节点位置. 这种方

法能更好地识别在不同网络部分间起桥梁作用

的节点. 

4.1    NW 小世界网络算法仿真实验分析
 

4.1.1    NW小世界网络最小特征值和选点

分析

例 1　在本实验中, 选择节点数目 N = 1000、

连边概率 p = 0.1、邻居数目 Nei = 4作为生成

NW小世界网络的参数组合, 该选择在理论与实践

上均具有良好的合理性与代表性. 首先, 设定Nei = 4

意味着每个节点在初始规则网络中与四个邻居相

连, 形成了相对紧密的局部结构, 有助于保持较高

的聚类系数. 这种局部稠密连接使得网络在初始状

态下已经具备一定程度的社区结构, 为小世界性质

的形成提供基础. 与此同时, 选择较小但非极小的
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图 7    在 E-mail网络中 , 分别取   ,    , 当   ,    ,    时 , 最

终得到的最小特征值  

k = 6, 12, 24 p = 9, 15, 30 1 ⩽ s ⩽ 3(s ∈ Z) 1 ⩽ s ⩽ 6(s ∈ Z)
1 ⩽ s ⩽ 12(s ∈ Z) λ1 (LN−1)

Fig. 7. In  the  E-mail  network,  when  taking  respectively    ,      and    ,    ,

 , the final minimum eigenvalue   .
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连边概率 pc = 0.1, 使得在原有规则结构上适度引

入了长程随机边, 从而显著降低网络的平均路径长

度, 有效提升全局信息传播效率. 根据小世界网络

理论, 适中的 pc 值 (通常在 0.01—0.1之间)是实

现小世界特性的关键区域, 能够在保持较高聚类系

数的同时大幅度压缩路径长度, 达到“局部有序、

全局高效”的结构特性. 相比更大的 pc, 该设置避

免了网络过度随机化而导致聚类性下降; 相比更小

的 pc, 又能更明显地增强节点间的远程可达性. 因

此, Nei = 4和 pc = 0.1的组合能够在规则性与随

机性之间实现良好平衡, 既保留了小世界网络的关

键特征, 又为后续的分析任务提供了稳定而具有代

表性的网络基础. 生成的 NW小世界网络见图 8,

其中度越大的节点在尺寸上越大. NW小世界网络

属性, 如平均度、平均加权密度、密度、平均聚类系

数、特征向量中心性和平均路径长度分别为 4.000,

8.000, 0.004, 0.383, 0.281和 9.182.

λ1 (LN−1)

将受控节点组规模 k 依次增加, 7种算法删除

节点组后的 Laplacian 矩阵最小特征值如表 2所

示, 各算法挖掘所得的节点重要性排序如表 3所

示, 图 9显示了 7种算法删除节点后的删后 Lapla-

cian矩阵最小特征值  的可视化比较.

λ1 (LN−1)

表 2和图 9的结果表明, 在受控节点组规模不

同的情况下, MFG算法在小世界网络中得到的

Laplacian删后矩阵最小特征值   均大于

其他算法, 证明了 MFG算法的有效性, 而且随着

节点组规模的不断增大, 删后 Laplacian矩阵的最

小特征值都在不断增大.
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图 8    生成的 NW小世界网络 (N = 1000, Nei = 4, pc =

0.1), 标度尺反映了节点度大小的情况

Fig. 8. Generated  NW  small  world  network  (N  =  1000,

Nei = 4, pc = 0.1), the scale reflects the magnitude of node

degrees.
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图 9    NW网络中不同算法去除节点后不同受控节点组

规模下最小特征值的比较

Fig. 9. Comparison  of  minimum  eigenvalue  with  different

target  node  counts  following  node  removal  by  different  al-

gorithms in NW network.

 

λ1 (LN−1)表 2    不同算法在小世界网络中  的对比
λ1 (LN−1)Table 2.    Comparison of    in the NW network for different algorithms.

受控节点组规模k 度中心性算法 介数中心性算法 K-Shell算法 NPE算法 AGM算法 HVGC算法 MFG算法

1 0.0021 0.0032 0.0009 0.0010 0.0029 0.0030 0.0032

2 0.0045 0.0045 0.0011 0.0010 0.0052 0.0054 0.0059

3 0.0064 0.0064 0.0012 0.0010 0.0075 0.0081 0.0086

4 0.0088 0.0081 0.0016 0.0110 0.0096 0.0100 0.0113

5 0.0104 0.0093 0.0017 0.0118 0.0122 0.0133 0.0141

6 0.0134 0.0107 0.0033 0.0136 0.0154 0.0160 0.0169

7 0.0149 0.0120 0.0035 0.0163 0.0170 0.0180 0.0194

8 0.0161 0.0126 0.0036 0.0191 0.0201 0.0212 0.0223

9 0.0190 0.0149 0.0037 0.0202 0.0224 0.0235 0.0249

10 0.0210 0.0171 0.0038 0.0221 0.0250 0.0269 0.0273

11 0.0246 0.0181 0.0039 0.0243 0.0267 0.0289 0.0299

12 0.0273 0.0188 0.0041 0.0249 0.0301 0.0310 0.0324
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此外, 由表 3结果可看出, 当受控节点组规模

过小时, 由于少数几个节点对于网络的重要性十分

显著, 7种算法都会筛选到这些节点, 导致所选出

的节点重合率较高, 当受控节点组过大时, 很容易

囊括所有较为重要的节点, 使得MFG算法的优势

不明显. 从表 2也可看出, 当节点组规模较为适中

λ1 (LN−1)

时MFG算法所筛选出的节点组对应的删后 Lap-

lacian 矩阵最小特征值  相对于其余算法

的增加量更显著. 

4.1.2    NW小世界网络 SIR模型仿真分析

NW小世界网络模型在 SIR传播仿真中起着

至关重要的作用, 因为其能有效平衡局部连接性和

全局连通性. 小世界特性使得网络中大部分节点仅

通过少数中介节点就能相互连接, 这种结构促使信

息在网络中迅速传播. 这些特性使得小世界网络成

为研究社交网络信息传播机制的理想模型, 提供了

对复杂网络中传播动态的深刻理解.

考虑网络信息同上的 NW小世界网络模型,

将上述得到的重要节点组分别作为初始感染者, 进

行感染仿真. 感染数随时间的变化如图 10所示.

可以明显看出, MFG算法相比于其他算法在早期

阶段能够更快速地实现感染的扩散, 在数据上体现

为曲线更大的极值和更大的斜率, 显示出其在动态

网络传播中的优势. 这一现象表明, MFG算法在

识别和选择复杂网络中的关键节点方面具有显著

的能力, 能够有效地促进传播速度的提升. 在实际

应用中, 能够为快速响应和控制重大社交传播事件

提供重要的理论支持. 

 

表 3    小世界网络不同算法挖掘所得的节点重要

性排序
Table 3.    Node  importance  ranking  by  the  differ-

ent algorithms in NW network.

度中心
性算法

介数中心
性算法

K-Shell
算法

NPE
算法

AGM
算法

HVGC
算法

MFG
算法

4 616 838 616 616 616 616

121 924 839 329 207 523 523

198 329 837 595 523 207 207

236 207 840 207 371 595 236

329 595 238 924 236 924 371

363 236 239 145 887 307 595

371 382 868 307 417 417 417

417 145 869 523 329 329 329

523 307 237 339 339 701 887

560 146 240 676 409 887 701

612 814 836 409 382 382 382

616 915 841 614 937 937 937
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图 10    小世界网络模型中感染数随时间的变化

Fig. 10. Changes in the number of infections over time in the NW network model.
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4.2    真实网络算法仿真实验分析

虽然 NW小世界网络在模拟短路径特性方面

表现良好, 但真实社交网络在多个方面更具优势.

一方面, 真实社交网络的节点连接通常具有显著的

异质性, 而 NW模型假设连接概率均匀, 无法有效

反映这一特征. 另一方面, 真实社交网络的连接受

到地理和功能性限制, NW网络的随机重连机制无

法捕捉这些复杂关系. 此外, 真实社交网络展现出

动态演化和明显的社区结构, 而 NW小世界网络

则在这些方面显得力不从心. 因此, 尽管 NW小世

界网络提供了有价值的视角, 真实社交网络在描述

复杂性和动态性上更为准确. 

4.2.1    真实网络最小特征值和选点分析

例 2　在网站 [36] 上搜集了规模大小为 N = 7642

的真实社交网络 lastfm_asia数据用于仿真对比实

验. 网络节点图见图 11, 网络属性平均度、平均加

权密度、密度、平均聚类系数、特征向量中心性和

平均路径长度分别为 7.294, 14.589, 0.001, 0.285,

0.3148和 5.232.

λ1 (LN−k)

将受控节点组规模 k 依次增加, 7种算法删除

节点组后的 Laplacian 矩阵最小特征值 

如表 4和图 12所示, 各算法挖掘所得的节点重要

性排序如表 5所示

例 3　我们搜集了规模大小为 N = 1005的真

实社交网络 E-mail用于仿真对比实验. 网络节点

图见图 13, 网络属性平均度、平均加权度、图密

度、平均聚类系数、特征向量中心性和平均路径长

度分别为33.246, 65.214, 0.033, 0.473, 0.02275, 2.587.
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图 11    生成的真实社交网络 lastfm_asia (N = 7642), 标

度尺反映了节点度大小的情况

Fig. 11. Generated  real  social  network  lastfm_asia  (N  =

7642), the scale reflects the magnitude of node degrees.
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图 12    lastfm_asia网络中不同算法去除节点后不同受控

节点组规模下最小特征值   的比较

λ1 (LN−1)Fig. 12. Comparison  of  minimum  eigenvalue   

with different target node counts following node removal by

different algorithms in lastfm asia network.

 

λ1 (LN−1)表 4    不同算法在 lastfm_asia网络中的  对比
λ1 (LN−1)Table 4.    Comparison of    in lastfm_asia network for different algorithms.

受控节点组规模k 度中心性算法 介数中心性算法 K-Shell算法 NPE算法 AGM算法 HVGC MFG算法

1 0.0148 0.0056 0.0069 0.0056 0.0148 0.0148 0.0148

2 0.0289 0.0209 0.0120 0.0209 0.0289 0.0289 0.0289

3 0.0370 0.0286 0.0141 0.0286 0.0396 0.0400 0.0425

4 0.0509 0.0341 0.0161 0.0341 0.0508 0.0508 0.0515

5 0.0568 0.0445 0.0169 0.0399 0.0572 0.0583 0.0598

6 0.0609 0.0511 0.0186 0.0481 0.0625 0.0631 0.0651

7 0.0626 0.0549 0.0206 0.0540 0.0641 0.0653 0.0666

8 0.0651 0.0638 0.0219 0.0661 0.0650 0.0659 0.0667

9 0.0660 0.0665 0.0222 0.0665 0.0661 0.0662 0.0668

10 0.0668 0.0667 0.0237 0.0666 0.0668 0.0668 0.0668

11 0.0668 0.0668 0.0239 0.0667 0.0669 0.0669 0.0669

12 0.0668 0.0668 0.0242 0.0668 0.0669 0.0669 0.0669
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k

λ1 (LN−1)

将受控节点组规模  依次增加, 7种算法删除

节点组后的 Laplacian 矩阵最小特征值 

如表 6和图 14所示, 各算法挖掘所得的节点重要

性排序在表 7列出.

λ1 (LN−1)

从表 4、表 6、图 12和图 14结果可知, MFG

算法所筛选出的节点组对应的删后 Laplacian 矩

阵最小特征值  依旧始终领先其余 6种算

法. 说明了其在复杂网络控制中具有较好效果, 表

明其在保留网络连通性和稳定性方面的显著优势.

由上述仿真可见, MFG算法通过综合多种指

标的优势, 能够在选点数较少的情况下找到最优牵

制节点组, 为寻找重要节点组算法提供了一些有益

思路. 

 

表 5    lastfm_asia网络不同算法挖掘所得的节点

重要性排序
Table 5.    The node importance ranking by the dif-

ferent algorithms in lastfm_asia network.

度中心
性算法

介数中心
性算法

K-Shell
算法

NPE
算法

AGM
算法

HVGC
算法

MFG
算法

7238 7200 379 7200 7238 7238 7238

3531 7238 764 7238 6102 7200 3531

4786 2855 952 2855 3531 6102 6102

525 4357 1335 4357 4786 3531 4786

3451 6102 2453 5455 4357 525 525

2511 5455 3241 5128 3451 2855 1796

3598 4339 3545 3451 1796 5275 3451

2855 5128 3598 6102 5128 3451 5275

5128 3451 4810 3545 4812 4812 4812

6102 4786 4901 4901 5128 4901 2855

4812 3531 5091 4339 525 4357 4357

5579 3104 6109 3531 2855 5128 5128
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图 13    生成的真实社交网络 E-mail (N = 1005), 标度尺

反映了节点度大小的情况

Fig. 13. Generated  real  social  network  E-mail  (N =  1005),

the scale reflects the magnitude of node degrees.

 

λ1 (LN−1)表 6    不同算法在 Email网络中的  对比
λ1 (LN−1)Table 6.    Comparison of    in Email network for different algorithms.

受控节点组规模k 度中心性算法 介数中心性算法 K-Shell算法 NPE算法 AGM算法 HVGC算法 MFG算法

1 0.64884 0.64884 0.62029 0.64884 0.64884 0.64884 0.64884

2 0.65218 0.65255 0.64221 0.65255 0.65288 0.65288 0.65355

3 0.65322 0.65350 0.64845 0.65350 0.65402 0.65402 0.65420

4 0.65371 0.65402 0.65117 0.65393 0.65451 0.65451 0.65469

5 0.65420 0.65429 0.65237 0.65419 0.65478 0.65478 0.65497

6 0.65437 0.65446 0.65307 0.65445 0.65517 0.65473 0.65529

7 0.65448 0.65459 0.65389 0.65459 0.65528 0.65487 0.65539

8 0.65458 0.65470 0.65401 0.65466 0.65534 0.65498 0.65550

9 0.65466 0.65476 0.65414 0.65474 0.65542 0.65505 0.65563

10 0.65469 0.65482 0.65426 0.65477 0.65550 0.65524 0.65572

11 0.65483 0.65486 0.65429 0.65481 0.65562 0.65530 0.65588

12 0.65487 0.65487 0.65433 0.65486 0.65577 0.65546 0.65601
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图 14    E-mail网络中不同算法去除节点后不同受控节点

组规模下最小特征值   的比较

λ1 (LN−1)Fig. 14. Comparison  of  minimum  eigenvalue   

with different target node counts following node removal by

different algorithms in E-mail network.
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4.2.2    真实网络 SIR模型仿真分析

在 E-mail网络上对 SIR模型进行了仿真分

析. 当受控节点组规模 k = 12时, 选取筛选出的节

点作为初始感染节点, 感染数量随时间的变化如

图 15所示.

除了上述网络外, 我们考虑了另一种形态的网

络, 在节点数规模为 N = 1519的真实网络中, MFG

算法同样得到了较好的结果. 我们在网站 [36] 上, 获取

了该网络的数据, 如图 16所示, 该网络具有明显

的强中心性和高聚集性, 两个主要中心节点作为枢

纽, 能够快速将信息或感染扩散至周围节点. 同时,

邻近节点间的紧密连接形成了易于传播的“热点”

区域, 整体传播路径较短, 提升了远距离传播效率.

网络中的连接度分布不均, 导致部分节点 (尤其是

中心节点)具有更高的影响力, 而其他节点连接较

少. 此外, 两个中心节点在传播过程中存在明显竞

争, 影响传播路径、速率及感染分布格局.

双中心的真实网络结构与社交网络中的关键

用户情景非常相似. 在社交媒体或在线社区中, 通

常会存在一些具有较高影响力的用户, 他们与大量

其他用户连接. 这些中心用户的活动能够迅速影响

其周围的许多关注者, 从而实现信息或观点的快速

传播. 我们在 facebook_combine网络上对 SIR模

型进行仿真分析, 当受控节点组规模 k = 7时, 选

取筛选出的节点作为初始感染节点, 感染数量随时

间的变化如图 17所示. 图 15和图 17的实验结果

表明, MFG算法的传播能力更强, 可以通过以下

观察得到.

 

表 7    E-mail网络不同算法挖掘所得的节点重要

性排序
Table 7.    The node importance ranking by the dif-

ferent algorithms in E-mail network.

度中心
性算法

介数中心
性算法

K-Shell
算法

NPE
算法

AGM
算法

HVGC
算法

MFG
算法

161 161 22 161 161 161 161

122 87 29 122 122 87 87

83 6 82 83 83 83 6

108 83 115 108 108 63 83

87 122 129 63 63 14 122

63 108 130 87 250 6 378

435 14 161 435 435 122 14

14 378 170 250 184 108 108

167 63 213 184 130 65 334

184 65 250 167 167 534 435

6 212 304 130 129 302 63

65 534 372 65 87 167 167
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图 15    E-mail网络感染人数随时间的变化

Fig. 15. Change in the number of infections over time steps in E-mail network.
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1)感染峰值水平: 与其他算法相比, MFG算

法的感染峰值水平明显更高. 这表明感染的传播

更加有效和迅速, 表明在相同条件下的传播能力

增强.

2)累计感染计数: MFG算法的感染曲线下面

积明显较大, 反映了较高的累积感染计数. 这证明

MFG算法在较长时间内维持感染传播的能力, 覆

盖了更广泛的网络部分.

3)传播速度和稳定性: MFG算法不仅更快达

到峰值感染水平, 而且保持较长时间的高感染率.

这种跨越不同网络结构的稳定性表明了它在不同

网络传播情况下的稳健性和适应性.

因此, 根据以上论述证明了MFG算法的有效性. 

5   基于最小特征值视角对复杂网络
受控节点组的选取

 

5.1    复杂网络受控节点组数目

复杂网络中的受控节点选取直接影响网络控

制效果. 过多受控节点会导致资源浪费和控制冗

余, 增加系统不稳定性; 过少则会造成控制不足,

形成信息孤岛. 因此, 需要在控制能力和资源效率

间寻求最优平衡, 这对提升网络性能和鲁棒性至关

重要.

(1 ⩽ k ⩽ 12, k ∈ Z)
λ1 (LN−1)

λ1 (LN−1)

以节点数 N = 1519的 facebook_combine网

络为例, 在上文中已经说明该网络具有强中心性,

仅有两个较大的中心节点, 表 8给出了当受控节点

组规模 k 不同时   7种算法得到

的 Laplacian删后矩阵最小特征值   . 可

以看出, 当受控节点组规模不断增加时, 度中心性

算法得到的  基本保持不变, 并且较小.

因为删去两个中心节点后, 其余节点度都较小, 难

以找到除了中心节点以外对网络有较强控制作用
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图 16    Facebook combine网络 (N = 1519)

Fig. 16. Structure  of  the  facebook  combine  Network  (N  =

1519).
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图 17    facebook_combine网络模型 (N = 1519)中感染数随时间的变化

Fig. 17. Variation of the number of infections over time in the facebook_combine network model (N = 1519).
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λ1 (LN−1)

λ1 (LN−1)

λ1 (LN−1)

λ1 (LN−1) λ1 (LN−1)

λ1 (LN−1)

λ1 (LN−1)

λ1 (LN−1)

的节点. K-Shell算法得到的  也较小且保持

不变,  这是由于该网络的中心性结构决定了 K-

Shell值较大的节点也位于网络的核心地位, 与度

中心性算法重合度较高. 介数中心性算法得到的

 随着受控节点组规模 k 增加而逐渐提

升, 在受控节点组规模 k 达到一定规模时 

保持不变. 这是因为介数中心性算法通常会找出网

络中具有路径中心性的节点, 而不仅仅依赖连通

性, 因此其选取的受控节点组对其他节点控制力较

强,   较大. 而 k 达到一定规模后 

不变, 则表明对于特定网络, 选取的受控节点组规

模量过多时并无益于网络的控制, 反而会浪费大量

计算资源. AGM算法和 HVGC算法虽较度算法

和 K-Shell算法有所提升, 但仍需 7—8个节点才

能接近完全控制. 而 NPE算法表现出明显的滞后

性,  直到控制 12个节点时   才突增至

1.0000, 这说明其节点评估策略存在较大优化空间,

难以有效识别网络中的关键控制节点. 在此背景

下, MFG算法展现出较大的性能优势: 它不仅以

7个节点的最小规模使   达到 1.0000, 比

次优算法减少 12.5%的控制成本, 更在中间过程

(5节点时   = 0.7033)就达到介数中心性

算法 9节点的效果, 这表明其能精准识别网络控制

的重要节点组, 为资源受限环境下的网络控制提供

了较优解决方案. 

5.2    复杂网络最佳控制点拓扑

最佳受控制点拓扑的选择与复杂网络的结构

特征密切相关, 尤其是中心性、连通性和社区结构

等方面. 例如, 在强中心性网络中, 通常会选择具

有高连接度的节点作为受控制点, 因为这些节点能

够快速传播信息并影响周围节点, 上文 N = 1519

的 facebook_combine网络已经说明了这个结论.

而在弱中心性网络中, 由于节点的连接度相对均

匀, 选择基于介数中心性或特征向量中心性的方法

来确定受控制点更为有效. 在具有明确社区结构的

网络中, 最佳受控制点应该是那些跨社区的节点,

这样的选择可以增强不同社区之间的连接性, 从而

提高整体网络的控制能力. 在动态适应性网络中,

受控制点的选择则需要实时评估节点的适应性和

影响力, 以便根据网络的变化及时调整控制策略.

对于高度不均匀的网络, 通常优先选择连接度高的

“超级节点”作为控制点. 这是我们在大量实验过程

中体会到的偏好. 基于此, MFG算法能兼顾网络

特征给出最优的节点组选择. 

6   结　论

本文首先介绍了传播动力学模型, 第 3节提出

了一种挖掘网络中重要性节点组的算法, 对算法复

杂度的改进进行理论分析, 算法在计算复杂度及网

络规模上有较大的提升. 第 4节中对算法性能、传

播效果进行了仿真实验分析, 实验结果表明, 我们

提出的重要节点组挖掘算法针对重要目标节点有

较好的挖掘效果, 在此基础上给出了节点优先控制

建议. 在以后的研究中, 将分析节点组重要性在有

 

λ1 (LN−1)表 8    不同受控节点组规模下  对比
λ1 (LN−1)Table 8.    Comparison of    under different controlled node sizes.

受控节点组规模k 度中心性算法 介数中心性算法 K-Shell算法 NPE算法 AGM算法 HVGC算法 MFG算法

1 0.0137 0.0137 0.0061 0.0056 0.0137 0.0137 0.0137

2 0.1507 0.1507 0.0061 0.0209 0.1507 0.1507 0.1507

3 0.2262 0.2262 0.0061 0.0286 0.2262 0.2262 0.2262

4 0.2263 0.2262 0.0061 0..0341 0.3674 0.5315 0.5789

5 0.2263 0.5789 0.0061 0.0399 0.5899 0.6987 0.7033

6 0.2263 0.7028 0.0061 0.0481 0.7675 0.7543 0.8032

7 0.2263 0.7035 0.0061 0.0540 0.8236 0.9275 1.0000

8 0.2263 0.7288 0.0061 0.0661 1.0000 1.0000 1.0000

9 0.2263 1.0000 0.0061 0.0665 1.0000 1.0000 1.0000

10 0.2263 1.0000 0.0061 0.0666 1.0000 1.0000 1.0000

11 0.2263 1.0000 0.0061 0.0667 1.0000 1.0000 1.0000

12 0.2263 1.0000 0.0062 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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向加权网络 [37] 中的情况, 并希望进一步探讨牵制

控制理论在动态网络谱图扰动分析及在信息传播

调控策略上的指导.
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Abstract

In this paper, we investigate the saliency identification of node groups in undirected complex networks by
utilizing  spectral  graph  theory  of  pinning  control.  According  to  the  node  significance  criterion  in  network
pinning control theory, where important controlled nodes are those maximizing the minimum eigenvalue of the
grounded  Laplacian  matrix  after  their  removal,  we  propose  multi-metric  fusion  and  enhanced  greedy  search
algorithm (MFG),  a  novel  key  node  group identification  framework  that  integrates  multi-metric  linear  fusion
and  an  enhanced  greedy  search  strategy.  First,  a  linear  weighted  fusion  model  that  synergistically  integrates
local  centrality  metrics  with  global  graph  properties  is  constructed  to  pre-screen  potentially  more  important
node groups, effectively reducing the inherent limitations of a single-metric evaluation paradigm. Second, a dual
search  strategy  combining  second-order  neighborhood  perturbation  and  global  random  walk  mechanisms  is
developed  to  optimize  the  myopic  nature  of  traditional  greedy  algorithms.  Through  iterative  selection  within
pre-screened node groups, the nodes maximizing the minimum eigenvalue of the grounded Laplacian matrix are
identified,  achieving  an  optimal  balance  between  local  optimization  and  global  search  capabilities.  Third,
computational  efficiency  is  enhanced  by  using  a  modified  inverse  power  method  for  eigenvalue  calculation,
reducing the complexity of traditional spectral computations. Comprehensive simulations of generated networks
and  real-world  networks  demonstrate  the  framework’s  superiority.  The  evaluation  of  the  proposed  algorithm
includes three aspects: 1) comparison of the minimum eigenvalues between different algorithms; 2) SIR epidemic
modeling for propagation capability assessment; 3) topological analysis of identified key nodes. The simulation
results  reveal  the  following  two  significant  points:  a)  Our  method  outperforms  state-of-the-art  benchmarks
(NPE,  AGM,  HVGC)  in  maximizing  the  ground  Laplacian  minimum  eigenvalue  in  synthesized  (NW  small-
world,  ER) and real-world networks,  especially  at  critical  control  sizes;  b)  The identified critical  node groups
exhibit unique topological features, typically combining high-level hubs with strategically located bridges to best
balance  local  influence  and  global  connectivity.  Importantly,  the  SIR  propagation  model  confirms  that  these
topologically optimized populations accelerate the early outbreak of epidemics and maximize global saturation
coverage, directly linking structural features with superior dynamic influence. These findings provide guidance
for controlling information propagation in social networks.

Keywords: complex network, node group importance, pre-screening algorithm,  spectral  graph theory of  the
grounded Laplacian matrix
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