
 

基于扩展混合训练物理信息神经网络的
非线性薛定谔方程求解和参数发现*
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提出了扩展混合训练物理信息神经网络 (X-MTPINNs), 该模型通过整合扩展物理信息神经网络 (X-

PINNs)的域分解技术与混合训练物理信息神经网络 (MTPINNs)框架, 有效提升了非线性波动问题的求解能

力. 相较于经典物理信息神经网络 (PINNs)模型, 新模型具有双重优势: 1)混合训练框架通过优化初边值条

件的处理机制, 显著改善了模型收敛特性, 在提升非线性波解拟合精度的同时, 将计算时间降低约 40%; 2) X-

PINNs的域分解技术增强了模型对复杂动力学行为的表征能力. 基于非线性薛定谔方程 (NLSE)的数值实验

表明, X-MTPINNs在亮双孤子解及三阶怪波求解以及参数反演等任务中均表现优异, 其预测精度较传统 PINNs

提升一至两个数量级. 对于逆问题, X-MTPINNs算法在有噪声和无噪声条件下都能准确识别 NLSE中的未

知参数, 解决了经典 PINNs在本研究条件下 NLSE参数识别中完全失效的问题, 表现出很强的鲁棒性.
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1   引　言

20世纪 90年代初 ,  Dissanayake和 Thien[1]

开创性地将神经网络用于求解偏微分方程 (PDEs).

到了 90年代末, 人工神经网络 (ANN)[2] 问世. 然

而, 由于当时硬件能力的限制, 其发展受到了制约.

PDEs在科学研究中占有重要地位, 解决这些方程

的传统数值方法包括有限体积法 (FVM)[3]、有限差

分法 (FDM)[4]、有限元法 (FEM)[5] 等. 尽管这些基

于网格的方法被广泛使用, 但在实际应用中存在一

定的局限性.

近年来, 随着 TensorFlow和 PyTorch等深度

学习框架的出现, 深度学习在计算机视觉 [6]、生物

医学 [7] 和自然语言处理 [8] 等领域取得了一定的进

展, 使得人们对利用神经网络求解 PDEs再次产生

了兴趣. 2019年, Raissi等 [9] 创新性地提出了物理

信息神经网络 (PINNs). PINNs背后的核心理念

是通过偏微分方程组来设计损失函数, 将物理约束

纳入神经网络, 从而使网络能够模拟物理规律.

PINNs的问世激发了各个领域研究人员的灵

感, 在能源 [10]、环境科学 [11]、工程 [12]、数学物理等

领域都有应用. 尽管 PINNs被广泛采用, 但它仍然

容易受到训练失败、收敛缓慢等问题的影响. 为了

应对这些挑战, 研究人员通过将 PINNs与各种网络

架构以及统计学方法相结合, 对 PINNs进行了改进,

以满足不同场景的需求. 这导致了 CAN-PINNs[13]

和 B-PINNs[14] 等方法的发展. 采用拉格朗日参考

系, LPINN得到了发展 [15]. 此外, 域分解技术还催

生了 XPINNs等方法 [16], 它们在共享边界上应用

适当的连续性条件, 将计算域分解为多个子域, 求

解一系列独立的子问题, 从而重建全局解. 还有其
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他一些具有先进的深度学习算法的工作 [17–19].

在数学物理领域, 可积系统中的许多方程都具

有重要的研究价值, Li等 [20] 使用多尺度扰动法推

导出了 5阶 KdV方程的渐进解. Chen和Wang[21]

使用微扰法给出了 KdV方程的一种三孤子解. 同

时, 非线性 PDEs的数值解也一直是领域内的热门

话题. 2020 年 , Li和 Chen[22,23] 将 PINNs框架应

用于可积系统, 研究了二阶和三阶 PDEs的非线性

演化. Song等 [24] 和Wang等 [25] 利用 PINNs研究

了相关方程的数据驱动解和参数发现. 在此之后,

人们利用可积分系统的特性, 为这类系统量身设计

了新的深度神经网络模型.  Qiu等 [26] 基于广义

Miura变换的 PINNs研究了 KdV类方程的新孤

子解. 李彪等 [27–29] 提出了梯度下降、先验信息以及

混合训练 PINNs来求解非线性 PDEs的怪波, 在

训练时间和精度方面取得了令人称道的成果.

Zhou等 [30] 研究了与变系数 Hirota方程相关的正

演逆问题. Qiu等 [31] 将先验信息、自适应权重和激

活函数相结合来优化预测. Liu等 [32] 利用 PINNs对

PT对称势下NLSE的多孤子解进行预测. Liu等 [33]

提出了混合采样 PINNs, 通过预训练使得精度提

高. 此外, Zhang和 Chen[34] 将数学物理中的一些

问题与方法融入并设计出了新的神经网络, 利用

Riemann-Hilbert问题和 PINN方法研究了新型非

局部 Sasa-Satsuma方程的 N孤子和数据驱动解,

同时也将 Lax对纳入神经网络, 推导出 Korteweg-

de Vries (KdV)方程和 NLSE等 PDEs的解 [35].

PINNs模型为解决 PDEs的正问题和反问题

提供了一种高效的数据驱动方法, 尤其是在一些传

统方法无法解决的情况下. 然而, 对于一些 PDEs

较为复杂的数值解, 经典 PINNs模型面临了巨大

挑战, 在计算效率、准确性和鲁棒性方面都面临很

大的困难, 而且在参数识别任务中可能完全失败.

相比之下, 我们提出的扩展混合训练 PINNs (X-

MTPINNs)模型巧妙地避免了将初边值条件直接

加入损失函数, 并降低了计算时间. 同时利用域分

解技术, 帮助模型对峰值更大的区域实现更好的拟

合效果, 与经典 PINNs相比, 能显著提高计算速

度、预测精度和鲁棒性. 同时还能准确识别逆问题

中的未知参数, 提高泛化能力, 克服经典 PINNs

在应对复杂动态挑战时的局限性.

本文第 2节简要介绍了经典 PINNs模型, 并

提出了扩展混合训练 PINNs模型; 第 3节通过数

值实例,  利用经典 PINNs和 X-MTPINNs, 研究

了 NLSE数据驱动解的动态行为, 包括亮双孤子

解以及三阶怪波, 并以三阶怪波为基础, 讨论了通

过 X-MTPINNs算法在有噪声和无噪声的 NLSE

中发现数据驱动的参数. 最后第 4节对本文的工作

进行了总结. 

2   模　型
 

2.1    经典 PINNs

首先, 简要介绍经典的 PINNs模型. 以下是使

用 PINNs求解 PDEs时的基本形式 ,  并给出了

Dirichlet边界条件:  
f(x, t) = ht +Nx[h] = 0, (x, t) ∈ Ω × T,

h(x, t) = I(x), x ∈ Ω, t = t0,

h(x, t) = B(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω × T,

N [·] T Ω

∂Ω Ω

I(x) B(x, t)

其中,   是一个非线性微分算子;   和  分别表

示时间和空间区域,    是空间区域   的边界 ;

 和  是初始条件和边界条件算子.

h(t, x) t x

h(t, x)

PINNs通过构建一个神经网络模型来逼近函

数  . 网络输入通常包括时间  和空间变量  ,

而输出则是对应的函数值  . 网络的训练过程

主要依赖于定义一个损失函数: 

MSE = MSEIC +MSEBC +MSEf ,

该损失函数包含多个部分, 以确保模型能够准确地

拟合数据并遵循物理规律. 其中, MSEIC 表示方程

初值所产生的误差; MSEBC 表示方程边值产生的

误差; MSEf 表示将训练得出的函数代入方程产生

的残差. 

2.2    X-MTPINNs

PINNs出现后, 已成为求解 PDEs的强大工

具. 虽然经典的 PINNs已显示出巨大的前景, 但面

临着收敛速度慢、难以处理复杂的高维问题等挑

战, 尤其是在应用于具有局部特征或不连续性的大

规模物理系统时. 为解决这些局限性, 人们开发了

PINNs的一个扩展版本, 如扩展 PINNs (XPINNs),

提高了解决不同领域 PDEs的性能和鲁棒性. 这种

方法降低了解决大规模问题的复杂性, 加快了训练

收敛速度, 使流体动力学、电磁学和量子力学等领

域的复杂系统研究成为可能. 混合训练 PINNs将

混合训练中随机采样点的初始条件和边界条件与

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 16 (2025)    160201

160201-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


微分方程的残差结合起来作为神经网络的约束条

件, 提高了模型的训练速度和精度. 近年来, 它在

NLSE方程等怪波求解问题上取得了良好的效果.

本文提出 X-MTPINNs, 利用混合训练框架将

方程的初边值点和内部点相混合, 作为同一神经网

络的约束条件, 加入损失函数之中, 让模型能更专

注于方程整体的内在性质和动力学行为, 也降低了

计算时间, 加速了模型的训练. 同时, 使用 XPINNs

中的域分解技术, 对神经网络每个时间子域进行建

模, 并在共享边界上实施适当的连续性条件. 这使

该模型能更精准地捕捉孤子解、怪波解在特定区域

上的动力学行为, 降低了整体域上拟合的复杂性.

因此, 该模型能显著提高预测精度与稳定性, 同时

减少计算时间. 这一过程如图 1所示. 与经典的

PINNs类似, 进行域分解后, 在每个子域内训练一

个神经网络. 最后, 对训练结果进行整合, 形成全

局解. 调整后的 X-MTPINNs见图 2.

考虑上面同样的方程组. 首先将混合训练框架

加入其中, 将初边值条件点和内部点混合到一起.

此时, 新的损失函数表达式为 

MSE = MSEIB +MSEf

=
1

NIB

NIB∑
i=1

|h(xi
IB, t

i
IB)− hi

IB|2

+
1

Nf

Nf∑
i=1

|f(tif , xi
f )|2,

{xi
IB, t

i
IB, h

i
IB}

NIB
i=1 h(x, t)

{xi
f , t

i
f}

Nf

i=1

f(x, t)

这里,   表示  在初边值条件下

内部点混合集的训练数据,  而   指定了

 的配置点.

[T0, T1] n

[T0, T1] = [t0, tn] = [t0, t1]
1 ∪ [t1, t2]

2 ∪ · · · ∪
[tn−1, tn]

n k k > 0

k

其次, 假设时间域为  , 再将其划分为 

个子域:  

 . 对于第   个子域 (   ), 考虑到划分

后的都为闭集, 因此可以将新的边界作为初边值条

件, 与内部点一起作为混合集, 并用拉丁超立方体

采样来随机选择残差点. 此时, 第  个子域损失函

数的表达式为 

MSEk = MSE(k)
IB +MSE(k)

f

=
1

NIBk

NIBk∑
i=1

|h(xi
IBk

, tiIBk
)− hi

IBk
|2

+
1

Nfk

Nfk∑
i=1

|f(tifk , x
i
fk
)|2.

MSEIB MSEf最后, 通过减少每个循环中的  和 

三个惩罚项, 训练模型的学习能力. 

 

sub1 sub2 sub

ub

lb
0 1 2 -1 

第 1 个子域的初始边界点
第  个子域的边界点

第  个子域的初始点
每个子域的残差点

图 1    区域分解示意图

Fig. 1. Domain decomposition schematic diagram.
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图 2    扩展混合训练物理信息神经网络 (X-MTPINNs)

Fig. 2. Extended mixed-training physics-informed neural networks (X-MTPINNs).
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3   数值结果

本节以 NLSE的亮双孤子解和三阶怪波的数

值结果为例,  评估第 2节所示的两个模型预测

NPDEs解的性能. 在所有情况下, 在不失去通用

性的前提下, 使用具有 4个隐藏层、每个隐藏层中

有 50个神经元的深度全连接神经网络, 将双曲正

切函数定义为模型的非线性激活函数. 使用默认

的 Adam和 L-BFGS优化器分别训练了 50000步.

所有模型均使用 Xavier方法进行初始化, 并且没

有使用其他额外的正则化技术.

非线性薛定谔方程 (nonlinear  Schrödinger

equation, NLSE)的形式为 

i
∂h

∂t
+

1

2

∂2h

∂x2
+ |h|2h = 0, (1)

h(x, t) x t

|h|2h

其中,   表示复幅度,   和  分别表示空间和时

间变量. 该方程通常用于建模光脉冲在非线性介质

中的传播, 其中非线性项   反映了介质的非线

性效应. 

3.1    数据驱动问题
 

3.1.1    亮双孤子解

本小节首先以 NLSE的亮双孤子解作为数值

实验. 亮双孤子解在描述各种物理现象中具有重要

意义, 如光纤中的脉冲传播、海洋波浪、等离子体

物理等. 这些孤子能够在不改变形状的情况下长时

间传播, 反映了非线性波动的稳定性. 研究亮双孤

子解有助于深入理解可积系统的行为, 通过数值模

拟可以验证孤子解的特性, 帮助研究人员在其他非

线性系统中寻找类似的解.

亮双孤子解 [36] 的表达式为 

h(x, t) = G/F,

其中, 

G = a1 cosh(θ2)eiϕ1 + a2 cosh(θ1)eiϕ2

+ ia3
(
sinh(θ2)eiϕ1 − sinh(θ1)eiϕ2

)
,

F = b1 cosh(θ1 + θ2) + b2 cosh(θ1 − θ2)

+ b3 cos(ϕ2 − ϕ1).

参数定义和取值为 

θk = ηkx− ηkξkt− θk0 (k = 1, 2),

ϕk = ξkx+
1

2
(η2k − ξ2k)t− ϕk0 (k = 1, 2),

ak =
ηk
2

[
η2k − η23−k + (ξ1 − ξ2)

2
]
(k = 1, 2),

bk =
1

4

{[
η1 + (−1)kη2)

2 + (ξ1 − ξ2
]2}

(k = 1, 2),

a3 = η1η2(ξ1 − ξ2), b3 = −η1η2.
 

η1 = 0.8, η2 = 0.3, ξ1 = 0.5, ξ2 = −0.5, θ10 = 1.0,

θ20 = −1.0, ϕk0 = 0.

利用第 2 节介绍的两个模型以及第 3 节介绍

的训练条件和优化方法, 得到了相应的数值结果,

如图 3所示. 图 3对第 2 节介绍的两个模型的预

测性能进行了详细评估, 结果显示了两个局部波

包. PINNs模型捕捉到了较低波包的大致轮廓, 但

在较高波包附近表现不佳, 这是深度学习模型中的

一个常见问题. 高位波峰陡峭的梯度变化会导致显

著的预测误差. 此外, PINNs难以逼近亮双孤子解

的整体结构, 最终导致预测效果不佳. 相比之下,

X-MTPINNs模型的表现符合预期, 仅在较高的峰

值附近存在相对较高的绝对误差, 而在其他时空区

域则更加平滑和稳定. 如表 1所列, X-MTPINNs

的准确度比 PINNs高出约一个数量级, 凸显了本

文模型的优越性. 
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图 3    NLSE亮双孤子解的真实值和不同模型的预测误差

Fig. 3. Exact values of two bright solitons in the NLSE and prediction errors from different models.
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3.1.2    三阶怪波

其次考虑三阶怪波. 三阶怪波作为怪波的高阶

形式, 具有更复杂的结构和更高的峰值, 能在短时

间和有限区域内释放出大量能量. 这种波动现象在

多个领域具有重要的应用意义, 不仅为极端事件的

数学建模提供了依据, 也有助于理解非线性系统中

的异常行为.

三阶怪波 [36] 的表达式为
 

h(x, t) =

[
−1 +

G(x, t) + iK(x, t)

D(x, t)

]
eit,

G(x, t) K(x, t) D(x, t)其中  ,   和  的多项式如下:
 

 

G(x, t) = 24576x10 + (92160 + 368640t2)x8 + (322560− 368640t2 + 1228800t4)x6 + (−172800 + 691200t2

− 921600t4 + 1720320t6)x4 + 1036800t4 + 2580480t6 + 1105920t8 + 2703360t10 + 3041280t8,

K(x, t) = 49152t11 + (307200 + 245760x2)t9 + (−2672640− 7372800x2 + 4915200x4)t7 + (−7395840

+ 5253120x2 − 2580480x4 + 491520x6)t5 + (−4838400x2 − 1382400x4 − 1720320x6 + 245760x8)t3

+ (−1843200x8 − 460800x6 − 1036800x4 + 907200x2 + 226800t),

D(x, t) = 4096t12 + (129024 + 24576x2)t10 + (956160 + 276480x2 + 614400x4)t8 + (979200

+ 3456000x2 + 614440x4 + 81920x6)t6 + (5011200x2 − 345600x4 − 1843200x6 + 614400x8)t4

+ (864000x4 + 138240x2 − 921600x6 + 245760x10 + 4096x12).

利用第 2 节介绍的两个模型以及第 3 节概述

的训练条件和优化方法, 得到了相应的数值结果,

如图 4所示. 图 4进一步评估了两个模型的预测性

能. 与一阶和二阶怪波相比, 三阶怪波的峰值更多,

形状和波动模式更复杂. 此外, 三阶怪波的峰高也

高于一阶和二阶怪波. 因此, PINNs显然无法进行

有效预测. 而 X-MTPINNs则仍能较好地预测这

种复杂的动力学行为, 只是在波峰的最高部分附近

误差较大. 从表 2可以看出 , 与 PINNs相比 , X-

MTPINNs的精度大约高出两个数量级. 这也充分

证明了本文模型的优越性.

    

 

表 1    两种模型对 NLSE亮双孤子解的数值预测

结果
Table 1.    Numerical prediction results of two mod-

els for two bright solitons in the NLSE.

亮双孤子 子域
隐藏
层数

神经
元数

L2误差 训练时间/s

X-
MTPINNs

[–5.00, –3.30] 4 50 4.52×10–2 2531.88

[–3.30, –2.50] 4 50 2.63×10–2 2459.23

[–2.50, –1.40] 4 50 3.03×10–2 2347.56

[–1.40, 2.00] 4 50 5.73×10–2 2489.87

[2.00, 5.00] 4 50 1.70×10–2 2489.87

Global [–5, 5] 4 50 3.38×10–2 2531.88

PINNs [–5, 5] 4 50 2.51×10–1 4176.69
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图 4    NLSE三阶怪波的真实值和不同模型的预测误差

Fig. 4. Exact values of third-order rogue waves in the NLSE and prediction errors from different models.
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3.2    方程参数发现

本节使用深度学习框架来研究 NLSE的未知

参数. 此时, NLSE的具体形式如下: 

iht + λ1hxx + λ2|h|2h = 0,

(x, t) ∈ [−X,X]× [−T, T ], (2)

f(t, x)可以定义  的形似如下: 

f := iht + λ1hxx + λ2|h|2h, (3)

λ1 λ2

λ1 λ2 ĥ(x, t)

这里  和   都是可学习的参数. 同样地, 通过训

练未知参数  和  , 未被发现的解  可以通

过最小化损失函数来进行近似.

接下来, 以三阶怪波求解为例进行数值实验.

神经网络初始化设置与前面所述一致.

实验结果如表 3所列. 经典 PINNs在本研究

条件下 NLSE的参数识别完全失效, 而即使添加

2%和 5%的噪声, X-MTPINNs也能保持良好的

预测能力, 这表明该模型具有很强的鲁棒性, 对复

杂问题中的参数识别非常有效. 

4   结　论

本文结合 PINNs算法和扩展 MTPINNs算

法, 系统探究了 NLSE的数据驱动求解与参数反

演问题.  具体而言 ,  将 XPINNs中的域分解与

MTPINNs结合起来, 在子域接口处添加伪初始点,

并行训练每个子域, 然后将结果整合形成全局解.

 

表 2    两种模型对非线性薛定谔方程三阶怪波的

数值预测结果
Table 2.    Numerical  prediction  results  of  third-or-

der rogue waves in the NLSE.

三阶怪波 子域
隐藏
层数

神经
元数

L2误差 训练时间/s

X-
MTPINNs

[–2.00, –0.60] 4 50 1.25×10–3 3065.07

[–0.60, –0.15] 4 50 1.22×10–3 2228.26

[–0.15, 0.15] 4 50 3.89×10–3 2018.29

[0.15, 0.60] 4 50 1.31×10–3 2438.84

[0.60, 2.00] 4 50 1.84×10–3 2339.57

Global [–2, 2] 4 50 2.25×10–3 3065.07

PINNs [–2, 2] 4 50 4.94×10–1 5538.17

 

λ1 λ2表 3    通过学习所得的  和  及其误差
λ1 λ2Table 3.    Learned    and    and their associated errors.

NPDEs 噪声 非线性演化方程 [λ1, λ2]相对误差  /%

Correct — iĥt + 0.5ĥxx + |ĥ|2ĥ = 0 [0, 0]

[–2.00, –0.60] 0% λ1 = 0.4999224, λ2 = 0.9999491 [0.01553, 0.00509]

2% λ1 = 0.5006779, λ2 = 1.0010909 [0.13558, 0.10909]

5% λ1 = 0.5017547, λ2 = 1.0026274 [0.35094, 0.26274]

[–0.60, –0.08] 0% λ1 = 0.4995355, λ2 = 0.9997470 [0.09289, 0.02530]

2% λ1 = 0.4990919, λ2 = 0.9979020 [0.18162, 0.20980]

5% λ1 = 0.4983062, λ2 = 0.9952767 [0.33876, 0.47233]

[–0.08, 0.00] 0% λ1 = 0.4907891, λ2 = 0.9970491 [1.84218, 0.29509]

2% λ1 = 0.4856022, λ2 = 0.9931418 [2.87955, 0.68582]

5% λ1 = 0.4838027, λ2 = 0.9913622 [3.23946, 0.86378]

[0.00, 0.08] 0% λ1 = 0.4978686, λ2 = 0.9941696 [0.42627, 0.58304]

2% λ1 = 0.4953954, λ2 = 0.9936743 [0.92092, 0.63257]

5% λ1 = 0.4909737, λ2 = 0.9887489 [1.80527, 1.12511]

[0.08, 0.60] 0% λ1 = 0.4999007, λ2 = 0.9997627 [0.01987, 0.02373]

2% λ1 = 0.4997132, λ2 = 0.9992683 [0.05737, 0.07317]

5% λ1 = 0.4974256, λ2 = 0.9973150 [0.51489, 0.26850]

[0.60, 2.00] 0% λ1 = 0.5002598, λ2 = 1.0001861 [0.05195, 0.01861]

2% λ1 = 0.4997032, λ2 = 0.9999705 [0.05936, 0.00295]

5% λ1 = 0.4995049, λ2 = 0.9998789 [0.09903, 0.01211]

Global 0% λ1 = 0.972926, λ2 = 0.9987469 [0.54148, 0.12531]

2% λ1 = 0.5035173, λ2 = 0.9971460 [0.70345, 0.28540]

5% λ1 = 4.9470665, λ2 = 1.0050076 [1.05867, 0.50076]
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通过数值实验, 将这种扩展的MTPINNs方法应用

于学习具有相对复杂结构的数据驱动解, 例如亮双

孤子解和三阶怪波. 结果表明, 与经典 PINNs相

比, 预测精度提高了 1—2个数量级, 同时计算时

间减少了 40%. 对于逆问题, 使用扩展 MTPINNs

算法来学习无噪声、2%和 5%噪声条件下的 NLSE

未知参数. 训练结果表明, 即使增加了大量噪声,

扩展MTPINNs模型仍能准确恢复这些未知参数,

表现出很强的鲁棒性.

尽管本文取得了一些有意义的成果, 然而基于

已有的对于可积系统的众多研究, 我们仍希望能寻

找到更为巧妙的方法来处理偏微分方程的初边值

条件, 研究其中方程的初边值条件与解的联系, 使

得模型的效率以及预测精度都能得到更大的提升,

这也是我们未来工作的方向.
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Solving nonlinear Schrödinger equations and parameter
discovery via extended mixed-training
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Abstract

In recent years, physics-informed neural networks (PINNs) have provided effcient data-driven methods for

solving  forward  and  inverse  problems  of  partial  differential  equations  (PDEs).  However,  when  addressing

complex PDEs,  PINNs face  significant  challenges  in  computational  efficiency and accuracy.  In  this  study,  we

propose  the  extended  mixed-training  physics-informed  neural  networks  (X-MTPINNs)  as  illustrated  in  the

following  figure,  which  effectively  enhance  the  ability  to  solve  nonlinear  wave  problems  by  integrating  the

domain decomposition technique of extended physics-informed neural networks (X-PINNs) in a mixed-training

physics-informed neural networks (MTPINNs) framework. Compared with the classical PINNs model, the new

model  exhibits  dual  advantages:  The  first  advantage  is  that  the  mixed-training  framework  significantly

improves  convergence  properties  by  optimizing  the  handling  mechanism  of  initial  and  boundary  conditions,

achieving  higher  fitting  accuracy  for  nonlinear  wave  solutions  while  reducing  the  computation  time  by

approximately  40%.  And  the  second  advantage  is  that  the  domain  decomposition  technique  from  X-PINNs

strengthens the ability of the model to represent complex dynamical behaviors. Numerical experiments based on

the  nonlinear  Schrödinger  equation  (NLSE)  demonstrate  that  X-MTPINNs  excel  perform well  in  solving  two

bright solitons, third-order rogue waves, and parameter inversion tasks, with prediction accuracy improved by

one  to  two  orders  of  magnitude  over  traditional  PINN.  For  inverse  problems,  the  X-MTPINNs  algorithm

accurately identifies unknown parameters in the NLSE under noise-free, 2%, and 5% noisy conditions, solving

the complete failure problem of NSLE parameter identification in classical PINNs in the studied scenario, thus

demonstrating strong robustness.

Keywords: physics-informed  neural  networks,  nonlinear  Schrödinger  equation,  extended  mixed-training
physics-informed neural networks, domain decomposition, parameter identification
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