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阿秒钟技术为研究原子分子强场电离过程中电子超快动力学提供了强有力的工具. 该技术依赖定量理

论模型从实验测量得到的光电子频谱反演电离过程中系统的超快时域信息, 而构建定量强场理论模型的关

键问题之一是库仑效应的理论描述. 与原子相比, 分子具有多中心库仑势, 在外场中具有许多新的效应, 这为

检验定量理论模型的适用性提供了更广阔平台. 本文针对拉伸到大核间距的分子的阿秒钟特征观测量, 比较

了不同理论模型的预言, 指出最近提出的半经典响应时间理论预言与数值实验结果更一致. 该理论强调, 与

具有经典性质的远核库仑效应相比, 具有量子性质的近核库仑效应对分子隧穿电离影响更显著. 本文进一步

展望了该理论模型在具有电荷共振、固有偶极、取向效应以及复杂库仑势形式的分子强场电离中的应用.
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1   引　言

超强超短激光脉冲技术的快速发展为研究者

们追踪原子分子以及固体内部电子的超快动力学 [1–5]

提供了新的可能性. 隧穿是否需要时间是一个被长

期争论的量子力学基本问题 [6–13]. 近年来研究者们

提出了利用近圆偏振强激光脉冲中原子隧穿电离

产生的光电子动量分布的特征偏移角来研究这一

问题, 相关技术方案被称为阿秒钟 [14–22]. 阿秒钟假

设偏移角包含库仑效应和电子隧穿时间信息, 通过

构建描述原子分子隧穿电离的理论模型建立偏移

角和隧穿时间之间的映射关系, 即可通过实验测量

得到的偏移角反演出隧穿时间 [15,20]. 从上述阿秒钟

工作原理可知, 阿秒钟测量所得隧穿时间的精度

取决于包含库仑效应的理论模型的精度, 不同的理

论模型可能给出不同的隧穿时间, 而包含库仑效应

的精确理论模型的构建一直是强场物理研究的

难点 [23,24].

常用的包含库仑效应的强场理论模型基于量

子轨道理论. 相关模型在隧穿过程利用不包含库仑

效应的量子轨道描述电子隧穿动力学; 在隧穿出口

处通过经典-量子对应, 利用量子轨道给出经典运

动的初始条件; 然后在隧穿后的漂移过程中利用包
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含库仑力和电场力作用的牛顿方程来描述电子经

典运动. 相关模型实际上强调了远核库仑效应对隧

穿电离的影响, 并被应用于解释系列强场电离实验

现象 [25–29]. 近期的研究提出了一个半经典强场响

应时间理论 [30] 来描述原子隧穿电离. 该理论认为

由于库仑场的作用, 在隧穿出口处电子处于一个具

有量子性质的过渡态, 且这一过渡态满足位力定

理. 电子在激光场辅助下从这一过渡态演化为电离

态需要一段有限的响应时间 t, 该响应时间可通过

冲量定理结合位力定理给出, 然后利用计算的响应

时间可直接推演出阿秒钟实验观测量. 响应时间理

论认为电离后库仑势作用可忽略, 因此强调了近核

库仑效应对隧穿电离的影响. 利用响应时间理论可

定量重现近年来的一系列关于原子的阿秒钟实验

曲线 [18,22,31]. 因为整个隧穿电离过程中, 电子从近

核处漂移到远核处, 直觉上库仑势场一直在起作

用, 上述理论模型中关于近核和远核库仑效应的不

同观点还有待进一步澄清.

H+
2

与原子的单中心库仑势相比, 分子具有多中心

库仑势, 这一基本几何结构特征导致分子在外场中

会呈现许多新的效应, 如取向效应 [32,33]、电荷共振

效应 [34–37]、固有偶极效应 [38] 和振动效应 [39], 因此

可以预期分子的隧穿电离过程包含比原子更丰富

的现象, 值得在实验和理论上进行深入研究. 特别

是对于拉伸的分子离子, 如   , 其在外场中具有

电荷共振效应, 由于这一效应, 对近核和远核库仑

效应的界定更加复杂 [40], 这为检验不同强场电离

理论模型的适用性, 如库仑修正的强场近似 [25,29,41,42]

和近期发展的强场响应时间理论 [30] 提供了一个新

的机会.

本文比较了不同理论模型对拉伸分子的阿秒

钟特征偏移角的定量预期, 结果表明响应时间理论

的结果与数值实验更接近, 因此可推断相较于远核

库仑效应, 近核库仑效应对原子分子隧穿电离的影

响具有主导作用; 响应时间理论在考虑分子特有的

效应后有望成为描述分子复杂强场隧穿电离现象

的理论工具. 对于具有中间核间距的分子离子, 电

荷共振效应会诱导显著的电离增强作用 [34], 本文

展示了相关数值实验的阿秒钟结果, 并展望了响应

时间理论在其中的潜在应用. 此外还展望了响应时

间理论在极性分子、多中心线性分子、平面和立体

分子、以及取向分子强场隧穿电离过程中的潜在

应用. 

2   数值和分析方法
 

2.1    数值方法

H+
2

H+
2

本文选择最简单的双原子分子  作为研究对

象. 在长度规范中, 模型   系统与强激光场相互

作用的哈密顿量可以写为 

H (t) = H0 +E (t) · r, (1)

H0 = p2/2 + V (r)

V (r) V (r) = −Z/
√
r21 + ξ−

Z/
√
r22+ξ r21,2 = (x±R/2 cos θ′)2+

(y ±R/2 sin θ′)2 ξ

θ′

θ′ 0◦

H+
2

H+
2

(考虑原子单位ħ = e = me = 1).  

是无场哈密顿量. 这里 p 是正则动量 (又称漂移动

量); 势函数   的形式为  

 , 在二维情况下,  

 .     = 0.5是用于避免库仑奇点的

软心参数.   是椭圆偏振激光的主场偏振方向与分

子轴之间的夹角, 本文考虑平行取向, 即   =   .

本文构造氢分子离子的哈密顿量时固定了软化

参数, 并通过调整有效电荷 Z 来使得不同核间距 R

下电子具有相同的电离能 (即  在平衡核间距 R =

2 a.u.时的电离能为 1.11 a.u.). 固定相同的基态电

离能保证了不同核间距的模型对称分子的电离起

始能量状态相一致, 这样一方面方便比较不同核间

距对氢分子离子隧穿电离的影响, 另一方面也能实

现在相同的激光参数下开展研究, 为分析和构建大

核间距分子强场电离的物理图像提供便利. 对于真

实的  系统, 随着核间距的拉伸, 系统的电离能

将降低, 直到核间距很大时电离能趋向 0.5 a.u. 此

外, 拉伸过程中, 当核间距很大时, 还可能出现局

域化现象, 即电荷并非等概率分布于两个核附近.

这些问题需要在实验研究中充分考虑.

E(t) = f(t) [exEx(t) + eyEy(t)] Ex (t) = E0×
sin (ωt) Ey(t)=E1 cos (ωt) E0=EL/

√
1 + ε2 E1=

εEL/
√
1 + ε2 ex (ey)

EL ε =

ω f (t)

∆t = 0.05 a.u.

Lx × Ly = 409.6 a.u.× 409.6 a.u.

∆x = ∆y = 0.4 a.u.

本文中使用的椭圆偏振激光场的形式为

 , 其中 

 ,   ,   ,  

 . 这里   是沿 x (y)轴的单位矢

量,    是峰值强度 I 对应的最大激光振幅 ,   

0.87为椭偏率,    为激光频率,    为包络函数.

在数值计算中, 本文研究采用 15个周期的激光脉

冲, 包含 3个光学周期的上升下降沿, 其他光学周

期保持不变. 本文采用谱方法 [43] 求解含时薛定谔

方程, 计算所用时间步长为  , 空间格

点为  , 空间步长为

 .

为了避免电子波包从边界反射并获得动量空
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Ψ(r, t) = Ψin(r, t) + Ψout(r, t)

rb ⩾ rf F (r) = F (x, y) =

cos1/2 [π(rb − rf)/(Lr − 2rf)] rb ⩽ rf

F (r) = F (x, y) = 1 rb =
√
x2 + y2/ε2

rf=2.1xq xq=E0/ω
2 Lr/2=rf + 50 a.u. Lr ⩽

Lx Ψin(r, t)

H (t) Ψout(r, t)

Ψout(r, t)

间波函数,  将坐标空间分成内部区域和外部区

域  ,  并乘以一个滤波

函数,  当   时 ,  其形式为  

 ;  当   时 ,  其形式

为  .  其中 ,    ,

 ,   并且  ,  

 . 在内部区域, 波函数   以完全哈密顿量

 传播. 在外部区域, 波函数  的时间演

化是在动量空间中以激光场中自由电子的哈密顿

量进行的. 每隔 0.5 a.u.时间间隔滤波函数作用一

次, 并将获得的外部波函数   的新成分叠

加到动量空间波函数, 从而获得光电子动量分布

(photoelectron  momentum  distribution,  PMD).

然后, 通过对动量分布的角分布进行高斯拟合得到

偏移角 q. 

2.2    强场模型

(p, t0)

F (p, t0)

常用于研究激光诱导的原子和分子电离的强

场近似 (strong-field  approximations,  SFA)[44] 假

设: 除了基态外, 其他束缚态对电离的贡献可以忽

略 [44,45]. 这一假设适用于原子和 R 较小的分子, 它

们系统的基态和第一激发态之间的能量间隔通常

远大于实验中使用的激光频率 [36]. 在文献 [46]中,

SFA模型给出的小 R 分子系统中电子轨迹  

对应的复振幅  为 

F (p, t0) ≡ F (p, ts) ∝
{
βE (ts) · di [p+A (ts)] e−iS} ,

(2)

S ≡ S(p, ts) =

∫
ts

{[p+A (t′′)] /2 + Ip} dt′′

β ≡ [1/det (ts)]1/2 β

det (ts)

[p+A(ts )]
2
/2 = −Ip ts = t0 + itx

ts t0

A (ts) = −
∫ ts

E (t′) dt′

di (v) = cos(v ·R/2)da (v)

v = p+A (ts) da (v) = ⟨v|r|ϕa (r)⟩
|ϕa (r)⟩
v = p+A (ts) ≈ ±i

√
2Ip

di (v) cos

p

v da (v)

其中,   是

准经典作用项, Ip 为电离势.    ,   

定义中的  是作用量的二阶导数构成的矩

阵的行列式 [44].  通过鞍点方法 [44,47] 并求解方程

 得到鞍点时间   ,

 的实部   被认为是电子隧穿通过库仑势垒的时

间.   是电场的矢势. 方程 (2)

中的偶极矩阵元  , 其中

 ,    表示原子的偶

极矩,   是原子的基态波函数. 通过鞍点方程

可知  , 这个虚动量在偶极

矩阵元  中的   项中不会造成干涉 [48]. 对于

与长程库仑势相关的 1s轨道, 对于不同的  , 具有

虚动量  的偶极子   可以被认为接近常数因

F (p, t0)

F (p, t0) ∼ cos {[p+A (ts)] ·R/2} e−iS

R = 0 F (p, t0)

F (p, t0) ∼ e−iS

子. 然后, 方程 (2)的振幅  可以进一步近似

为  
[46,49]. 本文

用该表达式来评估 SFA模拟中小 R 分子的振幅.

当   a.u.时, 方程 (2)的振幅  可以近似

为  , 用该表达式来评估 SFA模拟中

模型原子的振幅.

H+
2

(p, t0)

F (p, t0)

然而, 对于具有大 R 的对称分子离子, 如  ,

情况有显著的差异. 相关研究结果表明, 在具有大

R 的系统中, 基态和第一激发态这两个最低态之间

发生简并 [50], 并且它们与系统的高激发态间隔较

远. 在强激光场中, 这两个简并态将强耦合在一起,

从而导致激发态对电离产生重要贡献 [34,50,51]. 在

SFA的基础上通过考虑激发态效应构建了发展的

强场近似 (developed strong-field approximations,

DSFA)模型 [40], 该模型给出电子轨迹   对应

的复振幅  可以表示为 

F (p, t0) ≡ F (p, ts) ∝
{
βE (ts) · df [p+A (ts)] e−iS} ,

(3)

df(v)=cos(p ·R/2)da(v)

di (v)

p v =

p+A (ts) p df (v)

cos(p ·R/2)

pk p

F (p, t0) ∼ cos(pk ·R/2)e−iS

pk/ |pk| = p/ |p| pk = |pk| =
√

p2 + 2Ip

cos(pk ·R/2)e−iS

方程 (3)中的偶极矩阵元  ,

不同于描述小 R 分子的偶极矩阵元  , 在等式

的 cos项中通过漂移动量   代替瞬时速度  

 . 由于漂移动量   是一个实数,    中

的  项将在隧穿电离过程中引起干涉.

在考虑干涉效应的基础上, 为进一步考虑库仑作用,

该模型引入有效动量  替换漂移动量  , 方程 (3)

可以进一步近似为  , 其

中  ,    
[52].  本

文使用  来计算 DSFA模拟中模

型分子的振幅. 此外, 考虑了第一激发态贡献的含

时波函数 [40] 可以近似表达为 

|Ψ (t)⟩ =

√
2

2
ei[Ipt+A(t)·(R/2)] |ϕa(r −R/2)⟩

+

√
2

2
ei[Ipt−A(t)·(R/2)] |ϕa(r +R/2)⟩

+ eiIpt
∫

d3pc (p, t) |p⟩ . (4)

|ϕa(r −R/2)⟩ |ϕa(r +R/2)⟩

Ip ±R/2

Ipt+A (t) · (R/2) Ipt−
A (t) · (R/2)

方程 (4)表明, 对于具有大 R 的拉伸系统, 束缚电

子可以被认为位于  和  

这两个激光缀饰态上. 它们对应于两个具有电离势

 的原子态, 并且被放置在偏离坐标原点  的

位置. 这种偏离分别导致  和 

 的缀饰相位 [34,53]. 隧穿电离事件从这

两种状态沿其各自的缀饰能量发生, 两个电离通道
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tp Ex (tp) ≈ E0

tp Ax (t) ≈ −E0t

θ′ = 0◦ E′
1 E′

2

相互干涉. 除了干涉, 这两个通道还可以通过库仑

效应耦合在一起. 如下所述, 认为隧穿事件主要发

生在激光主场的峰值时间  附近 ,    .

在峰值时间  附近, 可以得到  . 在本

文中, 假设分子轴平行于椭圆偏振激光的主轴, 即

 . 缀饰的能量  和  可以表示为 

E′
1 ≈ − [Ip − E0 (R/2)] , (5)

 

E′
2 ≈ − [Ip + E0 (R/2)] . (6)

在图 1(b)中, 通过使用方程 (5)和 (6)来分析与

大 R 分子的缀饰态相关的隧穿电离机制. SFA和

DSFA的局限性忽略了库仑势. 下文将介绍考虑库

仑效应的强场模型. 

2.3    库仑修正强场模型

大量研究表明, 库仑势在强场电离过程中起着

重要的作用, 显著地影响了光电子动量 [15]、角分布 [42]

和能谱 [54]. 对于大 R 分子, 激发态和库仑势的相互

作用会在强场电离过程中引起复杂的效应. 为了理

解这些效应, 构建一个同时考虑激发态和库仑势影

响的强场理论模型是必要的.

SFA假设电子隧穿后将不再受库仑势的作用

只在电场力的作用下运动, 因此在求解鞍点方程得

到电子轨迹之后, 再通过求解牛顿方程: 

r̈(p, t) = −E (t)−∇rV (r) , (7)

V (r) ≡ 0

V (r) ̸= 0

R = 2

H+
2

可以进一步描述电子在外场中演化的动力学过程. 在

SFA中假设  , 用于模拟隧穿电子的演化.

然而, 对于考虑库仑效应修正强场近似 (Coulomb-

modified SFA, MSFA)模型, (7)式中  
[29].

对于原子和小 R 分子, MSFA模型能够较好地重

现出这些情况下 TDSE模拟得到 PMD的主要特

征并能预测 PMD的偏移角. 如图 2(d), (h)所示, 它

们分别是由 MSFA预言的模型原子和    a.u.

的  的动量分布结果 .  通过比较可知 ,  MSFA

预言的偏移角结果与图 2(a), (e)中所示的 TDSE

结果存在 1.71°—2.86°的差异. 当研究大 R 分子的

隧穿电离问题时, 基于 DSFA模型, 并且在考虑激

发态效应的同时也考虑库仑效应, 按照构建MSFA

模型相同的方法我们构建了 MDSFA (Coulomb-

modified DSFA, MDSFA)模型, 稍后的讨论可以

看到, 该模型并不能很好地预测拉伸分子隧穿电离

的 PMD以及偏移角. 

2.4    半经典响应时间理论

p t0

除MSFA和 MDSFA模型外, 还有基于半经

典响应时间理论,  构建的隧穿 -响应 -经典运动

(tunneling-response  classical-motion,  TRCM)模

型 [30]. 根据 TRCM模型, 强场电离过程可分为隧

穿、响应和经典运动 3个步骤. 这些步骤可以分别

用鞍点 [44,47]、半经典 [30] 和三步模型理论 [55,56] 来描

述. 该模型源于 SFA[44], 但考虑了库仑效应 [29,41,42].

SFA中漂移动量  与隧穿出射时间  之间的映射

关系可以写为 

p ≡ p (t0) = v (t0)−A (t0) , (8)

v (t0) = p+A (t0)

r (t0)

其中,    表示光电子在出口位置

 
[41] 的出射速度: 

r0 ≡ r (t0) = Re
(∫ t0

t0+itx
[p+A (t′)] dt′

)
. (9)

r (t0) p

vi

p′ p′ = v (t0) + vi −A (t0)

t0 v (t0)

ti = t0 + τ

t0 ti

−A (ti) ≃ vi −A (t0)

p′

ti

为了考虑库仑势对电离的影响, TRCM模型

假设在隧穿出口  处, 具有漂移动量   的隧穿

电子仍然处于准束缚态, 并且该准束缚态近似满足

位力定理. 利用位力定理可以将电子在隧穿出点受

到的主要库仑效应等效为一个指向核的速度  ,

该速度方向与位置矢量方向相反. 此时, 电子的漂

移动量  可以表示为 :    ,

其中  代表隧穿时间,    是通过 SFA计算得

到的电子隧穿后的初速度, 其仅由激光场驱动, 库

仑势可以忽略不计. 隧穿电子从准束缚态演化为电

离态需要一段时间 t. 然后, 在时间   时,

它成为自由粒子. 从隧穿出射时间  到时间  , 结

合冲量定理可得  , 这一时间

t 可以理解为激光诱导的光电效应中电子对光的

响应时间, 并表现为强场电离中库仑诱导的电离时

间延迟 [29,37]. 在 TRCM模型中, 漂移动量   与电

离时间  之间的映射可以表示为 

p′ ≡ p′ (ti) = v (t0)−A (ti) . (10)

vi

ti t0 τ

ti

v (ti) ≡ v(t0 + τ)

上述分析表明与假定速度  相关的库仑效应导致

电离时间  相对于隧穿出射时间  产生滞后  . 在

时间  之后可近似忽略库仑效应, 隧穿电子以初始

速度  在激光场中自由运动.

τ

下文将详细介绍原子和小 R 分子以及大 R 分

子的延迟  的表达式. 
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τ2.4.1    原子中  的表达式

t0

ψb

⟨V (r)⟩ ≈ V (r( t0 ))⟨
v2/2

⟩
= nf

⟨
v2x/2

⟩
≈ −V (r( t0 )) /2

|vi| =
√
⟨v2x⟩ ≈√

|V (r( t0 ))| /nf r (t0)

nf

nf = 2

τ

−vi |E (t0)| τ ≈ |vi|

τ

根据原子的 TRCM模型, 在隧穿时间  时, 隧

穿电子仍然处于一个准束缚态  , 且近似满足位力

定理 [30]. 该状态的平均势能为  ,

平均动能为  . 准

束缚态的半经典处理给出了速度 

 , 其与位置矢量  的方向相反,

反映了库仑势对电子束缚态基本对称性的要求, 其

中  是所研究系统的维度, 对于二维的情况, 采用

 . 这种状态是由一系列无场哈密顿量 H0 的

高能束缚本征态构成的束缚波包. 隧穿电子需要

一段时间  才能从激光场中积累冲量以获得相反

速度  打破这种对称性 ,  满足   .

在椭圆偏振激光场中, 可以用以下表达式来计算

延迟  : 

τ ≈
√
|Va (r( t0 ))| /nf/ |E (t0)| , (11)

|E (t0)| =
√
(E0 sinωt0)2 + (E1 cosωt0)2

t0 E (t) r0 ≡ r (t0)

r0 V (r)

Va (r( t0 )) ≡ Va (r0) = −Z ′/r0

Z ′

Z ′

τ

p′ = v (t0)−A (ti) ti = t0 + τ

(p′, ti) F (p′, ti)

(p, t0) F (p, t0)

F (p′, ti)

式中,   是在

时间  时激光场  的振幅. 出口位置 

可以使用 (9)式进行计算. 在单活性电子近似中,

类氢原子在出口位置  处的库仑势   可以被

认为具有  的形式. 这

里的  是有效电荷. 为了与 TDSE模拟进行比较,

可以选择 TDSE模拟中使用的有效电荷  . 一旦

获得了延迟  , 就可以使用 (10)式, 得到包含库仑

的漂移动量  ,  其中   .

假设包含库仑的电子轨迹  的振幅  

等于 SFA中电子轨迹   对应的振幅   ,

则振幅  可以写为 

F (p′, ti) ≡ F (p, t0)∝
{
βE (ts) · da [p+A (ts)] e−iS} ,

(12)

S ≡ S(p, ts) β ≡ [1/det (ts)]1/2

F (p′, ti) F (p′, ti) ∼ e−iS

e−iS

τ

其中  ,    . 方程 (12)中

的振幅  可以进一步近似为  .

在本文中, 使用  来评估 TRCM模型预测的原

子振幅. 这样, 可以直接从 SFA中获得包含库仑

的 PMD, 而无需求解包括电场力和库仑力的牛顿

方程. 然后, 通过对动量分布的角分布进行高斯拟

合得到偏移角 q. 下文通过方程 (11)计算得到延迟

 的模型称为 A-TRCM模型. 

τ2.4.2    小 R 分子  的表达式

R = 2 H+
2 H+

2

对于核间距较小的分子, 情况则不同. 图 1(a)

给出了   a.u.的  和与  具有相似 Ip 的模

tp

H+
2

τ

τ

型原子在激光场峰值时间  的激光缀饰和无激光

势函数曲线. 从图 1(a)可以看出,   的激光场和

双中心库仑势所形成的势垒比原子单中心势垒更

低更窄. 因此, 分子的隧穿出口比原子的隧穿出口

更接近原子核, 分子中的隧穿电子感受到更强的库

仑力. 为了克服这种更强的库仑力, 分子中隧穿电

子需要更长的响应时间  才能从激光场中获得足

够的冲量 [57]. 接下来详细讨论小 R 分子延迟   的

表达式.

|E( t0 )| τ ≈
|vi| ≈

√
|V ( r (t0) )| /nf

V (r( t0 ))

Ed = E0(R/2)

I ′p = Ip − Ed

tp r′0 ≈ I ′p/E0−
R/2 ≈ rp −R rp ≈ Ip/E0

Ex (t) tp

t0

τ

首先, 在隧穿出口处, 对于实验中常用的激光

参数, 隧穿出口位置距离母核中心约 10 a.u., 可以

认为分子中处在隧穿出口的电子仍然处于准束缚

态, 该准束缚态由分子的高能束缚本征态组成, 并

且近似满足位力定理. 这意味着表达式 

 仍然适用于分子. 第二, 确

定分子的势  的形式. 如图 1(a)所示, 原

子和分子具有不同形式的库仑势. 因此, 1)原子和

分子的出口位置彼此不同. R = 2 a.u.时分子的出

口位置比原子小约 0.75 a.u.(约 R/2). 2)分子势的

左半部分被激光场缀饰, 能量偏移为  .

原子核周围没有出现这种势能缀饰的现象. 这一现

象表明, 具有缀饰电离势   的分子比原

子更容易电离. 通过以上 1)和 2)讨论, 在峰值时间

 时小 R 分子的出口位置可以近似为 

 .  其中   表示在激光主场

 峰值时间  附近的时间区域原子内电离电子

出射位置的经典估计. 假设对该出口位置的修正

量 R 适用于任何时间   , 并且隧穿出口处分子的

双中心库仑势也可以近似为模型原子的单中心库

仑势. 对于小 R 分子延迟  的表达式可以写为 

τ ≈
√
|Vs (r′( t0 ))| /nf/ |E (t0)| , (13)

|r′ (t0)| ≡ r′0 = |r0| − rd t0

rd = R r0

R

r′ (t0) V (r)

Vs (r
′( t0 )) = −Z ′/ |r′ (t0)| Z ′

Z ′

R = 2 H+
2 Z ′ = 2

τ

式中,    是在时间   时修正

的出口位置, 修正量为   , 其中   是 SFA预

测的出口位置, 可以使用 (9)式进行评估.   较小

的情况下, 在出口位置   处电势   的形式

为  , 其中   是分子的全

部有效电荷. 为了与 TDSE模拟进行比较, 可以选

择 TDSE模拟中使用的有效电荷   . 例如, 对于

在本文中研究的   a.u.的  , 选择  . 为

方便起见, 在下文中具有由方程 (13)计算的延迟 

的模型称为 S-TRCM模型.

在 S-TRCM模型中, 仍然认为包含库仑的电
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(p′, ti) F (p′, ti)

(p, t0) F (p, t0) F (p′, ti)

子轨迹  的振幅   等于 SFA中电子轨

迹  对应的振幅   ,  则振幅   可

以写为
 

F (p′, ti)≡F (p, t0) ∝
{
βE (ts) · di [p+A (ts)] e−iS} ,

(14)

F (p′, ti) F (p′, ti)

∼ cos {[p+A (ts)] ·R/2} e−iS p+A (ts) ≈

±i
√
2Ip cos {[p+A (ts)] ·R/2} e−iS

方程 (14)的振幅  可进一步近似为 

 ,  其中 ,   

 . 本文中, 使用  

来评估 S-TRCM模型预测小 R 分子的振幅. 然后,

通过对动量分布的角分布进行高斯拟合得到偏移

角 q.
 

τ2.4.3    大 R 分子  的表达式

tp H+
2

R = 16

图 1(b)给出了激光场峰值时间   时   在

  a.u.情况下的无激光和激光缀饰势函数曲

线. 可以观察到, 在这种情况下, 无激光库仑势显

示出两个独立的势阱. 激光缀饰库仑势显示出两个

独立的势垒: 一个在左核附近被向上缀饰, 另一个

在右核附近被向下缀饰. 另一方面, 由于电荷共振,

E′
1 E′

2

E′
1 E′

2

ψb

|E( t0 )| τ ≈ |vi| ≈
√
|V ( r (t0) )| /nf

V (r( t0 ))

大 R 分子的电离分别沿着能量  和  从激光缀

饰态发生. 如图 1(b)中的水平箭头所示, 这两个能

量分别与被向上缀饰和被向下缀饰的势垒相关. 因

为左侧向上缀饰的势垒受到右侧原子核的影响, 所

以  水平线上方的向上缀饰势垒部分比   水平

线上方的向下缀饰势垒部分更低更窄. 因此, 电子

将倾向于以较小的出口位置从向上缀饰的势垒隧

穿. 换句话说, 对于具有大 R 和电离能 Ip 的分子,

电离事件主要发生在向上缀饰势垒附近. 这种电离

现象有点类似于具有相似 Ip 但出口位置较小的原

子. 在这种情况下, 依然假设在隧穿出口处, 隧穿

电子仍然位于准束缚态  , 近似满足位力定理, 并

且表达式  仍然

适用于具有大 R 的分子. 然而, 对于当前大 R 的情

况, 需要对上述表达式进行修正, 以便与 TDSE结

果进行定量比较. 接下来, 首先进一步讨论上述表

达式中大 R 的分子势  的形式.

r′0 = |r0| − rd(rd = R)

对于 R 较小的分子, 根据第 2.4.2节的讨论,

在相似 Ip 下, 出口位置   小于
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y = 0 R = 2 H+
2

V ′ (r) = V (r)− E0x V (r) −Ip = −1.11

y = 0 R = 16 H+
2 V ′ (r) = V (r)− E0x V (r)

E′
1 ≈ − [Ip − E0 (R/2)] = −0.09 E′

2 ≈ − [Ip + E0 (R/2)] = −2.13 x2 (x4)

x1 x3

r′′0 = |x2 − x1| (r′′0 = |x4 − x3|)
E0 = 0.13

图 1    不同激光和分子参数下的势函数曲线 [40]　 (a) 在   处    a.u.的   (红线 )和模型原子 (黑线 )的激光缀饰势

 (实线)和无激光势   (虚线). 水平线表示    a.u.的能量 . 插图显示了分子和原子出口位置

之间差异结果的放大图. (b) 在   处    a.u.的   的激光缀饰势   (实线)和无激光势   (虚线).

两条水平线分别表示    a.u.和    a.u.的能量 . 坐标   对应于

电子从左 (右)核附近向上 (向下)缀饰的势垒中隧穿的出口位置. 坐标   和   表示分子左边和右边原子核的位置. 水平的粉红

色箭头表示隧穿的方向,   表示出口位置相对于左 (右)核位置的绝对值. 这里使用的激光振幅为

  a.u.

V ′ (r) = V (r)− E0x V (r) H+
2 R = 2

y = 0 −Ip = −1.11

V ′ (r) = V (r)− E0x V (r) H+
2 R = 16 y = 0

E′
1 ≈ − [Ip − E0 (R/2)] = −0.09 E′

2 ≈ − [Ip + E0 (R/2)] = −2.13

x2 (x4)

x1 x3

r′′0 = |x2 − x1| (r′′0 = |x4 − x3|)
E0 = 0.13

Fig. 1. Potential function curves obtained at different laser and molecular parameters  [40]. (a) Sketch of the laser-dressed potential

  (solid curves) and laser-free potential     (dash-dotted line) for     with     a.u. (red curves) and

the model atom (black curves) at   . The horizontal line indicates the energy of    a.u. The inset shows a close-up

of  the  results  for  the  difference  in  exit  position  between  the  molecule  and  the  atom.  (b)  Sketch  of  the  laser-dressed  potential

  (solid curves) and laser-free potential    (dash-dotted lines)    with    a.u. at   . Two ho-

rizontal  lines  represent  the  energy     a.u.  and the  energy     a.u.,

respectively. The coordinate    corresponds to the exit position of electrons tunneling out of the dressed-up (down) potential

barrier neighboring the left (right) nucleus. The coordinates     and     represent the positions of the left and right nuclei of the

molecule. The horizontal pink arrows indicate the direction of tunneling and     represents the abso-

lute value of the exit position relative to the position of the left (right) nucleus. The laser amplitude used here is    a.u.
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|r0|

r′′0

Ex (t) < 0

原子的出口位置  . 对图 1(b)的讨论表明, 这种

情况也适用于具有大 R 的分子, 并且可直接从激

光缀饰势确定大 R 情况下的出口位置  , 如图 1(b)

所示. 具体而言, 当  时, 可以使用以下公

式近似计算左核附近的出口位置: 

V (x, y0)− E0x = − [Ip − E0 (R/2)] . (15)

右核附近的出口位置可以用以下公式计算: 

V (x, y0)− E0x = − [Ip + E0 (R/2)] . (16)

V (x, y) ≡ V (r)

y0 = 0 x2 x4

r′′0 = |x2 − x1| x1

Ex (t) > 0

tp

rd = rp − r′′0 rp = Ip/E0

t0

τ

这里  是 TDSE模拟中使用的库仑

势, 并且   . 图 1(b)中的坐标   和   分别是

方程 (15)和 (16)的解, 分别对应于向上缀饰和向

下缀饰势垒的出口位置. 如上所述, 电子倾向于以

较小的出口位置从向上缀饰的势垒隧穿. 这个较小

的出口位置可以表示为  , 其中   与

左核的位置有关. 当   时, 情况是相似的.

该模型认为在峰值时间  时出口位置的修正为

 , 其中   , 并假设该修正对任

何时间  都适用. 然后, 对于 R 较大的分子, 时间

延迟  可以表示为 

τ ≈ kf
√
|Vl (r′( t0 ))| /nf/ |E (t0)| , (17)

|r′ (t0)| ≡ r′0 = |r0| − rd t0

rd = rp − r′′0 r0

r′ (t0) V (r)

Vl (r
′( t0 )) = −Z ′/ |r′ (t0)| Z ′

Z ′

kf = 1.14

τ

式中  是在时间  时修正的

出口位置, 修正量为   , 其中   可以使

用 (9)式进行评估. 与小 R 的情况类似, 在出口位

置  处, 大 R 情况下的势能   可以被认为

具有  的形式. 这里   是

分子的全部有效电荷. 为了与 TDSE模拟进行比

较, 可以选择 TDSE模拟中使用的有效电荷   .

方程 (17)中的前置因子   , 关于这个数值

的具体讨论, 可以参考相关文献 [40,58]. 在下文中

具有由方程 (17)计算的延迟   的模型称为 L-

TRCM模型.

(p, t0)

F (p, t0)

(p′, ti)

F (p′, ti) F (p′, ti)

通过假设对于任意 DSFA电子轨迹  , 库

仑势不影响相应的复振幅  , 因此能直接从

DSFA模型中获得 L-TRCM中电子轨迹  的

振幅  . 振幅  可以写为 

F (p′, ti) ≡ F (p, t0)∝
{
βE (ts) · d′

f [p+A (ts)] e−iS} .
(18)

F (p′, ti) F (p′, ti) ∼
cos(p′

k ·R/2)e−iS pk/ |pk| =
p/ |p| pk = |pk| =

√
p2 + 2Ip

cos(p′
k ·R/2)e−iS

(18)式中   可以进一步近似为  

 , 其中 , 考虑库仑修正  

 ,    
[52].  本 文 中 ,  使 用

 来评估 L-TRCM模型预测大 R

分子的振幅. 然后通过对动量分布的角分布进行高

斯拟合得到偏移角 q. 在下文中将展示 L-TRCM

模型有能力重现大 R 分子光电子动量分布的主要

特征. 

3   结果与分析
 

3.1    激光缀饰电离图像

E′
1 ≈ − [Ip − E0 (R/2)]

E′
2 ≈ − [Ip + E0 (R/2)]

E′
1 =

−0.09 a.u. E′
2 =

−2.13 a.u. E′
1 E′

2

[p+A(ts )]
2
/2 = −Ip

E′
1

E′
2

r′′0 =

5.22 a.u.

r′′0 = 5.84 a.u.

r′′0 = 5.22 a.u.

rd

rd = rp − r′′0 rp = Ip/E0

R = 2 a.u. H+
2

r′′0 = 5.22 a.u.

在比较 TDSE和模型的结果之前, 对图 1进

行进一步的讨论, 其显示了原子和具有不同核间距

的分子的激光缀饰势之间的基本差异. 这种差异与

所研究系统的固有几何结构有关. 这是导致原子和

具有不同 R 的分子的电离机制产生差异的重要原

因. 当图 1(a)中模型原子和 R 较小的分子的激光

缀饰势能曲线显示单个势垒时, 图 1(b)中大 R 分

子的激光缀饰势能曲线显示了两个位于被拉伸原

子核位置附近的两个势垒: 一个势垒被向上缀饰,

另一个势垒被向下缀饰. 由于第一激发态的贡献,

具有大 R 的分子将沿着能量 

和  被电离 ,  如图 1(b)中的

两条水平线所示.  向上缀饰的势垒与能量  

 有关 ,  向下缀饰的势垒与能量  

 有关. 激光缀饰后的能量   和   不是

鞍点方程  中出现的系统的实

际电离能, 但反映了电离发生在原子中心附近, 而

不是位于坐标原点 [53].   水平线上方的向上缀饰

的势垒比  水平线上方向下缀饰的势垒的部分更

低、更窄, 由水平线与激光缀饰的势函数曲线的交

点所示. 因此, 对于拉伸分子的束缚电子来说, 更

倾向于通过被向上缀饰的势垒隧穿从相邻的势阱

中逃逸. 对于图 1(b)中的情况, 可以得出, 向上缀

饰势垒相对于相邻核 (即左核)的出口位置为 

 , 向下缀饰势垒相对于相邻原子核 (即右

核)的出口位置为    因为左边势垒会

受到右边原子核的影响, 所以左核附近势垒的出口

位置更小. 向上缀饰势垒的出口位置 

用于获得 L-TRCM模型中出口位置的修正参数  ,

可以写为  , 其中   . 如图 2所

示, L-TRCM模型预测 PMD的偏移角度与 TDSE

模型相似. 因此, L-TRCM模型能够较好地描述

大 R 分子的隧穿电离过程. 从图 1(a)还可以看到,

模型原子和  的   势垒的出口位置分别

为 6.46 a.u.和 5.71 a.u., 它们也大于  
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如图 1(b)所示, 具有大 R 的分子位于左核附近的

向上缀饰的势垒与原子和具有小 R 的分子相比,

其出口位置稍小. 因为较窄的势垒更容易发生隧穿

效应, 这也导致 PMD中的偏移角更大, 因为对于

具有较小出口位置的隧穿电子来说在出口处感受

到的库仑力更强.
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θ I = 1× 1015 λ = 800 ε = 0.87

图 2    不同方法得到 (a)—(d)模型原子、 (e)—(h)     a.u.的   、以及 (i)—(l)     a.u.的   的光电子动量分布 [40]

(a),  (e),  (i)  TDSE;  (b),  (f)  SFA;  (j)  DSFA;  (c)  A-TRCM方法 ;  (g)  S-TRCM方法 ;  (k)  L-TRCM方法 ;  (d),  (h)  MSFA;  (l)  U'-

MDSFA. 值得注意的是, (l)中的 U'-MDSFA模型规定向上缀饰势垒附近原子核的位置为隧穿位置矢量的起点 (该矢量终点为隧

穿出口位置), 并将电子隧穿后演化的初始位置修正为   , 其中   ,   . PMD的非

零偏移角   也在每个面板中表示. 激光参数为    W/cm2,    nm,  

H+
2 R = 2 H+

2 R = 16

|r′ (t0)| ≡ r′0 = |r0| − rd rd = rp − r′′0 r′′0 = |x2 − x1| θ

I = 1× 1015 λ = 800 ε = 0.87

Fig. 2. PMDs of (a)–(d) the model atom, (e)–(h)    with    a.u., and (i)–(l)    with    a.u., obtained with different

methods[40]: (a), (e), (i) The TDSE; (b), (f) the SFA; (j) the DSFA; (c) the A-TRCM method; (g) the S-TRCM method; (k) the L-

TRCM method; (d), (h) the MSFA; (l) the U'-MDSFA. It is noteworthy that the U'-MDSFA simulation in (l) assumes taking the

position of the atomic nucleus near the dressed-up potential barrier as the starting point of the tunneling position vector (the end-

point  of  this  vector  is  the  position  of  the  tunnel  exit),  and  modifies  the  initial  position  for  post-tunneling  electron  evolution  to

 ,  with     and    .  The nonzero offset  angle     of  the PMD is  also  indicated in

each panel. The laser parameters are    W/cm2,    nm and   .
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3.2    动量分布的比较

R = 2 a.u. H+
2 R = 16 H+

2

Ip

R = 16 a.u. H+
2

R = 2 a.u.

Ip

图 2展示了通过不同方法得到的模型原子、

 的  以及  a.u.的  的光电子动

量分布. 首先, 图 2左边第 1列的 TDSE结果显示

在  相似的情况下, 具有大核间距分子的偏移角

远远大于小核间距分子和模型原子的偏移角. 此

外, 还可以观察到   的   的 PMD中显

示的干涉条纹, 在  的情况下消失. 上述讨

论的不同现象表明, 当原子和分子具有相似的  

但是核间距不同时, 它们内部的电子对电离事件的

反应不同.

R = 16 a.u.

H+
2 R = 2 a.u.

H+
2

cos(p ·R/2)da (v) p

cos(p ·R/2)

R

cos(v ·R/2)da (v)

v = p+A (ts) ≈ ±i
√

2Ip

其次, 图 2第 2列的 SFA和 DSFA模型预测

的 PMD可以重现通过 TDSE计算所得相应 PMD

的一些主要特征. 如图 2(h), (e)所示,   的

 的 PMD中存在明显的干涉条纹而在 

的  的 PMD中消失. 接下来, 将进一步讨论具

有大核间距的分子在 PMD中干涉条纹的产生. 根

据 DSFA模型, 对于 R 值较大的分子, 偶极矩阵元

可以写成  .  动量   是漂移动量 ,

是实数. 因此,   项会在隧穿电离过程中

产生干涉. 对于  值较小的分子, 情况则有所不同.

根据适用于小核间距分子的 SFA模型, 偶极矩阵

元可以写成  . 在鞍点近似下, 瞬

时速度  为虚数, 不引起干

涉. 这就是为什么在具有大 R 的分子的 PMD中出

现干涉条纹, 而在小 R 的情况下消失. 通过比较

图 2第 1列和第 2列的 PMD结果可知, 不考虑库

仑效应的 SFA和 DSFA模型不能重现由 TDSE

计算出的 PMD的偏移角.

θ = 8.25◦ R = 2 a.u.

H+
2 θ = 10.3◦

R = 16 a.u. H+
2

θ =

20.9◦

H+
2

H+
2

H+
2

然后, 这些 TDSE结果可以通过包含库仑效

应的响应时间理论模型较好地重现, 如图 2第 3列

所示. 例如图 2(c)中的模型原子, A-TRCM模型预

测的偏移角  . 对于在图 2(f)中  

的  , S-TRCM模型预测的偏移角   . 这

些关于偏移角的模型结果与 TDSE的结果很接近.

L-TRCM模型计算的   时   的 PMD

如图 2(i)所示. L-TRCM模型预测的偏移角  

 , 与图 2(g)中的 TDSE结果接近. 因此, 模型

结果重现了 TDSE的结果, 即大 R 的  的偏移角

明显大于小 R 的  和模型原子的偏移角. 对图 1

中的势函数曲线的分析, 解释了这一现象的潜在机

理, 也就是说, 对具有大核间距的  , 基态和第一

E′
1 E′

2

E′
1

E′
2

H+
2

H+
2

H+
2 H+

2

Ip

Z ′ Z ′

激发态之间的强共振产生了两个激光缀饰态, 缀饰

能量分别为  和  . 拉伸系统的电离发生在这两

种激光缀饰态上. 与能量  的缀饰态相关的向上

缀饰势垒比与能量  的缀饰态相关的向下缀饰势

垒更低更窄. 因此, 在系统的电离过程中, 由束缚

电子从一个原子核附近的向上缀饰势垒中隧穿出

来的电离通道占主导地位. 这个通道与一个原子核

附近的向上缀饰态有关, 这有点类似于一个具有单

中心库仑势的原子的电离. 不同之处在于, 这个靠

近一个核的通道也受到另一个核的影响. 这种影响

对于具有大 R 的   是必不可少的, 其反映了激

光、电子和被拉伸分子的这两个原子核之间的四体

相互作用. 结果表明, 向上缀饰势垒的出口位置小

于小 R 的  和模型原子的出口位置. 因此, 在隧

穿出口处, 大 R 的  的隧穿电子比小 R 的  和

模型原子隧穿电子感受到更强的库仑力. 在大 R

的情况下, 这种更强的力进一步在 PMD中诱导了

一个更大的偏移角. 此外, 在   相似的情况下, 大

R 分子整体有效电荷   也较大. 核间距越大,   

值越大也会引起偏移角的增大. L-TRCM模型能

够简化复杂的四体相互作用, 并为拉伸系统的电离

提供一个清晰的物理图像.

值得注意的是, L-TRCM模型虽然较好地再

现了 TDSE结果的主要特征, 但对 PMD精细结构

的预言上二者存在一定的偏差. 潜在的原因可能

是, 如图 1(b)所示, 对于大 R 分子, 向上和向下缀

饰势垒附近各存在一个电离通道, 由于向上缀饰的

势垒比向下缀饰的势垒更低更窄, 在 L-TRCM模

型的构建中, 我们主要考虑从向上缀饰势垒附近的

原子核隧穿电子的电离. 然而, 部分电子也会从向

下缀饰势垒附近的原子核隧穿, 因此向下缀饰势垒

附近的原子核也会对分子的隧穿电离过程有影响.

R = 2 a.u. H+
2

θ = 6.6◦ θ = 8.24◦

最后, 图 2最右列中展示了 MSFA模型预测

的 PMD结果. MSFA模型通过数值求解包含库仑

势的牛顿方程描述隧穿后电子的演化过程, 主要考

虑库仑效应对电子隧穿之后动力学的影响. 对于原

子和 R 较小的分子, MSFA预测的 PMD偏移角

比 TDSE预测的小. 例如图 2(d), (h)中MSFA模

型预测的模型原子和  时   的偏移角分

别为  和  . 与图 2(a), (e)中 TDSE

结果比较可知, 两者之间存在 1.71°—2.86°的差异,

这个差异要大于 TDSE与 A/S-TRCM模型预测

偏移角结果之间 0.06°—0.8°的差异 .  然而 ,  对于
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−Ip = −1.11 a.u.

|r′ (t0)| ≡ r′0 = |r0| − rd rd = rp − r′′0 r′′0 =

|x2 − x1| R =

16 a.u. H+
2

θ = 22.8◦

R 较大的分子, MDSFA的局限性较为显著. 结合

图 1(b)中激光缀饰势函数曲线分析可知 ,  在

MDSFA模拟中, 若仍认为电子的隧穿电离沿着

 的能量发生, 那么电子从一个原

子核开始隧穿后将迅速进入第 2个核的强库仑势

作用区. 导致 PMD中出现一些不易预测的结构,

例如图 3(a)所示. 因此, 借鉴 L-TRCM模型中的

物理思想, 提出 U'-MDSFA模型: 规定向上缀饰势

垒附近原子核所在的位置为电子隧穿位置矢量的

起点,  并将电子隧穿后演化的初始位置修正为

 , 其中,    ,   

 . 如图 2(l)所示, U'-MDSFA模型对  

 时   预测的 PMD可部分复现 TDSE预

测 PMD的特征, 包括干涉条纹的出现和二、四象

限中由于库仑散射导致的不规则分布. 但其偏移

角 12.0°仍显著低于图 2(i)中相应的 TDSE结果

 , 表明这里对隧穿出口的修正不足以完

全表征大核间距分子隧穿电离过程中的四体相互

作用.

下文对 MSFA模型和 TRCM模型进行进一

步的讨论. 首先, 两者都考虑了库仑效应在隧穿电

离过程中的影响, 但两者着重考虑库仑效应对电离

过程影响的范围不同. MSFA模型强调电子隧穿

后即电子离核较远处库仑效应对电子运动的影响,

而 TRCM模型认为核附近库仑效应相较于远核库

仑效应对电离过程起主导作用, 强调电子在隧穿电

离前库仑势对电离的影响. 其次, 在对大 R 分子隧

穿电离问题的研究中, 涉及电子、两个原子核和电

场的四体强相互作用过程. 在 MDSFA模型计算

中无法将该四体相互作用简约化, 使我们很难构建

出一个直观的拉伸系统隧穿电离的物理图像, 因此

也难以确定电子隧穿后在同时包含库仑力和电场力

的场中演化所需的初始条件. 图 3展示了MDSFA

以及不同修正MDSFA模型预测的 PMD结果, 都

与 TDSE预测相应的 PMD结果存在较大的差异.

稍后我们将结合图 3对该点进行详细讨论. 对于用

来研究拉伸分子隧穿电离的 L-TRCM模型, 将大

R 分子隧穿电离过程中的强四体相互作用近似为

准三体强相互作用, 将另一个核对电离的影响转变

为对隧穿出口位置的修正. 具体来说, 通过结合势

函数曲线充分考虑了大 R 分子势场的特征, 对大 R

分子中的隧穿电离给出了一个更小的隧穿位置,

因而可以结合位力定理通过库仑诱导速度对库仑

效应进行了解析的评估, 模型计算结果也能够与

TDSE的结果较好地吻合.

R = 16 a.u.
H+

2

−Ip = −1.11 a.u.

θ = 6.6o

E0R

为系统评估 MDSFA模型中隧穿出口位置选

取对强场电离模拟的影响, 图 3展示了 

时  在 MDSFA以及不同修正 MDSFA模型下

的 PMD预测结果. 除了在图 2(l)中以向上缀饰势

垒附近原子核所在的位置为隧穿位置矢量的起点,

并参考 L-TRCM模型中对隧穿位置的修正构建

的 U'-MDSFA模型之外, 这里进一步研究了其他

隧穿位置矢量起点设定对MDSFA模型预测 PMD

的影响. 首先, 图 3(a)中MDSFA模型以坐标原点

为电子隧穿的起点,  以激光缀饰势函数曲线和

 等能线的交点近似为隧穿出口 ,

如图 1中曲线所示, 此时电子从一个核隧穿出来后

经过一段很小的演化距离就会感受到另一个原子

核对它产生的很强的库仑力, 导致图 3(a)的 PMD

中存在一些不易预测的结构, 结果显示 MDSFA

模型和 TDSE对 PMD的预测存在显著差异. 其

次, 图 3(b)展示的以向上缀饰势垒附近原子核所

在的位置, 为隧穿位置的起点的 U-MDSFA模型

预测的 PMD呈现出和图 2(l)中由 U'-MDSFA模

型预测的 PMD中相似的干涉图像 ,  但偏移角

 小于 U'-MDSFA模型预言 12.0°, 二者差

异源于 U'-MDSFA模型使用了一个更小的隧穿出

口位置. 图 3(b)和图 2(l)中 PMD的二、四象限中

显示的不规则分布可能是由于第 2个核引起的库

仑散射导致的. 此外第 2个核的库仑效应也使电子

有一定的概率会被第 2个原子核重新捕获. 这种再

捕获过程将导致具有最大能量  的谐波的发射.

由于这一过程发生在库仑效应很强的这两个原子

核周围, 因此在此过程中发射的谐波也具有很高的

强度, 形成所谓的分子高次谐波产生平台 [35].

|r′ (t0)| ≡ r′0 = |r0| − rd rd =

rp − r′′0 r′′0 = |x4 − x3|

图 3(c), (d)分别展示了以向下缀饰势垒附近

原子核所在的位置为隧穿位置的起点的 D-MDSFA

模型和以向下缀饰势垒附近原子核所在的位置为

隧穿位置矢量的起点, 并将电子隧穿后演化的初

始位置修正为  ,  其中  

 ,    的 D'-MDSFA模型预测的

PMD结果. 在这两种情况下, 两个原子核的库仑

效应在电子隧穿后的演化过程中一直对电子的运

动起到阻碍作用, 此时, 系统在激发态效应下产生

了和图 2(j)中 DSFA模型模拟相似的干涉条纹,

库仑效应导致了偏移角的产生. 这两个模型中所描
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θ = 10.3◦

θ = 8.34◦

R = 16 a.u. H+
2

述隧穿过程的物理图像与MSFA模型对原子和小

核间距分子的隧穿过程描述是相似的. 比较图 3(c),

(d)中的 PMD结果可知, 两者仅在偏移角上存在

相对较小的差异. 具体地, D'-MDSFA模型考虑大

核间距分子势函数特点, 给出一个更小的隧穿位

置, 因此电子在出口位置处感受的库仑力越强, 导

致了预测的偏移角  略大于没有对隧穿位

置修正的 D-MDSFA模型预测的偏移角  .

将图 3中通过修正的 MDSFA模型预测的 PMD

结果与图 2(i)中 TDSE对   时   电离

过程预测的 PMD结果相比发现存在较大的差异.

为了进一步验证不同库仑修正强场模型的适

用性, 我们将在图 4中给出不同模型在不同分子参

数下计算的偏移角结果. 

3.3    不同核间距下模型适用性验证

I = 1× 1015

R

H+
2

R

H+
2

R

如图 4所示, 在激光强度为   W/cm2

条件下,  系统对比了不同核间距   (14—20 a.u.)
下 TDSE, L-TRCM模型及 4种修正 MDSFA模

型 (U/U'-MDSFA, D/D'-MDSFA)对   光电子

动量分布偏移角的预测结果. 数值结果表明, 当核

间距离  从 14 a.u.变化到 20 a.u.时, 由 TDSE预

测的  的偏移角位于 22.6°—23.4°的小范围内 .

L-TRCM模型对不同  下的偏移角的预测也位于

20.5°—21.1°的小范围内. TDSE模型和 L-TRCM

模型的结果之间差异为 1.3°—2.3°, 验证了在大 R
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|r′ (t0)| ≡
r′0 = |r0| − rd rd = rp − r′′0 r′′0 = |x4 − x3| θ I = 1× 1015

λ = 800 ε = 0.87

图 3    MDSFA以及不同修正MDSFA模型预测    a.u.的   的光电子动量分布　(a) MDSFA模型, 规定以坐标原点为隧

穿位置矢量的起点 (该矢量终点为隧穿出口位置); (b), (c) U(D)-MDSFA模型, 规定以向上 (向下)缀饰势垒附近原子核所在的位

置为隧穿位置矢量的起点; (d) D'-MDSFA模型 , 该模型在 D-MDSFA基础上将电子隧穿后演化的初始位置修正为  

 , 其中  ,   . PMD的非零偏移角  也展示在每个面板中. 激光参数为   W/cm2,

 nm,  

H+
2 R = 16

|r′ (t0)| ≡ r′0 = |r0| − rd rd = rp − r′′0
r′′0 = |x4 − x3| θ

I = 1× 1015 λ = 800 ε = 0.87

Fig. 3. The PMDs of    with    a.u. calculated by MDSFA and different modified MDSFA models. (a) MDSFA model stip-

ulates that the origin of the coordinate system is taken as the starting point of the tunneling position vector (the endpoint of this

vector is the position of the tunnel exit). (b), (c) U(D)-MDSFA model stipulates that the position of the atomic nucleus near the

dressed-up  (dressed-down)  barrier  is  defined  as  the  starting  point  of  the  tunneling  position  vector.  (d)  D'-MDSFA model  which

modifies  the  initial  position  for  post-tunneling  electron  evolution  to    ,  with      and

 , based on the D-MDSFA model. The nonzero offset angle    of the PMD is also indicated in each panel. The laser

parameters are    W/cm2,    nm and   .
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情况下, L-TRCM模型能较好地重现 TDSE预测

的偏移角结果.

值得注意的是, 4种基于不同隧穿出口修正的

MDSFA模型 (U/U'-MDSFA,  D/D'-MDSFA)的

预测结果均显著偏离 TDSE基准. 进一步分析发

现, 隧穿起点的选择 (从向上/向下缀饰势垒隧穿)

显著影响修正的 MDSFA模型预测偏移角对核间

距的响应趋势: 1)由于电子从向上缀饰势垒附近

的原子核隧穿 (U/U'-MDSFA)和从向下缀饰的势

垒附近的原子核隧穿 (D/D'-MDSFA)将经历不同

的动力学过程. 当电子从向上缀饰势垒附近的原子

核隧穿时, 向上缀饰势垒附近的原子核产生的库仑

力将在电子隧穿后的演化过程中阻碍电子的运动,

而向下缀饰势垒附近的原子核产生的库仑力对电

子的运动先起到促进作用后起阻碍作用. 而当电子

从向下缀饰势垒附近的原子核隧穿时, 两个原子核

在电子隧穿后的演化过程中一直阻碍电子的运动,

这不同的动力学过程是导致不同模型模拟结果展

示出偏移角对核间距变化不同反应可能的原因.

2)  U'/(D')-MDSFA因采用较 U/(D)-MDSFA模

型更靠近母核的隧穿出口, 其预测偏移角整体偏

高, 这是隧穿出口邻近区域电子会感受到更强的库

仑力的结果. 通过上述的讨论, 可以看出 MDSFA

模型在描述大 R 分子电离过程中的局限性, 相比

而言, 半经典响应时间理论在大核间距分子的隧穿

电离动力学研究上计算更简单、应用更灵活, 在提

高计算效率的同时, 也提升了预测精度, 为强场分

子动力学研究提供了新思路. 

4   总　结

本工作围绕拉伸到大核间距分子阿秒钟数值

实验结果, 分析了考虑近核库仑效应的半经典响应

时间理论在解析描述分子超快电离动力学过程中

的适用性. 近期提出的针对拉伸分子的强场电离理

论模型 (L-TRCM)以响应时间理论框架为基础,

整合了双中心库仑势修正与激发态贡献, 并将拉伸

分子体系中电子、激光场与分子双核复杂的四体相

互作用近似简化为电子-激光场-向上缀饰势垒邻近

核的三体作用, 并将另一个核对该势垒的影响作为

隧穿出口位置的修正项, 成功定量复现拉伸分子体

系的主要电离特征. 对比分析表明: 同时考虑激发

态效应和通过数值求解牛顿方程描述远核库仑效

应的强场模型 (MDSFA), 无法充分描述上述四体

相互作用, 进而难以定量呈现库仑与激发态共同作

用下的复杂隧穿电离动力学图像. 此外, 响应时间

理论 (L-TRCM)给出了由基本激光和分子参数决

定的响应时间公式, 然后通过计算的响应时间推演

阿秒钟观测量的值, 允许明确讨论拉伸分子隧穿电

离过程中的电离时间延迟问题, 并指出该延迟反映

了激光、电子与分子双核间强四体相互作用的时间

尺度; 而通过数值求解牛顿方程以包含库仑效应的

强场模型 (MDSFA), 由于无法排他性地定义电离

时间, 因而无法明确讨论相关电离时间延迟问题.

本文的分析和讨论表明, 响应时间理论不仅为研究

拉伸到大核间距分子的时间分辨电离动力学提供

了简洁方法, 同时也为研究其他更复杂分子的阿秒

电离动力学提供了新思路. 

5   展　望

基于响应时间理论的解析框架已成功应用于

原子, 小核间距分子以及大核间距分子的隧穿电离

问题研究. 针对大核间距体系该理论通过以下改进

实现与 TDSE结果的吻合: 1)充分考虑大核间距

分子由于基态和第一激发态简并特有的激发态效

应, 2)通过充分考虑大核间距情况下分子的特征

势, 引入隧穿位置修正, 将四体强相互作用近似为
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图 4       TDSE、 L-TRCM模 型 、 U-MDSFA模 型 、 U'-
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同 R 预测的  的偏移角. 激光参数为   W/cm2,
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H+
2

I = 1× 1015

λ = 800 ε = 0.87

Fig. 4. Offset angles of     predicted by the TDSE, the L-

TRCM model, the U-MDSFA model, the U'-MDSFA mod-

el, the D-MDSFA model, and the D'-MDSFA model for dif-

ferent  R.  The  laser  parameters  are    W/cm2,

  nm and   .
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R = 4 R =

6 H+
2

三体强相互作用, 3)给出具有明确定义响应时间

的解析计算公式, 定量表征电子-激光-双核强耦合

动力学. 上述改进使得 L-TRCM模型能够定量复

现 TDSE预测的 PMD量子干涉特征, 为大核间距

分子强场电离动力学研究提供了简洁解析工具. 当

前研究多聚焦于原子、小核间距及大核间距分子体

系, 而对中间核间距分子的隧穿电离机制尚未系统

阐释. 此尺度下, 系统基态与第一激发态发生强耦

合, 导致双电离通道共存: 基态电离通道和第一激

发态电离通道 [34,59]. 图 5展示了   a.u.和 

  a.u.的  的无激光和激光缀饰势函数曲线以及

TDSE计算所得动量分布结果. 图 5(b), (c)中关

于中间核间距对称分子 PMD结果显示出动量分

布偏移角的大角度特征、某种不对称性以及一些复

杂的结构, 表明电荷共振效应和分子库仑效应共同

主导电离过程. 中等核间距分子的隧穿电离过程中

存在与大核间距情况下相似的动力学性质, 其向上

和向下缀饰势垒附近各存在一个电离通道, 由于向

上缀饰的势垒比向下缀饰的势垒更低更窄, 因此在

电离过程中向上缀饰势垒附近电离通道占据主导 [50].

通过引入包含激发态贡献的强场近似模型 [34,59], 求

解不同电离通道对应的鞍点方程, 得到相应的电子

轨道, 并进一步考虑隧穿出口处近核库仑效应诱导

的朝向核的速度, 有望将响应时间理论推广到描述

中间核间距分子离子的多通道隧穿电离. 相比于对

称分子, 不对称的极性分子还具有固有偶极 [60], 其

对极性分子的隧穿电离具有重要影响 [34,61,62], 会导

致一个激光周期的前后半个周期内不对称电离现

象的发生 [37]. 通过在强场近似中考虑固有偶极效

应, 求解包含固有偶极的鞍点方程 [40], 在隧穿出口

处进一步考虑近核库仑效应, 有望将响应时间理论

推广到描述极性分子的强场隧穿电离. 相比于双原
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图 5     对中间核间距   隧穿电离的研究　 (a) 在   处    a.u.  (绿线 )和    a.u.  (红线 )的   的激光缀饰势

 (实线)和无激光势   (虚线). 水平线表示    a.u.的能量 . (b), (c)分别是通过 TDSE得到的

  a.u.和    a.u.的   的光电子动量分布. PMD的非零偏移角   也在每个面板中表示. 电离能均为    a.u. 为满

足不同系统对电离率的要求, (b)中电场强度为    W/cm2, (c)中电场强度为    W/cm2. 其他激光参数为

  nm,  

H+
2 R V ′ (r) =

V (r)− E0x V (r) H+
2 R = 4 y = 0

−Ip = −1.11 H+
2 R = 4 R = 6 θ

Ip = 1.11

I = 4× 1014 I = 3× 1014
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Fig. 5. Research  on  tunneling  ionization  of      with  intermediate    .  (a)  Sketch  of  the  laser-dressed  potential   

 (solid curves) and laser-free potential     (dash-dotted line) for     with     a.u. at    .  The horizontal

line indicates the energy of     a.u. (b), (c) PMDs of     with (b)     a.u. and (c)     a.u. The offset angle   

of the PMD is also indicated in each panel. The ionization energy are both     a.u. To satisfy the ionization rate require-

ments of different systems, the electric field strength used in (b) is    W/cm2 and in (c) is    W/cm2. Oth-

er laser parameters are    nm,   .
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子分子, 多中心线性分子 [63] 以及具有平面或者立

体构型的陀螺分子 [64] 库仑势形式更加复杂, 这为

进一步检验响应时间理论以及其他基于轨道的库

仑修正的强场理论模型的适用性提供了新的机会.

此外, 研究取向分子的隧穿电离动力学是另一个有

趣的主题, 取向分子隧穿电离过程中的多中心干

涉 [48,49,65–67] 还会导致阿秒钟动量分布的偏转, 这一

偏转与库仑诱导的偏转相互竞争 [46], 对这一复杂

竞争机制的定量描述为检验包含库仑的强场理论

模型的适用性提供了更丰富的情景. 对分子特别是

拉伸分子隧穿电离过程中超快动力学的研究, 也为

将来进一步研究固体的超快隧穿电离动力学, 进而

制备具有超快光电响应时间的器件 [24] 提供必要的

理论储备.
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Abstract

The attosecond technology provides a powerful tool for studying the ultrafast dynamics of electrons during

the strong-field ionization of atoms and molecules. This technology relies on quantitative theoretical models to

invert  the  ultrafast  time-domain  information  of  the  system  in  the  ionization  process  from  the  photoelectron

spectra obtained through experimental measurements. One of the key issues in constructing quantitative strong-

field  theoretical  models  is  the  theoretical  description  of  the  Coulomb  effect.  The  Coulomb  potential  of

molecules,  compared  with  the  single-center  Coulomb  potential  of  atoms,  exhibits  a  multi-center  distribution.
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This fundamental geometric structure feature results in many new effects of molecules in the external field, such

as  orientation  effect,  charge  resonance  effect,  intrinsic  dipole  effect,  and vibration  effect.  Therefore,  it  can  be

expected that the tunneling ionization process of molecules contains more phenomena than that of atoms, which

is  worthy  of  in-depth  study  in  experiment  and  theory.  Especially  for  stretched  molecular  ions,  such  as    ,

those exhibiting charge resonance effects in external fields, the difference between near-nucleus and far-nucleus

Coulomb effects,  which is of great significance for constructing quantitative theoretical  models,  becomes more

complex, providing a platform for testing the applicability of quantitative theoretical models.

　　This  work  systematically  compares  the  predictions  of  different  theoretical  models  for  the  attoclock

characteristic observables in molecular systems with large internuclear distances. Through comparative analysis,

it  is  found  that  the  recently  proposed  semiclassical  response  time  theory,  which  incorporates  near-nucleus

Coulomb corrections,  shows better  agreement with numerical  experimental  results  than the developed strong-

field  approximation  models  that  consider  far-nucleus  Coulomb  corrections.  The  semiclassical  response  time

theory establishes a theoretical framework for describing strong-field ultrafast ionization dynamics of stretched

molecular  systems  by  considering  dual-center  Coulomb  potential  corrections  and  excited-state  contributions.

Specifically,  it  approximates  the  complex  four-body  interactions  (electron-laser-dual  nuclei)  in  stretched

molecular systems to a three-body interaction (electron-laser-dressed-up barrier-proximal nucleus), while using

the influence of the other nucleus on the potential barrier as a correction term for the tunnel-exit position. This

framework highlights the significant influence of quantum-property-dominated near-nucleus Coulomb effects on

molecular  tunneling  ionization.  Furthermore,  the  theory  provides  an  explicit  formula  for  the  response  time

determined  by  fundamental  laser  and  molecular  parameters.  By  calculating  this  response  time,  the  values  of

attoclock observables are deduced from the theory, thus enabling a clear discussion of ionization time delays in

stretched molecular tunneling ionization and revealing that such delays reflect the timescale of strong four-body

interactions  between  the  laser,  electron,  and  molecular  nucleus.  In  contrast,  the  developed  strong-field

approximation  model  that  simultaneously  considers  excited-state  effects  and  numerically  solves  Newton’s

equations  to  describe  far-nucleus  Coulomb  effects  cannot  fully  describe  the  above-mentioned  four-body

interaction, making it difficult to quantitatively describe the complex tunneling ionization dynamics under the

combined  action  of  coulomb  and  excited  states.  Additionally,  since  this  model  cannot  clearly  define  the

ionization time, the related ionization time delay issues cannot be well  discussed. Computational results show

that  the  semi-classical  response  time  theoretical  model  has  improved  in  terms  of  calculation  accuracy  and

efficiency,  thereby  verifying  the  applicability  of  this  theoretical  model  in  the  study  of  molecular  ultrafast

ionization dynamics.

　　Moreover, for    with intermediate internuclear distances, the charge resonance effect induces a significant

ionization  enhancement  effect.  We  present  relevant  numerical  experimental  attoclock  results  and  explore  the

potential applications of the response time theory in such systems. We also envision the extension of this theory

to  strong-field  tunneling  ionization  in  polar  molecules,  multi-center  linear  molecules,  planar  and  three-

dimensional  molecules,  and  oriented  molecules,  where  interference  and  Coulomb-acceleration  effects  compete

with each other.
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