
 

压缩过程中允许临时重叠对硬质颗粒体系
密排密度及构型的影响*
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硬质颗粒在受限空间中的致密排列具有重要的物理意义, 并为许多其他物理系统提供了启发. 如何实现

硬质颗粒在受限空间中的高密度排列, 是一个具有挑战性的问题. 本文运用蒙特卡罗方法, 结合边界压缩机

制, 研究了二维圆形、正方形和长宽比为 5∶1的矩形颗粒在圆形受限空间中的致密排列. 具体而言, 探讨了在

压缩过程中不允许颗粒重叠以及允许少数颗粒重叠、后移除重叠 (允许临时重叠)两种方法下所能获得的最

高密度. 研究发现, 允许临时重叠的方法能够实现更高的密排构型. 本文进一步比较了两种压缩方式下获得

的构型的径向分布函数和取向序参量, 发现两者具有相似的特征, 但允许临时重叠的方式在更大区域内显示

出有序性. 研究结果表明, 允许颗粒临时重叠可能是提高受限空间中排列密度的有效途径.
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1   引　言

颗粒在受限空间中的致密排列既是一个数学

问题, 也是一个统计物理问题. 从数学角度来看,

它属于最密堆积问题 (packing problem)[1], 即在特

定受限条件下如何最大化颗粒的填充密度. 从统计

物理的角度, 它涉及的一个典型物理体系是受限空

间中的颗粒自组装 [2–8]. 近期 Marino等 [9] 总结并

展望了微观颗粒在受限空间中的自组装研究. 当微

观颗粒 (如纳米颗粒或胶体颗粒)的形状主导其自

组装结构, 且其他相互作用可忽略时, 这些颗粒可

近似视为硬质颗粒. 硬颗粒模型在颗粒自组装研究

领域被广泛应用 [10,11].

研究硬质颗粒在受限空间中的致密排列不仅

有助于理解微观颗粒在有限空间内自发组装形成

的密排结构, 也为其他受限体系中的致密排列问题

提供重要参考. 例如, DNA在病毒衣壳中的紧密

排列 [12]、大分子在细胞中的拥挤排布 [13]、血液凝结 [14]

以及生物结构中的图案形成 [15] 等现象均涉及受限

空间中的高密度堆积. 此外, 该研究还与液晶在受

限条件下的生长 [16–19]、熵势垒条件下的粒子输运 [20,21]

以及胶体排空系统的性质 [22–27] 密切相关. 尽管硬

质颗粒在受限空间中的致密排列具有重要的物理

意义, 但实现高密度排列仍面临挑战. 已有研究尝

试了多种方法来探索受限空间中硬颗粒的致密排

列, 例如模拟退火方法 [28]、能量最小化方法 [29,30]、

逐步压缩方法 [31] 和随机生成粒子 [32] 等方法. Haji-

Akbari等 [33] 研究了正四面体在周期性边界条件下

的排列, 并指出允许少量颗粒临时重叠、后移除重

叠 (以下简称允许临时重叠)有助于实现更高密度

的压缩.
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本文旨在探讨允许颗粒临时重叠是否有助于

受限空间中的致密排列. 为简化问题, 从二维体系

入手, 研究了在压缩过程中允许临时重叠对二维圆

形颗粒、正方形颗粒及长宽比为 5的矩形颗粒在圆

形受限边界条件下的密排密度的影响. 研究结果表

明, 允许临时重叠可实现更高密度的排列. 此外,

对比分析了允许与不允许临时重叠条件下的构型,

发现两者在排列特征上具有一定相似性. 结果表

明, 允许颗粒临时重叠可能是提高受限空间致密堆

积密度的有效方法. 

2   压缩方法

硬质颗粒系统的蒙特卡罗方法是一种基于统

计物理的随机模拟技术, 广泛应用于研究硬质颗

粒的排列、相行为、热力学性质以及相互作用等问

题 [33–41]. 由于硬质颗粒系统中颗粒间仅存在排斥

作用, 其势能呈现非连续性 (要么为零, 要么为无

穷), 且依赖于颗粒的几何形状 (可能具有各向异性),

这使得传统的解析方法难以处理. 此外, 分子动力

学方法通常依赖于势能的平滑变化来计算力, 从而

推动粒子演化, 而在硬质颗粒系统中, 排斥作用不

产生可微分的力, 这使得分子动力学模拟面临挑

战. 相比之下, 蒙特卡罗方法通过随机抽样探索系

统的构型空间, 并利用 Metropolis准则接受或拒

绝新构型, 从而有效逼近平衡态, 因此成为研究此

类系统的有力工具.

本文使用 Hoomd-Blue软件 [42] 中的硬质颗粒

蒙特卡罗模块 (hard particle Monte Carlo, HPMC)

将颗粒从低密度压缩至高密度, 并研究允许临时重

叠带来的影响. 硬质颗粒蒙特卡罗方法的基本步骤

如下.

1) 初始化构型: 随机生成初始的颗粒构型. 对

于每个颗粒, 给定它们的位置和可能朝向.

2) 随机移动: 在每个蒙特卡罗尝试中, 随机选

择一个颗粒, 并对其位置或方向进行微小的变动.

变动包括随机平移或旋转.

3) 检查颗粒是否重叠: 对于圆形颗粒, 如果两

个颗粒之间的距离小于它们的半径和之和, 则认为

颗粒重叠. 对于凸多边形, Hoomd中的 HPMC模

块采用分离轴定理判断颗粒是否重叠 [42].

Paccept =

4) 接受准则: 使用Metropolis接受准则来决定

是否接受新的构型, 即接受新构型的概率为 

min
(
1, e−∆E/kBT

)
kB T

∆E

∆E = 0 ∆E = ∞

 . 其中   表示玻尔兹曼常数,   

为体系温度,   表示体系能量的变化. 在硬质颗

粒模型中, 若颗粒在移动后无重叠, 则体系能量变

化  ; 若产生重叠, 则   . 因此, 若移

动后无重叠, 则接受该移动; 若移动导致颗粒重叠,

则拒绝此次尝试, 体系状态保持不变.

5) 重复步骤 2)—4): 不断重复随机移动、检查

约束和应用接受准则, 直到达到所需的蒙卡步数.

D

D

在压缩过程中, 我们设置了不允许重叠和允许

临时重叠两种方式, 其中允许临时重叠的方法基

于 Haji-Akbari等 [33] 的思路. 对于圆形颗粒, 体系

的单位长度选择为粒子半径; 对于正方形和长宽比

为 5的矩形颗粒, 单位长度取为粒子外接圆半径.

对于每种粒子形状的研究, 均在圆形腔中放置 200

个粒子. 在密度约为 0.1的条件下, 通过随机生成

粒子的位置和朝向, 初始化了 10组样本. 由于系

统为硬颗粒模型, 粒子之间不存在相互作用 (仅需

避免重叠), 我们为每组样本设置了不同的随机数

种子, 从而确保这些初始构型在统计上彼此独立.

粒子的蒙特卡罗移动包括平动和旋转, 平动的最大

步长设为  , 旋转的最大角度设为 0.3 rad. 初始步

长  取值为 0.5.

D

f

f

f > 0.3 1−D

f

f

0.98 ·D
f < 0.3 f > 0.3

D 10−5

压缩过程根据接受率来调整步长  , 以不允

许重叠的方式为例, 具体实现步骤如下: 针对当前

密度, 先进行 100步蒙特卡罗模拟, 并计算系统的

接受率  (即接受粒子平动与总尝试次数的比值).

初始密度和步长的设定会使  接近 1. 压缩循环如

下: 若   , 从   —1间随机选择一个压缩

系数, 将圆形边界半径和粒子坐标分别乘以该系

数 (保持粒子朝向不变). 若尝试压缩导致边界与粒

子或粒子之间的重叠, 则拒绝此次尝试, 恢复原位

置; 若未引起任何重叠, 则接受新位置. 无论压缩

是否成功, 均执行 10步蒙特卡罗并重新计算  . 当

 降至 0.3以下时, 退出压缩循环. 此时更新步长

D 为  , 再执行 100步蒙特卡罗模拟, 重新计

算接受率. 若   , 继续更新步长, 直至  

后进入压缩循环. 此方法有助于选择合适步长, 使

接受率保持在 0.3附近. 当   小于给定阈值  

时, 停止模拟并导出当前构型.

对于允许临时重叠的压缩方式, 压缩循环中若

尝试压缩引起的总重叠数 (包括粒子与边界重叠数

及粒子间重叠数)超过粒子总数的 2%, 则拒绝该

次尝试并恢复原位置; 若重叠数不超过总粒子的
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2%, 则接受此次压缩, 并每 20步统计一次重叠数,

直至所有重叠被消除. 其他流程与不允许重叠的压

缩方式相同. 

3   结果与讨论

Φ

图 1展示了采用不允许重叠和允许临时重叠

两种压缩方法所获得的体系最终密度  . 对于每种

颗粒形状, 柱状图显示了 10个独立样本的平均密

度值, 误差棒表示标准差. 由图 1中可见, 对于圆

形颗粒, 两种压缩方法所得结果差异不大; 但对于

正方形和长方形颗粒, 允许临时重叠显著提高了最

终密度. 表 1列出了 10次统计中的最高密度值.

对于圆形颗粒, 允许临时重叠和不允许重叠的最高

密度非常接近, 且仅略低于 N = 200个颗粒在圆

形腔体中的最高密度 0.8364[43]. 这验证了本文所设

计压缩方法在获取高密度构型方面的有效性. 对于

正方形和矩形颗粒, 未找到可供直接对比的最高密

度的文献数据; 在本研究中, 允许临时重叠的方式

得到了更高的最高密度.
 
 

表 1    10个样品中粒子的最大密排密度

Table 1.    Maximum  packing  density  of  particles  across

10 independent samples.

粒子形状 不允许重叠 允许临时重叠

圆形 0.8344 0.8346

正方形 0.8997 0.9025

矩形 0.8942 0.8951
 

g (r)

为进一步比较两种压缩方式所得构型的差异,

图 2展示了两种压缩方式下获得的最高密度构型

中颗粒的径向分布统计.   是径向分布函数, 其

计算方法如下: 取宽度为 2的圆环 (对应柱状图中

柱子的宽度), 统计质心位置落于该圆环内的粒子
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Φ

图 1    不允许重叠和允许临时重叠两种压缩方式得到的密

度   . 每个形状取了 10个独立样本做平均, 误差线为标准差

ΦFig. 1. Average maximum packing densities    achieved us-

ing two methods: one disallowing overlaps and the other al-

lowing a few temporary overlaps. Results are averaged over

10 independent  samples,  with  error  bars  indicating  the

standard error.
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g (r) r图 2    最高密度构型中, 颗粒质心的径向分布函数   之于颗粒到圆心距离  

g (r) rFig. 2. Radial distribution function     of particle centers as a function of the distance     from the center in the highest-density

configuration.
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n数  , 然后除以圆环的面积以归一化. 由图 2可见,

两种压缩方式的径向分布函数对于圆形、正方形和

长宽比为 5的长方形, 均无显著差异.

φnj n

j

为了进一步比较两种压缩方式对颗粒局域分

布的影响, 本文采用局部取向序参数   
[44–46],   

为对称性重数,   为粒子标号: 

φnj =

∣∣∣∣∣
nj∑
k=1

1

nj
einθjk

∣∣∣∣∣ . (1)

nj j θjk j

k

φnj ⩽ 1

φnj = 1

n

此处  为粒子   的最近邻粒子数,    表示粒子  

与相邻的第  个粒子的连线与某一固定方向 (如

x 轴正方向)之间的夹角.   , 用于表征周围

粒子的对称性.    时, 表示最近邻粒子具有

完美的  重对称性. 对于全局序参量, 则考虑所有

颗粒最近邻成键与固定方向之间的夹角, 即 

φn =

∣∣∣∣∣∣ 1N
N∑
j=1

nj∑
k=1

1

nj
einθjk

∣∣∣∣∣∣ . (2)

φ6

φ4

φ2

对于圆形, 其最密排结构为三角晶格, 故选择  为

序参量. 对正方形, 其最密排结构为正方晶格, 故

选择  为序参量. 对于矩形, 其最密排时粒子左右

两边分别有矩形紧密贴合, 故考虑用  为序参量.

表 2给出了对最密排构型, 各个形状的粒子的全局

序参量值.

 

表 2    最密堆积构型中粒子的全局序参数

φnTable 2.    Value  of  order  parameter      in  the  densest

packing configuration.

粒子序参量 不允许重叠 允许临时重叠

φ6圆形(  ) 0.6329 0.7250

φ4正方形(  ) 0.3298 0.4644

φ2矩形(  ) 0.1255 0.05013
 

φnj

φ6j

φ6j

φ6

图 3给出了两种方式所得到的最密排堆积结

构, 其中颜色表示局域序参量  的数值. 对于圆

形颗粒, 从图 3(a)和图 3(b)可以看出, 两种压缩

方式均在体系中心区域形成了较好的密排 (  值

接近于 1). 但随着距离边界的接近, 颗粒的排列不

再紧密, 产生了一些空隙,   的值逐渐减小. 该规

律在两种压缩方法的构型中均有体现. 对于允许临

时重叠的方式, 中间密排区域更大, 全局序参量 

值也更大 (见表 2).

φ4j

φ4j

对于正方形颗粒, 从图 3(c)和图 3(d)可以看

出, 两种压缩方式均使颗粒在中心区域呈正方晶格

排列, 这些地方具有较高的   值. 在不允许重叠

的压缩方式下 (图 3(c)), 边缘处形成了两圈 (部分

地方三圈)圆形排列, 与圆形边界契合且与中心区

域正方晶格间存在空隙, 导致较低的   值. 允许

临时重叠的压缩方式 (图 3(d))在边缘的总体排列
 

(a) (c) (e)

(b) (d) (f)
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重
叠
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φ6j φ4j φ2j图 3    硬盘、正方形和矩形颗粒最密排列结构. 粒子颜色分别对应了序参数   ,   和   的大小. 图 (e)中标出了矩形颗粒形

成的局部簇 (黄色和蓝色圆圈)

φ6j φ4j φ2j

Fig. 3. Densest configurations from the two methods. The color bar of disks, squares and rectangles correspond to the magnitude of

the order parameters    ,     and    , respectively. In panel (e), local clusters of rectangular particles are marked with yellow

and blue circles.
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φ4

特征与不允许重叠的构型相似, 边缘部分形成了一

到两圈圆形排列, 少数区域达到三圈圆形排列. 类

似圆形颗粒, 由于允许临时重叠的方式获得构型

中, 中间密排区域更大, 全局序参量   值也更大

(见表 2).

φ2j

φ2j

θjk

π/2
φ2

对于长宽比为 5的矩形颗粒, 从图 3(e)和图 3(f)

可以看出, 两种压缩方式均在体系中形成了类似液

晶层状相的块状区域. 在不允许重叠的压缩方式

下 (图 3(e)), 这些区域中的颗粒长边对长边排列,

头尾几乎对齐, 呈紧密排列状态, 局域序参量  

较高; 边缘少量颗粒沿着圆形边界排列, 序参量

 相对较低. 由于体系中存在多个近似相互垂直

排列的局部簇 (例如图 3(e)中黄色与蓝色圆圈所

示), 这些簇内粒子在计算   时的角度相差约为

 , 导致其在计算全局序参量时的贡献趋于相互

抵消, 从而  值较小. 在允许临时重叠的压缩方式

下 (图 3(f)), 整体特征与图 3(e)相同, 但序参量较

高的块状区域比例更大.

允许颗粒临时重叠主要通过克服局部势垒和

优化颗粒排列来提高密度. 对于克服局部势垒, 这

一机制类似于在连续势能体系中, 通过升高温度使

系统越过局部势垒, 随后缓慢降温以寻找更优的低

能态. 对于优化颗粒排列, 在我们的模拟中, 步长

是依据接受率动态调整的, 这意味着当两个颗粒移

除重叠时, 它们往往会处于紧邻状态, 从而减少额

外空隙, 有助于提高最终的堆积密度.

我们的研究显示, 允许临时重叠对圆形颗粒的

密度提升较小, 而对正方形和矩形颗粒的提升较

大, 原因可能如下.

1)圆形颗粒的密度提升较小

(a)旋转对称性: 圆形颗粒无需调整取向即可

实现紧密堆积, 在逐步压缩过程中, 本身已能较好

地填充空间. 这一点也可以从逐步压缩方法在不允

许临时重叠的情况下, 仍能使体系接近已知的最密

排密度看出.

(b)有限的优化自由度: 圆形颗粒的移动自由

度仅限于平移, 缺乏旋转优化的可行性. 因此, 即

使允许短暂重叠, 最终形成的结构仍接近最优密

排, 导致密度提升有限.

2)正方形和矩形颗粒的密度提升较大

(a)取向优化作用: 正方形和矩形颗粒具有额

外的旋转自由度. 在允许临时重叠的情况下, 颗粒

可以调整取向, 从而更容易找到高密度的构型, 提

高填充率.

(b)局部空隙调整: 非圆形颗粒在堆积过程中

容易形成较大的局部空隙 (例如, 正方形颗粒在无

序排列时可能留下三角形或其他不规则空隙). 临

时重叠可能使颗粒穿过不利的局部构型, 重新排列

得更紧密, 从而提升整体密度.

(c)受限边界适应性: 在有限空间中, 非圆形颗

粒需要调整取向以适应边界形状. 临时重叠提供了

更大的调整空间, 使颗粒更容易找到更致密的排列

方式. 

4   总　结

本文采用蒙特卡罗方法, 结合边界压缩机制,

研究了硬质颗粒压缩过程中可实现的最密排列构

型. 具体而言, 使用在压缩过程中不允许重叠和允

许临时重叠两种方式, 研究了二维圆形、正方形和

长宽比为 5∶1的矩形颗粒在圆形受限空间中的最

密排列构型. 研究结果显示, 对于圆形颗粒, 两种

方式的最高密度接近, 且均略低于已知的圆形颗粒

在圆形边界中的最高密度值. 对于正方形和矩形颗

粒, 研究发现, 允许临时重叠的方式能够实现比不

允许重叠更高的排列密度. 通过比较两种方式下获

得构型的径向分布函数和取向序参量, 发现两者构

型特征基本相同, 但允许临时重叠所得构型在更大

区域内表现出更高的有序性. 本文研究结果表明,

允许颗粒临时重叠可能是提高受限空间堆积密度

的有效方法. 本工作聚焦于三种简单的二维凸形粒

子. 未来, 我们计划进一步评估允许临时重叠的方

法在三维受限空间中多面体粒子体系中的适用性,

并拓展至凹形粒子体系以及多组分混合粒子体系

中的应用.

感谢武汉大学物理科学与技术学院李鑫的讨论.
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Abstract
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remains  challenging due to  anisotropic  shapes  of  particles,  the  discontinuous nature  of  hard-core  interactions,

and geometric frustration. In this work, we develop a Monte Carlo scheme that combines boundary compression

with controlled temporary particle overlaps. Specifically, during the compression of a circular boundary,we allow

a limited number of overlaps which are then removed before further compression steps. We apply this strategy

to three types of two-dimensional particles-disks, squares, and rectangles with an aspect ratio of 5∶1—confined
within a circular boundary. As a control, we also perform simulations using a traditional method that strictly

prohibits  overlaps throughout.  The final  configurations from both methods exhibit  similar  structural  features.

For  hard  disks,  central  particles  form  a  triangular  lattice,  while  those  near  the  boundary  become  more

disordered  to  accommodate  the  circular  geometry.  For  hard  squares,  particles  in  the  center  organize  into  a

square lattice, whereas those near the boundary form concentric layers. For rectangles, particles in the central

region display local smectic-like alignment within clusters that are oriented nearly perpendicular to each other.

Near  the  boundary,  some  particles  align  tangentially  along  the  circular  edge.  Quantitatively,  the  temporary-

overlap strategy consistently yields denser packing across all particle types. The analysis shows that the average

packing density and maximal packing density of 10 independent samples obtained from the above strategy are

higher  than  those  from  the  traditional  method.  Further  analysis  of  the  radial  distribution  functions  and

orientational  order  parameters  reveals  that  although  both  methods  produce  similar  structural  features,  the

overlap-allowed method yields a larger central region exhibiting lattice-like or cluster-like ordering. Our findings

suggest that allowing temporary particle overlaps is an effective strategy for generating dense configurations of

hard particles under confinement. This approach may be extended to more complex systems, including three-

dimensional particles or mixtures of particles of different shapes confined within restricted geometries.

Keywords: hard particles, overlap, packing density, configuration
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