
 

基于多端口模型设计的非局域薄板弹性波超表面*
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超表面研究的最新进展表明, 实现高效的波前调控需采用非局域超表面结构. 然而, 目前面向固体弹性

波波前调控的超表面设计, 仍主要是基于广义斯涅耳定律 (general Snell’s law, GSL)的局域结构, 其转换效率

普遍偏低. 本研究将把面向声波的、基于多端口模型的非局域超表面设计方法推广应用于面向薄板弯曲波的

超表面设计. 应用该方法, 本工作设计了用于实现薄板弯曲波异常反射、异常透射以及大数值孔径平面聚焦

的非局域超表面. 有限元模拟结果表明 , 依此设计的异常反射/透射超表面都具有接近 100%的理想转换效

率, 即便对于偏转角度高达 80°的结构仍然如此; 而依此设计的非局域平面聚焦超表面, 其聚焦效率明显优于

相应基于 GSL的结构, 这一优势在大数值孔径结构中表现得更为明显. 这项工作不仅给出了两种在传感、能

量收集等领域具有潜在应用价值的高效非局域超表面结构, 同时也为弹性波非局域超表面的设计提供了一

种高效方法.
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1   引　言

超表面作为一类具有亚波长厚度的人工结构,

近年来因其在波场调控方面的独特且高效的性能

而受到广泛关注. 最先的超表面结构是针对电磁波

场调控而设计的 [1–7], 随后这一概念被拓展应用于

声波调控 [8–15]. 迄今为止, 研究者们已开发出能实

现多种声场调控功能的超表面结构, 这些功能包括

声波的异常反射与异常透射 [8–10]、平面波聚焦 [11,12]、

波模式转换 [13] 以及声全息成像 [14,15] 等.

受电磁波超表面研究的启发 [6], 最初的声波超

表面设计方法均基于广义斯涅耳定律 (general

Snell’s law, GSL). 根据 GSL, 超表面的设计过程

通常是先构建独立亚单元结构, 以实现目标波场在

界面上所需的相位突变, 然后再将这些亚单元结构

拼合成完整的整体. 可以看到, 这种设计方法并不

考虑将各亚单元结构在拼合成整体后其间的相互

作用, 因此基于 GSL原理设计的结构也被称为局

域结构. 随后的研究表明, 这种基于 GSL的局域结

构在调控波场时其效率往往受到限制, 这种受限在

大衍射角的情况下表现得尤为明显 [16].

为突破局域超表面的局限性, 研究者们提出了

计入亚单元间耦合的非局域超表面设计. 这种非局

域超表面的波场调控效率显著优于基于 GSL的局

域结构, 在包含大角度衍射的应用中表现得尤为突

出 [16–25]. 然而, 因为要考虑亚单元之间的相互作用,

非局域超表面的设计过程变得非常复杂. 现有的各

种设计方法要么仅适用于具有特定表面形状的超

表面结构 [16–20], 要么是基于计算量巨大的数值方法

(通常为有限元数值方法)进行寻优的设计方法 [21–23],

因此其应用场景受到限制.
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针对上述难题, Ren等 [26,27] 提出了一种基于

多端口模型的面向声波调控的超表面设计方法. 该

方法不仅可计入亚单元间的耦合作用, 还能大幅降

低结构寻优过程中因重复运算所带来的计算负担,

因此适用于各类非局域超表面设计, 其优势在设计

包含大量亚单元的结构, 比如聚焦、全息等结构时

尤为明显. 但目前该方法仅适用于流体声超表面的

结构设计.

作为声波超表面的并行研究, 弹性波超表面的

研究同样得到了广泛关注. 面向固体中弹性波调控

的超表面设计在无损检测 [28]、传感 [29] 和能量收集 [30]

等领域具有重要的应用价值. 与流体中的声波只存

在一支独立传播模式不同, 固体中的弹性波具有

3支独立的传播模式, 因此其物理性质相比于流体

中的声波更为复杂. 目前, 已报道的固体弹性波超

表面结构包括剪切波-纵波模式转换超表面 [31,32]、

异常反射/透射超表面 [31–42] 以及平面聚焦超表面 [43–52]

等. 然而, 这些设计大多均为基于 GSL的局域结

构 [33–37,45–48], 因此与声波局域结构类似, 也存在转

换效率上的局限性, 并且这种局限在需要将入射弹

性波进行大角度偏转时表现得尤为明显 [41].

为了解决这一问题, 近年来研究者们相继提出

了多种弹性波非局域超表面实现方法 [31,32,38–42,53].

例如, Yuan等 [39] 采用带螺柱的条状板作为构成单

元, 通过优化各个螺柱上螺帽的旋入深度, 实现了

薄板弯曲波的高效异常透射; Oh等 [40] 通过在薄

板上穿孔的方式构造超表面, 通过优化圆形孔的

位置与半径, 实现了薄板弯曲波的异常反射; Su

等 [41] 利用多弯折条板作为构造单元, 通过弯折参

数的优化, 构建了薄板弯曲波的异常透射; Zhu等 [53]

则通过额外地引入连接桥的方式, 在亚单元间引入

非近邻耦合, 实现了薄板中弹性波的宽频全内反

射. 然而, 这些设计大多数都是基于有限元数值

计算的优化算法, 其缺点是需要在优化的每一步中

均对弹性波的散射行为进行数值计算. 因此, 需要

消耗巨大的计算资源, 难以推广应用于诸如聚焦超

表面、全息超表面等包含大量亚结构单元的超表面

设计.

本文将文献 [26]中提出的、基于多端口模型的

超表面设计方法推广应用于弹性波非局域超表面

结构的设计. 我们以无限大自由薄板中弯曲波的调

控为例, 设计了两种功能器件: 即异常反射/透射

超表面及平面聚焦超表面. 对于异常反射/透射超

10λ0 20λ0

2λ0

λ0

表面, 我们设计了 6种不同的结构, 分别可实现将

正入射弯曲波偏转至沿 60°, 70°和 80°共 3个方向

的异常反射及透射, 有限元数值模拟结果显示其理

论转换效率均接近 100%. 对平面聚焦超表面, 我

们共设计了横向尺寸各为  和  的两类、四

种结构, 分别可实现正入射情况下、焦距为   的

反射及透射式聚焦, 其中   为薄板中弯曲波的波

长. 数值分析结果表明, 相比基于 GSL的局域结

构, 我们提出的非局域结构具有更高的聚焦效率.

需要特别指出的是, 由于平面聚焦超表面包含了较

大数目的亚单元结构, 采用之前提出的基于有限元

数值计算的寻优方法难以完成结构设计.

本文接下来的内容将作如下安排: 在第 2节

中, 以异常反射/透射超表面的设计为例, 将基于

多端口模型的超表面设计方法拓展应用于无限大

自由薄板弯曲波超表面的设计; 第 3节中, 进一步

将该方法应用于平面聚焦超表面的设计; 第 4节为

全文的总结. 

2   异常反射/透射超表面的设计

h0

dr

hn (n = 1, 2, · · · , N)

θi θr

θt θr, t ̸= θi

考虑如图 1(a)所示的无限大自由弹性薄板,

通过在薄板的正反两表面各安装两排弹性圆柱体

来实现对入射波波前的调控. 图中, 板的厚度用 

标记, 两排圆柱体之间的距离记为  . 我们的设计

目标是调节这些圆柱体的高度  ,

使得薄板中以  角入射的平面波以角度  反射或

以  透射 (其中  ). 这一效应在早前的研究中

被命名为异常反射或异常透射 [10], 其效应如图 1(a)

左侧图中的彩色箭头所示.

ω

λ0 λ0 = 2π 4
√
D0/ρ0h0ω2

D0 = E0h
3
0

/
12

(
1− v20

)
E0

ρ0 ν0

需要指出的是, 在自由薄弹性板中存在两类独

立的 Lamb波模式, 即对称 Lamb波和反对称 Lamb

波. 这两类模式可分别由对称或反对称源激发. 在

本研究中, 我们只对最低阶的反对称 Lamb波进

行操作. 这一模式通常也被称为薄板弯曲波. 根据

弹性理论 [49], 在工作角频率为  时, 薄板弯曲波的

波长  可由公式   计算, 式中

 表示薄板的弯曲刚度,    ,

 和   分别表示薄板材料的弹性模量、质量密度

和泊松比. 为防止薄板中对称模式与反对称模式的

相互转化, 我们将结构中正、反表面对应位置的每

一对柱体设置为相同高度, 使得结构整体关于板中

面保持完全对称, 如图 1(a)所示.
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x a0

θi

θr θt a0 =

λ0

n |sin θi − sin θr, t|
n

根据文献 [25]的理论, 异常反射/透射超表面

可以理解为一种具有特殊结构的格栅, 它能够将

衍射阶为 0阶的入射模式完美转换为其它高阶衍

射模式. 按照这一理论, 异常反射/透射超表面应

具有与格栅结构类似的周期性结构, 因此需要沿

 轴以合适的周期   排列弹性圆柱体. 在给定的

薄板中, 能将入射角为  的平面波反射/透射至沿

 /  方向的超表面结构 ,  其周期应设定为  

 , 其中  为整数. 在这一周期长度

sin θi < sin θr, t sin θi > sin θr, t

+n −n

下, 当   (  )时, 目标衍射

阶次将对应于第  (  ) 阶衍射模式.

a0

θi = 0

θr, t |θr, t| > 30◦

在确定了周期  之后, 下一步是确定每个周

期内各对弹性柱体的高度. 为此, 本文采用类似于

文献 [26]中提出的逆向设计方法. 要利用该方法设

计超表面, 首先需要定义一个具有多个输入/输出

端口的封闭结构. 以下以将沿  方向入射的平

面波反射 (折射)至沿  (  )方向的平面

波的结构为例, 对多端口模型进行说明. 对于此类
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θi θr θt
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图 1    (a) 超表面结构示意图, 其中, 左侧子图示意出弹性柱体 (绿色)对称地安装于弹性薄板正、反两个表面; 空心盒子标出了

一个单元, 图中带箭头的线段示意出沿   方向入射的平面波被反射/透射至沿   /  方向的情况, 右侧图展示了单元的结构细节,

其中元胞的横向尺寸、薄板的厚度和两排圆柱之间的间距分别用符号   ,   和   表示 , 柱体的半径用   表示 ,   表示位于

薄板正、反表面上第   对圆柱的高度; (b) 单元结构俯视图, 图中深色区域示意出多端口模型, 带箭头的线段表示薄板中的输入/

输出端口,   为端口中的波模式振幅, 绿色圆圈为弹性柱体,   为第   个柱体中的第   支波模式 (端口)的振幅;

(c) 弹性圆柱中可与薄板弯曲振动相耦合的 3支模式的形变示意图, 从左到右分别为两支剪切模 (标记为   和   )及一支伸缩

模式 (标记为   )

θi θr θt

a0 h0

dr x

rcy n hn

A±
1 , A±

2 , · · · , A±
6

k n H±
kn

Sx Sy

Lz

Fig. 1. (a) Schematic view of the structure for the metasurface,  in the left panel,  elastic rods (in green) are assembled symmetri-

cally on both side of the plate, arrows in color show the effect of deflecting a plane wave from     to     or     direction, the unit

cell of the structure is shown by a hollow box, the right panel shows the detailed structure of a single unit cell, the symbols   ,   ,

and    represent respectively the size of the unit cell in    direction, the thickness of the plate, and the distance between two rows

of cylinders. The radius of the cylinder is denoted by   , the height of the   -th pair of cylinders is denoted by   ; (b) top view

of the unit cell. The multi-port structural model is marked in deep color. The red lines indicate the ports in the plate. The amp-

litudes of the modes in these ports are denoted by    , respectively, circles in green are elastic cylinders, the amp-

litude of the    -th mode in the    -th cylinder is denoted by    ; (c) the deformation of three vibration modes in cylinders that

can couple with the flexural wave in thin plate, from the left to the right are the shear modes (   and   ) and longitudinal mode

(  ), respectively.
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a0 =
λ0

sin |θr, t|
超表面, 其周期应设为   , 相应的多端

口结构如图 1(b)所示.

A± =
(
A±

1 A±
2 A±

3 A±
4 A±

5 A±
6

)T
+(−)

在定义了多端口结构后, 接下来就可以确定结

构中的各个端口. 由于这一封闭结构可以通过薄板

和圆柱体中的波模式与外界交换波能量, 因此需要

分别在薄板及圆柱体中定义端口. 在薄板中, 由于

可能的衍射模式包括超表面两侧的 0阶和±1阶衍

射模式, 因此总共有 6个端口, 如图 1(b) 所示. 下

文中用  来

表示这些端口中的波模式幅度, 其中上标  分

别表示指向 (离开)多端口结构的传播模式.

x

Sx y Sy

z Lz

N

H± =
(
H±

1 · · · H±
3N

)T
+(−)

对于圆柱体内的端口, 由于每个圆柱体中共存

在 3个模式与薄板弯曲波耦合, 即位移沿  方向的

剪切模式  、位移沿   方向的剪切模式   , 以及

位移沿  方向的伸缩模式   , 其振动模式的形变

如图 1(c)所示, 因此每个圆柱体内共需定义 3个

端口. 对于一个包含有   个柱体的元胞, 我们用

 表示这些端口中的模式

幅度, 其中上标  同样表示指向 (离开)多端口

结构的传播模式 (需要指出的是, 圆柱体中还存在

第 4个固有模式, 即旋转模式 [54], 但由于此模式不

与薄板弯曲波耦合, 因此此处不予考虑).

根据以上定义, 多端口结构中波的散射行为可

以表示为 

A− = SAA+ + THH+, (1)
 

H− = TAA+ + SHH+. (2)

SA
ij (i, j = 1, 2, · · · , 6)

j

i TH
ik (i = 1, 2, · · · ,

6; k = 1, 2, · · · , 3N)

k i

在方程 (1)中, 矩阵元素  

表示当入射模式来自薄板的端口  时, 从薄板的端

口  中反射的反射系数. 类似地,  

 表示当入射模式来自圆柱体的

第  个端口时, 薄板端口  中透射模式的透射系数.

TA
kj (k = 1,

2, · · · , 3N ; j = 1, 2, · · · , 6)
j k

SH
mk (m, k = 1, 2, · · · , 3N)

k m

类似地, 在方程 (2)中, 矩阵元素  

 描述了当入射波来自薄

板的端口  时, 激发出圆柱体中第  个模式的透射

系数. 而  则表示当入射波

来自圆柱体中第  个模式时, 激发出圆柱体中第 

个模式的透射系数.

H+ = RH−

Rkm = rkδkm

对于圆柱体中的模式, 内向波和外向波可以通

过公式  进一步关联. 在圆柱体末端自

由的情况下, 各模式将分别被单独反射而不存在相

互耦合, 因此矩阵 R 的元素具有形式  ,

δkm

rk |rk|

|rk| ⩽ 1

其中  是克罗内克尔 delta函数. 需要指出的是,

原理上  的取值并不受限制, 其模值   可大于

1也可小于 1. 其中大于 1表示该模式在柱体的末

端有增益. 对于被动无源结构, 必须满足   ,

表示柱体中的波模式在其末端被反射时没有增益,

但可能有损耗. 将这一关联式代入方程 (2), 得到

方程:  (
R−1 − SH

)
H+ = TAA+. (3)

A+

A−

SA T H SH T A A+

hn (n =

1, 2, · · · , N) A−

可以发现, 方程 (1)和 (3)构成了一个线性方

程组, 应用这一方程组可在给定  的情况下求解

 . 因此通过求解这一线性方程组, 我们可以逆

向设计超表面结构. 具体而言, 首先需要确定散射

矩阵  ,    ,    和   , 然后在给定   的情况

下, 通过反复求解线性方程组, 寻找合适的 

 , 得到所需的  . 这一过程可以通过

优化算法来实现.

n

为了完成设计, 我们需要找到圆柱体中各个模

式的反射系数与圆柱体高度之间的关联. 由以上分

析可知, 每个圆柱体中有 3个端口, 这 3个端口中

的内向波与外向波间的关系依赖于该柱体的高度.

对于第  个圆柱, 由于各模式在柱体末端反射时没

有相互转换, 它们之间的关系可表示为 

H+
n = rnH

−
n , (4)

H±
n =

(
H±

xn H±
yn H±

zn

)T
n

Sx Sy Lz rn

式中,    ,  分别表示第  

个柱体中的  ,   及  模的幅度;   定义为 

rn =


ei(−2kxhn+φx) 0 0

0 ei(−2kyhn+φy) 0

0 0 ei(−2kzhn+φz)

 ,

(5)

hn n kx ky kz

Sx Sy Lz φx φy φz

φx,y = −π/2 φz = π
N H+ = RH−

H± =
[
H±

1 · · · H±
N

]
R = diag

(r1 · · · rN )

式中  表示第  个柱体的高度,   ,   和  分别

表示  ,    和   模式的波矢, 而   ,    和   则

分别表示这 3支模式在柱体末端反射时的相位突

变, 通过采用有限元方法对单个柱体的计算, 可

得  ,   
[55]. 按照以上表达式, 对于

包含  个柱体的结构, 在关系式   中,

各矩阵定义为  及  

 .

θr θt

E0 = 6.83× 1010 ρ0 = 2700

利用上述方法, 设计了将正入射平面波反射到

 方向或透射至  方向的超表面. 设定入射波的工

作频率为 5000 Hz. 薄板材料取为铝, 其杨氏模量

  Pa, 质量密度    kg/m3,
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ν0 = 0.33 h0 = 1

λ0 = 44.0

x

dr = 0.462λ0

rcy = 0.04a0

Ecy = 6.0× 108 ρ0 = 950

ν0 = 0.48

泊松比  . 取薄板厚度   mm, 对应其

中的弯曲波波长为   mm. 对于圆柱体的

设置, 将正、反表面上的两排圆柱沿  方向等间距

排列, 两排间相距为   , 每个圆柱的半

径取为  . 圆柱材料选取聚乙烯, 其杨氏

模量  Pa, 质量密度   kg/m3,

泊松比  .

θr = 60◦ rcy = 0.04a0

Sx Sy kx = ky =

143.8 Lz kz = 39.6

为获得圆柱中各个模式的波传播及在自由末

端的反射特性, 采用有限元方法进行数值计算. 在

 的时候, 对于   的圆柱体, 获得

其中的剪切振动模式  及   的波矢  

  m–1, 伸缩模式  的波矢   m–1.

hn∣∣A−
1

∣∣ ∣∣A−
4

∣∣
1.02λ0 < hn < 2.84λ0

采用 MATLAB中内带的遗传算法来寻求  

的最优值, 以最大化  (异常反射)或  (异常

透射)为优化目标. 优化过程中, 限制每个柱体的

高度取值范围为  . 其中, 下限

的设定是为了避免柱体与板接触界面处, 以及柱体

末端倏逝波的影响, 上限与下限高度之差约为柱体

Lz

2π
内压缩模式  波长的一半, 以使波模式在柱体中

来回反射时能获得最大  的相位增量.

θr, t = θr, t =

60◦ θr, t = 70◦

θr, t = 80◦

hn (n = 1, 2, · · · , N)

hn

h′
n

依上述方法, 我们设计了反射/折射角度分别

为  60°, 70°和 80°的 6种结构. 其中, 对于 

 和   结构, 每周期上、下表面各安装两

排、每排 4个弹性柱体 .  而对反射/折射角度为

 结构, 每周期在上、下表面各安装两排、

每排 6个弹性柱体. 该配置提供了足够的可调自由

度, 足以实现大衍射角情况下对波场的有效控制.

计算所得的  值如图 2(a)所示,

图中将靠近入射侧一排柱体的高度用  标记, 而

远离入射侧一排柱体的高度用  标记.

为了验证所设计结构的性能, 采用 COMSOL

Multiphysics软件进行三维有限元计算, 据此检查

了入射波与反射/透射波之间的能量转换效率. 结

果表明, 对于目标角度为 60°的反射结构, 效率达

到了 99.61%, 而透射结构的效率则为 99.64%. 需

要指出的是, 因为结构是关于薄板中面对称的, 所以

 





Max

-Max

异常透射60O 异常反射60O(b)(a)

周
期
边
界

周
期
边
界

薄板

PML

s

0








(c)

异
常
透
射

优化所得的n值

/0


 n/
 0


 n/
 0


n
/
 0


n
/
 0

3

-3

0

0

1.00.50
/0

1.00.50
/0

1.00.50

3

-3

异
常
反
射

60O 70O 80O

/0

3

-3

0

0

1.00.50
/0

1.00.50
/0

1.00.50

3

-3

θr, t = hn h′
n hn

h′
n θr, t = z

θr = 60◦ z

图 2    (a)优化得到的   60°, 70°, 80°结构的   和   值 (近入射侧一排柱体的高度标记为   , 远入射侧一排的柱体高度用

 标记); (b)   60°结构板中面散射波   分量位移实部的场分布图, 左侧子图对应于异常透射, 右侧子图对应于异常反射, 图

中白色箭头示意平面波的传播方向; (c)用于对比的基于 GSL的结构构型 (左)以及   结构的   分量反射位移场分布 (右)

hn h′
n θr, t =

hn h′
n

z θr, t =

θr = 60◦

Fig. 2. (a) The optimized   /   value for structures with   60°, 70° and 80°, the height of the cylinders in the row closed to

the incident side is denoted by   , while those in the other row is denoted by   ; (b) the field distribution of the real part of the

 -component displacement on the middle plane of the plate for the structure with    60°, the left and right panels correspond

respectively  to  the  anomalous  refraction  and  anomalous  reflection,  the  white  arrows  indicate  the  direction  of  the  plane  wave;

(c) configuration of the GSL structure for comparison (left) and the displacement field of the scattering wave for the structure with

  (right).

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 17 (2025)    174301

174301-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


z

不会出现 A0模式与 S0模式之间的转换, 这一结

论对于后面的聚焦结构同样成立. 图 2(b)展示了

这两种结构薄板中面上的  分量位移场分布, 其中,

左、右子图分别对应透射及反射情况. 对于 70°和

80°的反射结构 , 转换效率分别达到了 99.57%和

99.67%,  而折射结构的效率则分别为 99.61%和

99.64%. 这些结果证明了本文所设计的结构在波

前操控方面的高效性.

θr =

为了展示所提出的非局域设计相较于局域结

构的优越性, 我们还将上述异常反射超表面的结果

与对应基于 GSL的结构的结果进行对比. 对于基

于 GSL的结构, 当反射角分别为  60°, 70°, 80°

时, 计算得到的反射效率分别为 97.97%, 90.97%

和 56.42%. 对比结果表明, 在相同反射角条件下,

非局域设计的效率明显高于 GSL结构, 尤其是在

较大的偏转角情况下, 这一优势更为显著.

ws =
a0
12

− t t = 0.003a0

1.2λ0

π/6 x

θr = 60◦

在基于 GSL设计的结构中, 共用了 12个条状

薄板连接在半无限薄板的自由边缘作为实现所需

相位突变的结构单元. 每个条状薄板的宽度取为

 , 其中   代表相邻条状薄板

间的间隙. 所有条状薄板的长度设为   , 并通

过调整其质量密度, 以获得步长为  的沿  方向

上的相位梯度. 图 2(c)所示为基于 GSL的结构的

构型以及对应  结构在板中面上的 z 分量散

射位移场分布. 

3   平面聚焦超表面的设计

平面聚焦是调控薄板弯曲波的重要技术, 在能

量收集 [30] 和信号检测 [56] 等领域具有潜在的应用

价值. 但以往大多数此类超表面都是基于 GSL原

理设计的局域结构 [45–48]. 由于基于 GSL原理的超

表面在将入射波偏转至大角度方向时效率较低, 此

类聚焦结构难以有效地收集照射到超表面远端边

缘的波能量, 因此基于 GSL的超表面的聚焦效率

通常会随结构数值孔径的增大而显著下降. 因此,

有必要设计非局域聚焦结构以提高聚焦效率. 接下

来将展示如何使用基于多端口模型的设计方法来

设计这种结构.

本文所提出的超表面具有如图 3(a)所示结构.

该结构分别于薄板上、下表面对称地各安装两排弹

性柱体. 因为不考虑对称与反对称模式之间的转

换, 位于上、下表面对应位置上的圆柱体高度取为

x λ0

−a0
2

< x <
a0
2

a0 x

dr = 0.462λ0

(0, f) (0,−f)

完全相同, 以确保结构关于板中面对称. 在每一面

上, 圆柱体沿  轴等间距排列, 排列密度为每  长

度等间距地安装每排 3个弹性柱体. 所有柱体分布

于  之间, 此处   为超表面沿   方向

的长度. 两排圆柱体之间的间距取为  .

图 3(a)中用带箭头的线段示意该超表面的功能,

该结构用于将垂直入射的平面波聚焦到薄板中面

上的  或   处, 其中前者为反射式聚焦,

后者为透射式聚焦. 对于薄板及弹性圆柱体的材料

与参数, 我们仍取为与异常反射/透射结构相同的

设置.

A+ A−

H+ H−

hk (k = 1, 2, · · · , N) A+ A−

{hk}
|A−|

采用与第 2节相类似的方法构建一个多端口

模型. 对于薄板中的波, 将垂直入射平面波的振幅

表示为  , 而定义焦点处散射波的振幅为   .

对于弹性柱体, 仍沿用符号  和  来表示圆柱

体中的背向及面向多端口结构的模式幅度. 在这些

表述下, 同样可以用方程 (1)和 (3)来描述系统中

的波散射行为, 以及用方程 (4)来描述柱体中 3个

波模式在其末端的反射行为, 并由此建立起由柱体

高度  控制的   与   间的关

系. 然后通过优化算法获得最优   序列, 使得

 , 也就是焦点处波幅极大.

x = 0

{hk}
SA T H SH T A

对于我们所考虑的正入射平面波的情形, 因

为焦点设置于  平面上, 结构具有左右对称

性, 因此只需搜索一半的   值即可. 在采用有

限元方法计算散射矩阵  ,    ,    和   过程

中, 在结构的左、右和上、下边缘均设置完美匹配

层, 以消除反射波在计算边界上的影响, 如图 3(a)

所示.

a0 =

10λ0 20λ0

f = 2λ0 a0 = 10λ0

20λ0 N = 60 N = 120

NA=1/

√
1+(2f/a0)

2

a0 = 10λ0 a0 = 20λ0

据此方案, 我们分别设计了横向长度为  

 及   的用于反射和透射聚焦的 4种结构,

焦距均设为  .  按上述设置 ,    及

 的结构分别包含   及   个柱体 .

按数值孔径 (NA)的定义式  ,

对应  及   结构的数值孔径 NA

分别为 0.928和 0.980.

{hk}

hn h′
n

图 3(b)所示为 4种优化结构的  值, 在图

中的每个子图中, 近入射侧一排及远入射侧一排柱

体的高度分别用  及  给出.

rf = |As/Ai|2

为了验证聚焦效果, 对获得的结构进行有限元

数值验证. 图 4(a)为聚焦效果图. 图中给出的是散

射波强度相对于入射波强度的比值  的
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As Ai

a0 = 10λ0 20λ0

y = ±f rf

场分布, 式中  及  分别表示散射场及入射场在

板中面上振幅值. 图的上部与下部子图分别对应反

射与透射式聚焦, 而左部及右部子图则分别对应长

度为  和   的结构. 此外, 为显示更多

细节, 图 4(b)中绘制了焦平面 (  )上的  

|x| ⩽ 1.5λ0值, 其中  . 从这些图中可以清楚地看到,

所有 4种结构的聚焦效果都非常显著.

rf rff

η

为了评估聚焦性能, 从计算结果中提取了 3个

关键参数: 即焦点处的  值 (表示为  ), 焦平面上

主峰半高宽 HWMP,  以及聚焦效率   .  其中 ,
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图 3    (a)平面聚焦超表面的俯视图 , 结构由对称在薄板的正、反两表面上分别安装两排间距为   的弹性柱体 (标注为绿色圆

圈)构成, 两排弹性柱体均等间距地分布于   间,   ,   为反射、透射式聚焦的焦点坐标 (薄板中面上), 图

中带箭头的线段示意了波传播的轨迹; (b)优化得到的构成超表面圆柱体的高度, 其中   为近入射侧一排柱体的高度,   为远

入射侧一排柱体的高度. 左、右两列子图分别对应于   和   的结构, 上、下两行子图分别对应于反射及透射式

聚焦结构

dr −
a0

2
< x <

a0

2
(0, f) (0,−f)

hn h′
n

a0 = 10λ0 20λ0

Fig. 3. (a) Top view of the planar focuser. The structure is constructed by symmetrically assembling two rows of cylinders with a

space of     on each surface of the thin plate, on each surface, the elastic cylinders are arranged equidistantly in    ,

  and     are the focal point of the reflection-type and refraction-type structure, arrows indicate the wave propagation

trajectories; (b) the optimized height of the elastic cylinders for the structure, the height of the cylinders in the row closed to the in-

cident side is denoted by    , the ones in the other row is denoted by    , panels on the left (right) -hand side are for structures

with    (  ), panels on top (bottom) are for reflection (refraction) -type structures.
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rf

η =∫ x2

x1

IS(x)dx
/∫ a0/2

−a0/2

I0(x)dx IS I0

HWMP定义为图 4(b)中   下降到主峰最大值

一半时主峰的宽度;  而聚焦效率定义为  

 , 式中  ,   分别为散

x1 x2

射波和入射波的局部能流密度沿 y 方向的分量,

 ,    分别为主峰的左右边缘, 其位置如图 4(b)

的左上部子图中的标注所示. 对于所有 4种结构,

这些值分别列于表 1中.
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图 4    (a)平面聚焦超表面在垂直入射平面波下的散射波强度场分布, 该场值由   定义, 其中   和   分别为散射波

和入射波的振幅; (b)焦平面上的   值分布, 图中仅显示了   区域中的值, 左上子图中的   和   示意出了主峰的边缘

rf = |As/Ai|2 As Ai rf

|x| ⩽ 1.5λ0

x1 x2

Fig. 4. (a) Field distribution of the scattered wave from the planar focuser under the normally incident plane wave. The fields value

is defined by    ,  where     and     are the amplitudes of the scattered and incident waves, respectively; (b) the   

values  along  the  focal  plane,  only  the  value  in  region      is  shown.  In  the  top-left  panel,  edges  of  the  main  peak  are

marked by    and   .
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rff

η

表 1    4种不同结构的数值孔径 (NA) 、焦点处强度比

(  )、焦平面上主峰的半高宽 (HWMP), 以及聚焦效

率 (  )

rff

η

Table 1.    Numerical aperture (NA), intensity ratio at the

focal  point  (  ),  half  height  width  of  the  main  peak  on

the  focal  plane  (HWMP),  and  focusing  efficiency  (  )  for

four different structures.

聚焦类型 横向长度 NA rff HWMP η/%

反射式 10λ0 0.928 29.92 0.372λ0 64.36

反射式 20λ0 0.980 48.01 0.375λ0 48.97

透射式 10λ0 0.928 23.66 0.396λ0 67.82

透射式 20λ0 0.980 38.59 0.414λ0 67.71
 

a0 = 10λ0 a0 = 20λ0

ϕ (x) =

(2π/λ0)
(√

x2 + f2 − f
)

ws =
λ0

10
− t t = 0.0048λ0

为了显示非局域结构相较基于 GSL的结构的

优势, 我们还设计了基于 GSL的、横向长度分别为

 和  的反射式聚焦透镜. 为实现

基于 GSL的结构中所需的相位梯度分布  

 
[46], 采用连接到薄板自由

边界的条状薄板作为基本构成单元. 这些条状薄板

的宽度均取为  , 其中  为条

1.2λ0

板之间的间距, 所有条状薄板的厚度均取与薄板相

同, 长度均为  , 整体结构构型与图 2(c)相似.

每个单元所需获得的相位延迟通过调整其质量密

度来控制.

a0 = 10λ0

a0 = 20λ0

η =

a0 = 20λ0

数值仿真结果表明, 对于长度为   和

 的基于 GSL的结构, 其聚焦效率分别为

  57.20%和 31.35%. 可以看到, 这些结果相较

于非局域结构都要低. 特别地, 对于  , 基

于 GSL结构的效率下降更为明显, 说明在大数值

孔径下, GSL结构收集照射到结构边缘处能量的

能力变得更差.

a0 = 10λ0

λ

η rff λ/λ0

λ = λ0

为了检查基于这种方法所设计结构的频带宽

度, 我们还计算了上述   的反射式聚焦结

构在不同入射波长  下的聚焦效率. 图 5展示了聚

焦效率  和焦点处反射波强度比  随  变化的

函数关系. 从图 5可以看出, 由于该结构仅针对

 设计, 其工作带宽相对较窄. 

4   结　论

本研究将基于多端口模型的超表面设计方法

拓展应用于薄板弹性波的非局域超表面设计. 以面

向薄板弯曲波调控的异常反射/透射超表面和平面

聚焦超表面的设计为例, 展示了这一设计方法的高

效性. 数值结果表明, 本文所设计的非局域超表面,

理论上可实现近于完美的大角度异常反射及异常

透射. 在平面聚焦结构的设计上, 采用这一方法设

计的非局域超表面聚焦性能要明显优于对应的基

于 GSL原理设计的结构, 这一优势对于大数值孔

径结构表现得尤为明显. 这项工作不仅给出了两种

在传感、能量收集等领域具有潜在应用价值的高效

非局域超表面结构, 还为弹性波非局域超表面设计

提供了一种有效的方法.
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Abstract

Recent development of metasurfaces indicates that achieving high efficiency requires nonlocal designs where

the coupling between constituent units is fully considered. However, most metasurfaces for elastic waves are still

designed as local  structures based on the Generalized Snell’s  Law (GSL),  which ignores the coupling between

sub-units, thus often resulting in low efficiency. In order to design nonlocal structures for flexural wave in thin

elastic  plate,  a  previously  proposed  method  based  on  the  multi-port  structural  model  (MPSM)  for  acoustic

metasurfaces  is  extended in  this  work.  Using this  method,  anomalous  reflector  and anomalous  refractor,  each

with a large diffraction angle and planar focuser with large numerical aperture for flexural waves in thin elastic

plates, are designed.

　　As the  first  example,  an  anomalous  reflector  or  anomalous  refractor  for  flexural  wave  on  an  infinite  free

thin elastic plate with elastic cylinder pairs assembled symmetrically on both surfaces is considered. The design

target is to optimize the heights of the cylinder pairs, by which anomalous reflection or refraction for flexural

wave in plate can be realized. It is shown that by modelling the structure as an MPSM, configurations with the

desired functionalities can be efficiently determined. The three dimensional finite element simulations show that

even for structures with a deflection angle as large as 80°, the proposed anomalous reflectors and refractors can

achieve near-unity efficiency.

　　By the same method,  a  planar  focuser  is  further  designed.  It  is  shown that  by optimizing the heights  of

each cylinder pair, the normally incident flexural wave can be focused on the incident side or the transmitting

side  of  the  metasurface  with  arbitrary  focal  length.  It  is  found  that  the  focusing  efficiency  of  our  nonlocal

designs  is  significantly  higher  than  that  of  their  GSL-based  counterparts,  particularly  for  the  structures  with

numerical apertures approaching unity.

　　This work not only presents an effective design method for nonlocal metasurfaces of flexural waves in thin

elastic  plates,  but  also  provides  two  efficient  nonlocal  structures  with  broad  application  prospects  in  sensing,

energy harvesting, and other fields.

Keywords: flexural  wave  in  thin  plate,  nonlocal  metasurface,  multi-port  structural  model,  anomalous
reflection, planar focusing
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