
 

标量-拉曼复合光晶格中超冷原子的拓扑性质*
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采用虚时演化法求解拉曼光晶格的平均场 Gross-Pitaevskii方程, 基于其基态波函数, 研究该模型中超冷

原子的拓扑性质. 研究发现光晶格深度和原子间相互作用强度的竞争导致了丰富的基态结构相图. 当只有标

量光晶格存在时, 超冷原子在实空间没有涡旋产生, 在动量空间表现为拓扑平庸的密度峰; 当只有拉曼光晶

格存在时, 超冷原子在实空间出现大小相同的涡旋; 当标量光晶格和拉曼光晶格共同作用时, 超冷原子在实

空间出现大涡旋和小涡旋, 正反涡旋交错排列, 在动量空间出现具有拓扑非平庸相位的衍射峰, 在自旋表象

中产生半量子化的斯格明子晶格.
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 1   引　言

激光冷却与原子囚禁技术的重大突破, 为成功

实现玻色-爱因斯坦凝聚 (BEC)和超冷费米简并

提供了可能. 自 1995年, 美国物理学家首次在稀

疏的 87Rb原子气体中观察到 BEC现象 [1,2] 以来,

超冷原子在物理学领域发展迅速, 并且仍在不断扩

展. 作为超冷原子的一种重要调控手段, 光晶格特

别是拉曼光诱导的光晶格技术 [3], 因其具有高度人

为可控、多自由度的特性, 广泛应用于物理和化学

等诸多领域, 为研究各种有趣的物理特性和丰富的

非线性动力学现象提供了新的平台. 在传统的固体

材料中, 拓扑相往往受到材料本身性质的限制, 难

以自由调控, 而在拉曼光晶格系统中, 通过合成人

工自旋-轨道耦合 (spin-orbit coupling, SOC), 人们

可以更加灵活地控制体系的参数, 进而实现超越自

然条件的拓扑相.

人工合成自旋-轨道耦合规范场的方案有很多

种, 其中包括拉曼双光子跃迁方案 [4]、激光辅助隧穿

方案 [5]、周期性驱动光晶格方案 [6]、梯度脉冲方案 [7,8]、

光钟晶格方案 [9] 等. 其中, 拉曼光晶格是既可以约

束原子运动, 又可以诱导拉曼耦合的光晶格, 不仅在

合成自旋-轨道耦合方面具有显著优势, 而且拓展

了拉曼光晶格的应用范围, 可以通过其实现各类拓

扑物相的调控. 2016年, 基于北京大学刘雄军课题

组 [10] 提出的“拉曼光晶格量子系统”, 中国科学技

术大学潘建伟、陈帅等组成的实验组 [11] 在发展对

于激光和磁场精密操控的技术基础上, 原子在光晶

格中发生自旋翻转和量子隧穿, 实现了玻色子的二

维自旋-轨道耦合, 基于该二维拉曼光晶格模型, 揭

示出拉曼光晶格中超冷原子在动量空间拓扑非平

庸的性质, 这一关键性突破对促进新奇拓扑量子物

态的研究, 推动人们对物质的深入理解, 在超冷原子
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模拟拓扑量子材料方面取得重要进展. 2021年, 该

联合研究团队 [12] 进一步提出一种调控普通光晶格

和拉曼光晶格相对转角的方法, 在国际上首次实现

了三维人工自旋-轨道耦合, 并构造出仅有一对外

尔点的最基本外尔半金属, 为冷原子体系研究外尔

物理中的新奇现象打开了新的方向. 至此“拉曼光

晶格量子系统”成为超冷原子基于高维自旋-轨道

耦合开展拓扑相量子模拟的主要方案.

在先前的研究中, 关于拉曼光晶格中超冷原子

的基态拓扑性质大多是在动量空间进行研究 [10–12].

然而, 实空间的研究对于全面理解超冷原子在拉曼

光晶格中的行为同样重要. 本文针对拉曼光晶格中

超冷原子在实空间的基态密度分布、相位分布和基

态自旋结构进行研究, 进一步揭示其实空间基态拓

扑性质. 有望与动量空间的波函数进行对比分析,

这对超冷原子带来的新奇量子化现象有更广泛和

深入的认识, 展示其更加深层次的物理机制.

 2   理论模型

冷原子与激光诱导的人造 SOC相互作用为探

索量子现象提供了一个理想平台. 利用两束光同时

产生晶格势和拉曼势来实现二维 SOC, 其哈密顿

量为 [11]
 

H =

[
ℏ2k2

2m
+ Vlatt

]
⊗ I +Mx (x, z)σx

+My (x, z)σy +mzσz, (1)

ℏ
k I

σx,y,z mz

Vlatt

(1)式对玻色和费米原子都是适用的. 这里,   为约

化普朗克常数;   表示波矢量;   是 2×2的单位矩

阵;   表示自旋 1/2的泡利矩阵;   为可调拉

曼常数;   为普通的标量晶格势, 表示 xz 平面中

的晶格势, 其表达式为 

Vlatt(x, z) = V0xcos2 (k0x− φL/2)

+ V0zcos2 (k0z − φL/2) , (2)

φL = k0L k0 = ω1/c ω1式中, 相位   , L 为总光程;    ,   

为单一入射光圆频率, c 为光速; V0x, z 为自旋不依

赖势. 拉曼势实部、虚部分别表示为 

Mx(x, z) =Mx −Mx cos (δφL) ,

My(x, z) =My sin (δφL) , (3)

Mx/y =M0x/y cos (k0x/z − φL/2) sin(k0z/x−
φL/2) M0x/M0y= Ē1xĒ2z/

(
Ē1zĒ2x

)
Ē1x/z,

Ē2x/z δφL = π/2

式中,   

 ,    , 其中  

 代表沿 x, z 方向光 1, 2的振幅. 当  ,

L = 1.5 m, 二次量子化的哈密顿量为 

 

H =

∫ (
ψ̂†
↑(r) ψ̂†

↓(r)
)( h0 +mz Mx − iMy

Mx + iMy h0 −mz

)(
ψ̂↑(r)

ψ̂↓(r)

)
dr, (4)

h0 = − ℏ2

2m
∇2 + V (r) ψ̂↑ (r) ψ̂↓ (r)式中,   ;   ,   表示自旋向上、向下的场算符. 通过变分过程得到了自旋向上

和自旋向下的非线性 Schrödinger方程为 

iℏ
∂ψ↑

∂t
=

[
− ℏ2

2m
∇2 + V + δ + g11|ψ↑|2 + g12|ψ↓|2

]
ψ↑ +Mψ↓,

iℏ
∂ψ↓

∂t
=

[
− ℏ2

2m
∇2 + V − δ + g21|ψ↑|2 + g22|ψ↓|2

]
ψ↓ +M∗ψ↑. (5)

− ℏ2

2m
∇2 V = V0

[
sin2 (k0x) + cos2 (k0y)

]
M =M0 [cos (k0x) sin (k0y)− i sin (k0x) cos (k0y)]

V0x =

V0z = V0 M0x =M0z =M0 g11/21|ψ↑|2

g12/22|ψ↓|2 gij

δ

即 Gross-Pitaevskii  (GP)方程 [13].  式中 ,  第 1项

 为动能项;  

和 

分别为标量、拉曼光晶格势, 其中, 设标量势 

 , 拉曼势   ;    和

 为相互作用项,   表示原子间的相互作

用强度, i 和 j 相同时表示相同自旋原子, i 和 j 不

同时表示不同自旋原子;   表示沿 z 方向加上拉曼

场后自旋向上和自旋向下的能量劈裂后与原能量的

∑
σ

∫
|ψσ|2dr=N.差值. 方程 (5)满足归一化条件为 

该式表示自旋向上和自旋向下的所有粒子对全空

间的概率积分, N 为粒子总数.

ψσ(r, t) = φσ(x, y, t)χ(z)

为使研究的物理问题大大简化, 我们通常将三

维问题约化为二维进行处理, 从而达到简化计算的

目的. 因系统中 z 方向超冷原子没有复杂的动力学

行为, 假设 z 方向束缚很强, 把系统压成薄饼状,

研究二维模型, 原来的三维波函数可分离变量, 即

 , 进而得到最简形式的二
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维约化 GP方程: 

iℏ
∂φ↑

∂t
=

[
− ℏ2

2m
∇2 + V + δ

]
φ↑

+
[
ηg11

∣∣φ↑
∣∣2 + ηg12

∣∣φ↓
∣∣2]φ↑+Mφ↓,

iℏ
∂φ↓

∂t
=

[
− ℏ2

2m
∇2 + V − δ

]
φ↓

+
[
ηg21

∣∣φ↑
∣∣2 + ηg22

∣∣φ↓
∣∣2]φ↓+M

∗φ↑, (6)∑
σ
|φσ|

2dxdy = N.式中, 波函数满足归一化条件 

η

我们比较二维约化前后方程 (5)和 (6)可以看

出, 形式上, 方程只是在相互作用参数上乘了约化

系数  , 相当于引入一个有效相互作用系数. 在实

际的数值计算中, 考虑到方程 (6)中的质量、相互

作用系数以及普朗克常数等参数的计算非常繁琐,

为了更清晰简洁地求解方程, 通常通过参数变换对

原方程做无量纲化处理, 然后对无量纲化以后的方

程进行求解, 最后再将得到的解通过参数逆变换返

回到初始的物理问题 [14].

引入如下的无量纲化参数: 

ah =
1

k0
, x = ahx̃, y = ahỹ,

φ̄ =

√
N

ah
ψ̃, t =

ℏ
Er
t̃,

Er =
ℏ2k20
2m

, V = ErṼ , V0 = ErṼ0,

δ = Erδ̃, M = ErM̃, M0 = ErM̃0,

η−1 =

√
ℏ

mωz
, βij = 8πNηgij , (7)

k0 Er其中,    表示激光波矢,    表示激光碰撞原子的

反冲能量, 将上述无量纲化参数代入方程 (6), 并

将所有参数上的波浪线去掉, 得到原方程的无量纲

化形式为 

i
∂ψ↑

∂t
=
[
−∇2 + V + δ

]
ψ↑

+
[
β11|ψ↑|2 + β12|ψ↓|2

]
ψ↑ +Mψ↓,

i
∂ψ↓

∂t
=
[
−∇2 + V − δ

]
ψ↓

+
[
β21|ψ↑|2 + β22|ψ↓|2

]
ψ↓ +M∗ψ↑, (8)∑

i
|ψi|2dxdy = 1.式中, 波函数满足归一化条件 

由于非线性薛定谔方程很难求解出其精确解,

故采用数值计算的方法来求解 [15,16]. 而基于 GP方

it→ τ

τ → ∞

程来求解系统基态, 其中非常有效的方法就是虚

时演化法,  将原来的 GP方程中的时间用虚时

间代替, 即令  , 选择任意的初始化波函数代

入方程进行数值演化, 并在每一个时间步上对波

函数进行归一化. 理论上当   时 (实际计算

时只需时间足够长), 波函数就会收敛到系统的

基态 [14].

 3   数值结果

δ = 0.01

V0 M0

V0 = 7 M0 = 0 V0 = 0

M0 = 5 V0 = 7 M0 = 5

g22

通过虚时演化法求解 GP方程, 可得到体系基

态、激发态的密度分布图、相位分布图和自旋分布

图等, 本文固定参数  , g11 = 400, g12 = g21 =

300. 通过调节参数标量势、拉曼势 (  ,   )发现标

量光晶格 (  ,   )、拉曼光晶格 (  ,

 )以及它们共同作用 (  ,    )时

所产生的基态拓扑性质; 通过调节相互作用常数

 研究相互作用对其拓扑性质的影响.

 3.1    实空间的基态密度分布和相位分布

当只有标量光晶格时, 自旋向上、向下的原子

密度分布如图 1(a), (c)所示, 均呈现规则的周期

性晶格结构, 均匀分布在光晶格格点位置; 自旋向

上、向下相位如图 1(b), (d)所示分布均匀, 无涡旋

产生. 当只有拉曼光晶格时, 如图 1(g)所示, 自旋

向下的原子密度分布占据主导地位, 显著高于自旋

向上分量, 其相位分布如图 1(h)所示, 分布均匀,

无涡旋产生; 自旋向上原子密度如图 1(e)所示, 产

生大小相同的涡旋, 其相位分布如图 1(f)所示, 正

涡旋和反涡旋交错排列. 当拉曼光晶格和标量光晶

格共存时, 自旋向上的原子密度分布如图 2(a)所示,

与只有拉曼光晶格不同, 出现了大涡旋和小涡旋, 其

相位分布与图 2(b)对应, 研究发现小涡旋沿逆时针

旋转, 大涡旋沿顺时针旋转, 大小涡旋交错排列 [17];

自旋向下的密度分布如图 2(c)所示, 与图 2(a)相

比, 两个图对应互补, 其相位分布如图 2(d)所示,

原子相位分布均匀, 无涡旋产生.

需要说明的是, 在传统的超冷原子系统, 例如

没有光晶格或只有标量光晶格的情况下, 系统的基

态 (能量最低态)没有涡旋, 表现出拓扑平庸的结

构, 如图 1(a)—(d)所示. 涡旋在这类系统中只有

通过激发才能产生, 具有比基态更高的能量, 因而

是一种激发态. 但是先前的研究表明, 在具有自旋-
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轨道耦合的系统中, 超冷原子系统的能量最低态在

某些特定的参数区域表现为涡旋态 [18–21]. 这可以

归因于原子的自旋、轨道以及原子间相互作用的耦

合效应. 本文所讨论的拉曼光晶格实际上实现了一

种有效的二维自旋-轨道耦合 [12], 因而在该系统中

得到了拓扑非平庸的涡旋基态.
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图 1    当只有 (a)—(d)标量势 (V0 = 7, M0 = 0)或 (e)—(h)拉曼势 (V0 = 7, M0 = 5)时 , 实空间 ((a), (c), (e), (g))密度分布图和

((b), (d), (f), (h))相位分布图, 其中 (a), (b), (e), (f)自旋向上; (c), (d), (g), (f)自旋向下

Fig. 1. Distribution of density ((a), (c), (e), (g)) and phase diagram ((b), (d), (f), (h)) in real space when there is only (a)–(d) scal-

ar potential (V0 = 7, M0 = 0) or (e)–(h) Raman potential (V0 = 7, M0 = 5): (a), (b), (e), (f) Spin-up; (c), (d), (g), (f) spin-down.
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图 2    当标量 -拉曼势并存 (V0 = 7, M0 = 5, g22 = 400)时 , 实空间密度分布图 (左)和相位分布图 (右)　(a), (b)自旋向上 ; (c),

(d)自旋向下

Fig. 2. Distribution of density (left) and phase diagram (right) in real space when scalar-Raman potential coexists (V0 = 7, M0 = 5,

g22 = 400): (a), (b) Spin-up; (c), (d) spin-down.
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 3.2    动量空间波函数分布

3.1节根据超冷原子在实空间的密度分布图和

相位分布, 分析了其拓扑性质, 通过对比发现标量

和拉曼光晶格共存时, 体系呈现显著拓扑非平庸

性. 在本节我们只研究标量和拉曼光晶格共存时,

动量空间波函数的实部和虚部分布情况, 分析超冷

原子在动量空间的基态拓扑性质.

V0 = 7 M0 = 5

π/2

当  ,    , 标量势和拉曼势共存时,

自旋向上如图 3(a), (b)所示, 体系进入拓扑非平

庸态, 由于原子在光晶格中近邻隧穿行为, 在动量

空间波函数分布图中, 出现了一级衍射峰和二级衍

射峰, 波函数动量主要分布在 (1, 1), (–1, 1), (–1,

–1), (1, –1) 4个点上 , 4个点分别位于第一、二、

三、四象限, 相差  个相位, 因实空间有涡旋的产

生, 故动量不为 0. 如图 3(c)所示, 自旋向下的波

函数实部动量为 0, 处于静止状态, 图 3(d)虚部相

对于图 3(c)实部来说可忽略, 无显著的相位调制. 对

比图 3(e)—(h)(V0 = 15, M0 = 9)与图 2(a)—(d),
拉曼势和标量势显著增加, 具有相位调制的衍射峰

更多更明显.

 3.3    原子间相互作用的影响

通过调节相互作用可以选择让哪个分量有涡

旋的产生, 例如自旋向上的相互作用与自旋向下的

相互作用相比, 自旋向上的相互作用更强或者相同

δ时, 因有  的影响, 会产生能量差, 使自旋向下的粒

子更多, 而涡旋在粒子数少时更容易产生, 旋转时

有角动量, 会贡献能量, 故涡旋在自旋向上的分量

产生, 如图 2(a), (b)所示; 相反当自旋向下的相互

作用更强时, 自旋向上的粒子更多, 涡旋在自旋向

下的分量产生, 如图 4所示. 我们通过调节相互作

用参数 g22 = 600, 其余参数与图 2相同, 图 4的自

旋向下的相互作用参数 g22 比自旋向上的相互作用

参数 g11 强. 图 4与图 2相比, 自旋向上密度分布

图 4(a)与自旋向下密度分布图 4(c)发生调换, 自

旋向上相位分布图 4(b)和自旋向下相位分布图 4(d)

发生调换, 自旋向下有大小涡旋的产生, 正反涡旋

交错排列, 相反自旋向上的相位分布均匀, 无涡旋

产生.

 3.4    自旋结构和基态拓扑性质

涡旋的产生往往伴随着自旋纹理结构的形成,

标量势和拉曼势共同作用时, 根据其自旋结构分布

图, 发现了拓扑荷为+1/2和–1/2的半量子数斯格

明子 (half-skyrmion)构成的晶格结构, 类似的自

旋纹理结构在旋转的超冷原子气体中也被实现过.

半量子数的斯格明子也叫半子, 斯格明子是一种拓

扑准粒子, 最早是由英国物理学家 Tony Skyrme

在场论中提出的数学概念, 后来被广泛应用于物理

学的各个领域 [22–25]. 在二维磁性系统中拓扑荷密
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图 3    (a)—(d) V0 = 7, M0 = 5以及 (e)—(h) V0 = 15, M0 = 9情况下动量空间波函数分布图　(a), (e)自旋向上的波函数实部分

布图; (b), (f)自旋向上的波函数虚部分布图; (c), (g)自旋向下的波函数实部分布图; (d), (h)自旋向下的波函数虚部分布图

Fig. 3. Distribution diagram of momentum space wave function when (a)–(d) V0 = 7, M0 = 5 and (e)–(h) V0 = 15, M0 = 9: (a),

(e) Spin-up distribution of the real part of the wave function; (b), (f) spin-up imaginary distribution of wave functions; (c), (g) spin-

down distribution of the real part of the wave function; (d), (h) spin-down imaginary distribution of wave functions.
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度用于描述斯格明子的拓扑性质 [26,27], 其表达式: 

q =
1

4πS ·
(
∂S

∂x
× ∂S

∂y

)
, (9)

S = (Sx, Sy, Sz) |S| = 1其中   (  )为自选矢量场, 其

定义为 

S = ψTσψ. (10)

图 5与图 2参数相同, 对比图 2(a), (c)的密度分

布可发现, 在坐标 (–4.6, 4.6)位置处, 粒子处于自

旋向下, 相应图 5(a)在该点的自旋结构是蓝色箭

头, 表示自旋向下, 对应图 5(b)在该点处的拓扑荷

也为负值, 值得注意的是, 这一点周围的箭头为绿

色, 表示自旋极化强度为零. 这一现象对应图 2(a),

(c)中该位置两种情况: 要么同时存在自旋向上和

自旋向下粒子互相抵消, 要么该位置完全不存在任

何自旋极化的粒子. 对比图 5(a), (b)看出, 当拓扑

荷为正值时, 相应自旋结构图箭头从中心向外发
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图 4    标量 -拉曼势并存 (V0 = 7, M0 = 5, g22 = 600)时 , 实空间密度分布图 (左 )和相位分布图 (右 )　 (a), (b)自旋向上 ; (c),

(d)自旋向下

Fig. 4. Distribution of density (left) and phase diagram (right) in real space when scalar-Raman potential coexists (V0 = 7, M0 = 5,

g22 = 600): (a), (b) Spin-up; (c), (d) spin-down.
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Fig. 5. (a) Spin structure distribution diagram; (b) topological structure distribution map.
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散, 形如正电荷的场强分布; 当拓扑荷为负值时,

相应自旋结构图箭头指向中心, 形如负电荷的场强

分布.

Q=

∫∫
qdxdy对拓扑核密度 (9)式进行空间积分  ,

如图 5(b)所示, 可发现拓扑荷有正有负, 正区域积

分为+1/2, 负区域积分为–1/2, 对整个空间积分得

到的总拓扑荷为 0. 当取绝对值计算时, 研究发现

每一个半子正好携带+1/2拓扑荷, 而每一个反半

子携带–1/2的拓扑荷.

 3.5    稳定性分析

为了验证我们所发现的涡旋态的稳定性, 通过

实时间动力学求解 GP方程, 通过数值计算了系统

波函数随时间的演化. 结果表明, 我们所发现的这

些具有非平庸拓扑的涡旋结构, 在长时间动力学演

化时表现出很好的稳定性. 特别地考虑了图 2中表

示的标量光晶格和拉曼光晶格共同作用 (相同参

数)导致的涡旋态随时间演化的情况. 研究发现经

过长时间演化, 该涡旋态的结构没有发生明显改

变, 如图 6(a)所示. 与此同时, 我们计算了系统能

量随时间的演化, 从图 6(b)可以看出, 系统的能量

也保持守恒.

 4   结　论

本研究采用虚时演化方法求解Gross-Pitaevskii

方程, 对二维拉曼光晶格体系进行系统研究. 通过

分析超冷原子在实空间的密度与相位分布, 发现当

标量光晶格与拉曼光晶格共同作用时, 系统会自发

形成涡旋阵列, 其中小尺寸涡旋呈逆时针旋转, 大

尺寸涡旋呈顺时针旋转, 且正反涡旋在空间上呈现

规律性交错排列.

在动量空间的研究表明, 体系波函数具有非平

庸的拓扑相位结构. 随着标量势与拉曼势的增强,

相位调制导致的衍射峰数量显著增加且特征更为

明显. 在自旋空间, 这种拓扑非平庸性体现为半量

子化的斯格明子晶格: 拓扑荷为正的半斯格明子呈

现辐射状发散结构, 而拓扑荷为负的则表现为向心

聚拢结构. 通过拓扑荷密度的空间积分及绝对值计

算, 我们定量确定每个正/反半斯格明子分别携

带±1/2的拓扑荷.
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图 6    (a)实空间密度分布图和 (b)能量随时间演化图 (其中 V0 = 7, M0 = 5, g22 = 400)

Fig. 6. Distribution of density (a) and energy evolution diagram over time (b) in real space (V0 = 7, M0 = 5, g22 = 400).
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Ground state topological properties of ultracold atoms in
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Abstract

The ground-state topological  properties  of  ultracold atoms in composite scalar-Raman optical  lattices  are

systematically investigated by solving the two-component Gross-Pitaevskii equation through the imaginary time

evolution method. Our study focuses on the interplay between scalar and Raman optical lattice potentials and

the  role  of  interatomic  interactions  in  shaping  real-space  and  momentum-space  structures.  The  competition

between lattice depth and interaction strength gives rise to a rich phase diagram of ground-state configurations.

In the absence of Raman coupling, atoms in scalar optical lattices exhibit topologically trivial periodic density

distributions without forming vortices. When only Raman coupling exists, a regular array of vortices of equal

size will appear in one spin component, while the other spin component will remain free of vortices. Strikingly,

when scalar and Raman lattices coexist, the system develops complex vortex lattices with alternating large and

small  vortices  of  opposite  circulation,  forming  a  staggered  vortex  configuration  in  real  space.  In  momentum

space,  the  condensate  wave  function  displays  nontrivial  diffraction  peaks  carrying  a  well-defined  topological

phase structure, whose complexity increases with the depth of the optical potentials increasing. In spin space,

we observe the emergence of a lattice of half-quantized

skyrmions (half-skyrmions), each carrying a topological

charge  of  ±1/2.  These  topological  textures  are

confirmed  by  calculating  the  spin  vector  field  and

integrating  the  topological  charge  density.  Our  results

demonstrate how the combination of scalar and Raman

optical lattices, together with tunable interactions, can

induce nontrivial  real-space spin textures and momen-

tum-space  topological  features.  These  findings  offers

new  insights  into  the  controllable  realization  of  topo-

logical quantum states in cold atom systems.

Keywords: Raman  optical  lattice,  ultracold  atom,  mean  field  Gross-Pitaevskii  equation,  imaginary  time
evolution method
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