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硅基纳米结构中杂质原子量子点阵列因其在量子计算、量子模拟等领域的巨大应用潜力而备受关注. 基

于线形、环形和网状等不同几何结构排列的量子点阵列因拓扑特性的差异以及长程库仑相互作用的影响, 展

现出各异的电子输运特性. 同时, 通过调控电子隧穿和波函数相位相干性, 可以深刻影响电子的跃迁输运行

为. 本文致力于构建硅基纳米结构中杂质原子量子点阵列的通用 Fermi-Hubbard模型, 探讨量子点分布的几

何构型对电子的跃迁输运行为的调控机制. 特别以环形量子点阵列为例, 深入分析了不同几何结构和电子跃

迁模式下的电子添加能谱与电导特性, 揭示了在位电子库仑排斥能、位间电子库仑排斥能、电子-离子实长程

库仑吸引能与量子点耦合对电子跃迁行为的影响, 为理解量子点阵列几何分布对跳跃电子输运特性的调控

机制提供了基本理论框架.
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 1   引　言

量子点阵列作为一种人工量子系统, 因其独特

的电子结构和可调控性, 在量子计算、量子模拟以

及纳米电子学等领域展现出巨大的应用潜力. 近年

来, 随着微纳加工技术的不断进步, 杂质原子量子

点阵列的制备和操控技术取得了显著进展 [1,2]. 硅

中杂质原子在低维纳米局域空间内可以形成量子

点阵列, 其电子态的离散能级和库仑相互作用使其

成为研究强关联电子系统和量子多体物理的理想

平台, 为实验研究和理论探索提供了新机遇.

在理论研究方面, Hubbard模型 [3] 因具有简

洁性和普适性, 被广泛用于描述量子点阵列中的电

子行为 [4], 通过考虑局域库仑相互作用和电子跃迁,

能够有效地捕捉量子点阵列中的基本物理现象, 如

量子相变、电荷密度波和量子纠缠等. 然而, 传统

的 Hubbard模型由于对量子点阵列几何特征依赖

的位间库仑相互作用缺乏描述, 以及电子的长程跃

迁行为欠缺考虑, 导致其不能对复杂几何结构和复

杂跃迁模式下量子点阵列的电子的输运特性进行

描述. 实际上, 量子点阵列的几何结构和电子跃迁

模式对其电子输运性质有着深远的影响. 线形、环

形和方形等不同的几何结构的量子点阵列, 展现出

不同的电子跃迁输运行为. 线形结构的量子点阵列

因其简单的拓扑结构, 通常表现出两组对称的量子

电导峰包络 [5]. 然而, 环形量子点阵列由于其周期

性边界条件, 展现出独特的电子态简并性和拓扑特

性. 这些简并态在垂直于环平面的磁场作用下会被

劈裂, 导致输运性质对磁场的周期性响应 [6]. 对于
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更复杂的二维量子点阵列, 其输运性质则更加丰富

多样. 二维阵列中的电子不仅受到局域库仑相互作

用的影响, 还受到复杂长程库仑相互作用的影响.

这些长程库仑相互作用在低填充时会导致电子向

阵列中心的局域化, 从而抑制输运 [7]. 电子跃迁模

式对量子点阵列的输运性能同样起着关键作用. 长

程跃迁可以保护电子的相干性, 增强电子输运对无

序系统的鲁棒性 [8]. 线形阵列串联量子点数量的增

加会导致电导峰的高度降低, 并联量子点数量的增

加会导致电导峰的高度增大 [9], 这深刻体现了量子

点几何排布对于电子量子输运行为的影响.

本文旨在构建硅基纳米结构中杂质原子量子

点阵列的通用 Fermi-Hubbard模型, 通过有效欧

几里得距离矩阵 D 以及邻接矩阵 A 分别描述量子

点的几何分布结构和电子的跃迁模式, 探讨杂质原

子量子点阵列的几何构型对电子量子输运行为的

调控机制. 特别以环形二维阵列为例, 详细介绍了

通用 Hubbard模型的构建方法, 并通过对电子添

加能谱与电导谱的计算, 探究不同几何结构和电子

跃迁模式的二维量子点阵列中电子的输运行为. 我

们期望这一研究可以为杂质原子量子点阵列的设

计和应用提供基本的理论支持, 并为未来的量子技

术发展奠定坚实的基础.

 2   二维阵列的通用 Hubbard模型构
建方法

 2.1    二维阵列几何特征的矩阵表示方法

相较于一维阵列, 二维杂质原子阵列结构能够

更加丰富地调控电子的量子输运行为. 因此, 构建

二维杂质原子阵列的 Fermi-Hubbard模型, 探究

电子在阵列中的输运性质具有很强的前瞻意义.

对于一维阵列, 其几何特征的描述相对简单,

只需要全部杂质原子依据次序 (由阵列一端到另一

端)进行编号, 并获取其对应坐标 xi, 即可确定阵

列的几何特性. 由于编号是按照次序进行的, 杂质

原子之间的相邻关系可以直接得到. 而当阵列的维

度上升到二维后, 通过仅对杂质原子依次编号的方

式, 并不能显式得到杂质原子之间的相邻关系, 并

且二维空间的杂质原子坐标需要有序数组 (xi,

yi)进行表示, 这样的表示方式在确定间距时还需

额外计算, 增加了计算复杂度. 实际上, 杂质原子

的绝对位置并不是我们所关心的, 我们所关心的仅

N ×N

仅是杂质原子的相对位置, 也就是杂质原子间间

距, 采用坐标的表示方式并不合适, 需要一种仅通

过杂质原子间间距就可以确定阵列的几何形状的

方法. 我们发现有效欧几里得距离矩阵 D 通过确

定杂质原子间的距离可以完全且唯一表示一个二

维杂质原子阵列的几何形状, 其中有效欧几里得距

离矩阵 D 是一个   的矩阵, N 是阵列中的杂

质原子数, 矩阵元 dij 用于描述杂质原子 i 与杂质

原子 j 之间的间距.

确定了阵列的几何形状之后, 还需要确定电子

在阵列中的可跃迁路径, 以描述电子的输运行为.

电子可跃迁路径可以抽象为杂质原子位点间的连

通性. 我们通过邻接矩阵 A 来描述这种连通性.

A 中的矩阵元 aij 用于描述位点 i 与位点 j 之间的

连通关系. 若 aij = 1, 则称位点 i 与位点 j 之间是

连通的, 即杂质原子 i 与杂质原子 j 之间电子的跃

迁路径存在; 若 aij = 0, 则称位点 i 与位点 j 之间

是非连通的, 即电子不可在杂质原子 i 与杂质原子

j 之间跃迁.

邻接矩阵 A 和有效欧几里得距离矩阵 D 将二

维阵列的几何特征和电子在阵列中的跃迁路径描

述成了代数方式, 这种描述方式可以最直观地描述

杂质原子之间的位置关系以及电子的跃迁行为, 同

时也为通过量子态操作得到 Hubbard哈密顿矩阵

及其本征值的求解提供了便利.

 2.2    二维阵列的扩展 Hubbard 模型

杂质原子量子点阵列是一个具有电子关联效

应的量子系统, 其系统的哈密顿量通过二次量子化

的扩展 Hubbard哈密顿量表述: 

Ĥ =
∑
i

εini −
∑
i ̸=j

∑
σ=↑,↓

tij(c
†
iσcjσ + h.c.)

+ U
∑
i

ni↑ni↓ +
∑
i<j

Wijninj , (1)

εi

σ

c†iσcjσ

ni↑, ni↓

其中,   是电子占据杂质原子 i 时的在位能, ni 表

示杂质原子 i 上的电子数; tij 是电子在杂质原子

i 与杂质原子 j 之间隧穿的耦合强度,    表示电子

的自旋方向,    是产生和湮灭算符; U 是在位

电子排斥能, 是占据同一杂质原子上一对自旋相反

的电子的库仑排斥能,   分别表示杂质原子

i 上的上旋电子数和下旋电子数; Wij 是位间电子

排斥能, 描述原子 i 上的电子与原子 j 上的电子之
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间的库仑排斥.

 2.2.1    量子态的表示与哈密顿矩阵的构建

求解 Fermi-Hubbard系统的能量本征值, 需

要将二次量子化表述下的 Hubbard哈密顿量转化

成哈密顿矩阵, 通过精确对角化方法求解本征值.

对于一个 N 位点 Fermi-Hubbard系统, 选择位点

占据数作为基矢来描述希尔伯特空间中的量子态: 

|ψα⟩ = |n1↑n2↑ · · ·nN↑n1↓n2↓ · · ·nN↓⟩ , (2)

niσ σ

niσ

22N

其中,   是 i 位点上自旋为  的电子的占据数. 根

据泡利不相容原理, 一个位点上不能占据两个自旋

相同的电子, 故  是一个二进制数 0或 1. N 位点

系统的量子态的总数为  , 总希尔伯特空间维度

22N为  . 根据体系的守恒量, 基矢还可以进行进一

步的分类, 将总希尔伯特空间划分为一系列子空

间, 在各子空间内进行哈密顿矩阵的独立对角化,

以降低对角化的计算量. 体系的总自旋数是守恒

的, 并与 Hubbard哈密顿量之间存在对易关系: 

[Ĥ, n↑] = [Ĥ, n↓] = 0 (3)

n↑ =
∑

i
ni↑ n↓ =

∑
i
ni↓

(n↑, n↓)

(N + 1)2

其中,   是上旋电子总数,  

是下旋电子总数. 根据该对易关系, 按照上旋电子

数和下旋电子数  , 可以将总希尔伯特空间

划分成  个子空间.

(n↑, n↓)
{∣∣ψn↑,n↓

α

⟩}
Hn↑,n↓

在子空间  中选定的基矢  下,

哈密顿矩阵  的矩阵元为 

 

Hαβ =
⟨
ψ
n↑,n↓
α

∣∣Ĥ∣∣ψn↑,n↓
β

⟩
=


∑
i

εini + U
∑
i

ni↑ni↓ +
∑
i<j

Wijninj , α = β,

−
∑
i ̸=j

∑
σ=↑,↓

tij
⟨
ψ
n↑,n↓
α

∣∣ c†iσcjσ + c†jσciσ
∣∣ψn↑,n↓

β

⟩
, α ̸= β,

(4)

Hαα

Hαβ

其中, 对角元  描述的是势能项, 包含电子和离

子实之间的相互作用, 以及电子和电子之间的关联作

用; 非对角项  描述的是动能项, 也称为跃迁项,

由电子跳跃产生.

 2.2.2    Hubbard哈密顿矩阵的势能项

∑
i
εini

U
∑

i
ni↑ni↓ ∑

i<j
Wijninj

扩展 Hubbard哈密顿矩阵的对角项就是势能

项, 势能项共分成 3项: 在位能项   描述全

部电子与杂质原子间的电势能, 在位电子排斥能项

 描述所有同位点上两个自旋相反电子

的排斥能, 以及位间电子排斥能项  

描述所有不同位点上电子的排斥能.

εi在位能  包含了杂质原子 i 上电子受到阵列

全部杂质原子的库仑作用:
 

εi = −EB +
∑
i ̸=j

Vij , (5)

EB式中  是杂质原子的结合能, 其中磷原子 P在

Si中的杂质能级, 约为 45 meV. Vij 是电子-离子实

长程库仑吸引能, 描述其他离子实对杂质原子 i 上

电子的库仑吸引作用:
 

Vij = −V0
∫

|ψ(r −Ri)|2

|r −Rj |
dr, (6)

V0 = e2/(4πε0εSi) ψ(r −Ri)其中,   ,   是 Si晶格中占

Ri

Ri Rj

据  位置孤立 P原子上的基态电子 1s A1 多谷耦

合波函数 [10],   和  分别是杂质原子 i 和杂质原

子 j 的位矢.

在位电子排斥能 U, 是同位点上一对自旋相反

的电子的排斥能, 在 Si:P体系中, 在位电子排斥

能 U 等价于 P原子 D0 态和 D–态的能量差: 

U = V0

∫
|ψ(r1 −Ri)|2|ψ(r2 −Ri)|2

|r1 − r2|
dr1dr2

= EB(D
−)− EB(D

0) = 43.86 meV. (7)

Wij位间电子排斥能  描述的是杂质原子 i 上电子与

杂质原子 j 上电子的库仑排斥能: 

Wij = V0

∫
|ψ(r1 −Ri)|2|ψ(r2 −Rj)|2

|r1 − r2|
dr1dr2.

(8)

将 (5)式代入 Hubbard哈密顿矩阵的对角项得 

Hαα = −NEB −
∑
i

ni

∑
i ̸=j

Vij


+ U

∑
i

ni↑ni↓ +
∑
i<j

Wijninj . (9)

并将在位电子排斥能项改写成等价形式: 

U
∑
i

ni↑ni↓ =
U

2

∑
i

ni(ni − 1). (10)

|ψα⟩ nα引入  态的占据数基矢的描述向量  : 
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nα = (n1, n2, · · · , nN ). (11)

电子-离子实长程库仑吸引能矩阵 V 和位间电子排

斥能矩阵 W 可以表示为: 

V =

{
Vij , i ̸= j,

0, i = j,
W =

{
Wij , i ̸= j,

0, i = j,
(12)

联立 (10)式—(12)式, 将 (9)式改写成矩阵形式: 

Hαα = −EBnα1+nαV 1+
U

2
nα(n

T
α−1)+

1

2
nαWnT

α,

(13)

1 N × 1其中,   是全一列向量, 大小为  , 上标 T表示

矩阵或向量的转置.

 2.2.3    Hubbard哈密顿矩阵的跃迁项

由 (2)式可知, 量子态的占据数基矢表述是一

串二进制数字, 为方便后面的矩阵运算可以将其写

成一个长度为 2N 的行向量 N: 

N = (n1↑, n2↑, · · · , nN↑, n1↓, n2↓, · · · , nN↓), (14)

其中, 矩阵元为 1表示占据, 矩阵元为 0表示未占

据, 前 N 位矩阵元描述上旋电子的占据情况, 后

N 位矩阵元描述下旋电子的占据情况.

σ

c†jσ

ciσ σ

σ

niσ = 1 njσ = 0

自旋为  的电子从 i 格点跃迁到 j 格点要满足

两个条件: 其一, 同时满足产生算符   和湮灭算

符  的有效性, i 格点处可以消灭一个自旋为  的

电子并且 j 格点处可以产生一个自旋为   的电子,

即 N 向量的元素   且   . 其二, i 格点

到 j 格点之间电子可以发生跃迁, 即满足邻接矩阵

A 的矩阵元 aij 和 aji 均等于 1.

σ∣∣ψn↑,n↓
α

⟩ ∣∣ψn↑,n↓
β

⟩
N I

α

NF
β niσ njσ NF

β N I
α niσ

njσ

2N × 2N Pi,j,σ

在自旋为  的电子跃迁发生前后 ,  初态

 与终态   的对应向量表示   和

 , 仅有元素  和  不同,   是  中元素 

和  互换之后的结果, 而这样的互换操作可以用

大小为  置换矩阵  来完成: 

Pi,j,↑=

(
Pi,j O

O I

)
, Pi,j,↓=

(
I O

O Pi,j

)
,

(15)

Pi,j其中,    表示一个 N 阶置换矩阵, 由 N 阶单位

阵 I 互换第 i 行和第 j 行得到. O 是 N 阶零矩阵,

I 表示 N 阶单位阵.∣∣ψn↑,n↓
α

⟩ ∣∣ψn↑,n↓
β

⟩
初态  与终态  所对应跃迁过程

可以描述为 

(NF
β)

T = Pi,j,σ(N
I
α)

T. (16)

H⟨α,β⟩同时, 在 Hubbard矩阵中对应的元素  满足: 

H⟨α,β⟩ = −tij , (17)

⟨α, β⟩其中  表示可以通过跃迁转化的两个量子态.

{Pi,j,σ} {Pi,j,σ}
N I

α N I
α{

NF
β

} ∣∣ψn↑,n↓
α

⟩{∣∣ψn↑,n↓
β

⟩}{
NF

β

}
N I

α

N I
α niσ njσ

NF
β N I

α niσ njσ

N I
α{

NF
β

}
N I

α

N I
α

{
NF

β

}
{Pi,j,σ}

{N I} {NF}

Hαβ

邻接矩阵 A 中包含了全部可跃迁信息, 根据

邻接矩阵 A 中全部非零元素, 可以构建出置换矩

阵集合  . 利用置换矩阵集合  中全部

置换矩阵和初态  作用所生成的不含  的全部

终态的集合  , 即表示态  在该二维阵

列中可以跃迁的全部量子态  . 终态集合

 中不含  是显然的, 跃迁条件中给出初态

 中的   和   不同 , 电子才可以在 i 位点和

j 位点间跃迁, 而   是由   中元素   和   互

换得来, 故一定与   不同 , 因此要将终态集合

 中和   相同的态去除. 最后, 遍历所有初

态  , 分别得到对应的终态集合   , 以确定

在置换矩阵集合  的作用下, 全部初态的集

合  与全部终态的集合  之间的映射关系.

这种数学上的映射关系本质即为态之间的转化关

系, 根据映射关系即可构建出全部 Hubbard哈密

顿中的跃迁项  .

 2.3    二维阵列的电子输运谱计算方法

 2.3.1    二维阵列的电子添加能谱

Hαα Hαβ

(n↑, n↓)

Hn↑,n↓

E
n↑,n↓
m (n↑, n↓)

m = 0

n↑ + n↓ = n

(n↑, n↓)

E
n↑,n↓
m

Em (n) E0(n)

构建完势能项  与跃迁项   后 ,  即可

得 到 子 空 间  的 Hubbard哈 密 顿 矩 阵

 , 对矩阵对角化就得到了该多体系统一系

列能量本征值  , m 表示  电子体系的

第 m 激发态, 基态时  . 考虑一个总电子数为

n 的体系, 其希尔伯特空间中包含满足 

条件的全部子空间  . 对空间中所有本征能

级  按能量高低重新排序, 即可得到 n 电子

体系的本征能级  , 其中  表示 n 电子体

系基态能级.

n− 1

n− 1

电子从电极跃迁进入阵列需要支付额外能量,

这部分的能量称为电子添加能. 第 n 个电子进入体

系时, 系统由  电子体系的基态跃迁至 n 电子

体系的基态, n 电子体系基态与   电子体系基

态能量差即为第 n 个电子的添加能: 

Ead(n) = E0(n)− E0(n− 1). (18)

电子添加能可以理解为在多体系统中的单电

子能级, 其能量间隔直接反映了系统中电子间的相
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互作用强度. 在强关联系统中, 电子添加能谱可以

很好地体现在位电子排斥能 U 和耦合强度 t 间竞

争作用下, 形成的两种不同的电子输运特性.

 2.3.2    二维阵列的电导谱

µ

根据隧穿速率, 在低偏压条件 (VDS→0)下构

建二维阵列温度依赖的线性响应电导, 与电极化学

势  的关系 [5]: 

G(µ) =
Γ e2

ℏkBT
∑

nσ,nσ̄

∑
α,β,σ

M
(L),nσ,nσ̄

α,β,σ M
(R),nσ,nσ̄

α,β,σ

M
(L),nσ,nσ̄

α,β,σ +M
(R),nσ,nσ̄

α,β,σ

× Pnσ,nσ̄
α [1− fFD(E

nσ,nσ̄
α − Enσ−1,nσ̄

β − µ)],

(19)

fFD M
(L),nσ,nσ̄

α,β,σ

σ

(nσ − 1, nσ̄)∣∣ψnσ−1,nσ̄

β

⟩
(nσ, nσ̄)

|ψnσ,nσ̄
α ⟩

其中,   表示费米狄拉克分布函数;   是

跃迁矩阵元, 表示一个自旋为  的电子从左电极隧

穿进入量子点阵列中, 使阵列从   子空

间中的  量子态跃迁至  子空间中

的  量子态的概率:  
M

(L),nσ,nσ̄

α,β,σ =
∑
j∈L

∣∣⟨ψnσ,nσ̄
α |c†jσ|ψ

nσ−1,nσ̄

β

⟩∣∣2,
M

(R),nσ,nσ̄

α,β,σ =
∑
j∈R

∣∣⟨ψnσ,nσ̄
α |c†jσ|ψ

nσ−1,nσ̄

β

⟩∣∣2, (20)
Γ = 2πV 2 V

Pnσ,nσ̄
α |ψnσ,nσ̄

α ⟩

  是一个常数,   是左右电极和量子点阵

列之间的接触势垒, 这里假设左右电极与阵列之间

具有相同的接触势垒;   是电子占据 

量子态的概率: 

Pnσ,nσ̄
α =

exp [−(Enσ,nσ̄
α − nµ)/kBT ]∑

nσ,nσ̄,α
exp [−(Enσ,nσ̄

α − nµ)/kBT ]
, (21)

Enσ,nσ̄
α Enσ−1,nσ̄

β |ψnσ,nσ̄
α ⟩∣∣ψnσ−1,nσ̄

β

⟩其中,    和   分别对应   量子

态和  量子态的本征能量.

 3   环形阵列中的电子输运

 3.1    环形阵列的几何特征和跃迁特性表述

为方便讨论类氢杂质原子量子点阵列中电子

的输运特性, 假设杂质原子在硅纳米片沟道的二维

空间中是有序分布的, 基元具有中心旋转对称性,

如图 1所示, 基元中的杂质原子以正多边形的方式

排布在一个圆周上, 构成了环形阵列. 硅纳米片沟

道与源漏相连接, 源漏之间的偏压 (VDS)趋近于

零, 杂质原子上电子的化学势仅由栅压 (VGS)控

制. 为理解有序二维阵列中电子的输运特性, 假设

电子跃迁仅在单个基元内进行, 且仅考虑一个基元

内杂质原子及电子的库仑作用, 由此将二维空间有

序分布杂质原子阵列中的电子输运问题转化为基

元对应环形阵列中的电子输运问题.  通过解析

Fermi-Hubbard阵列中电子输运的本质规律, 对强

关联系统中电子的跃迁行为开展深入探究.

 
 

DS

GS

Source Drain

…

…

…

…

Unit

cell

GS ≠ 0

Silicon nano-sheet

DSa0

图 1　硅基杂质原子晶体管结构示意

Fig. 1. The  schematic  structure  of  silicon-based  dopant

atom transistor.
 

杂质原子量子点阵列中电子的输运特性主要

受到阵列几何结构与电子跃迁模式的控制, 而几何

结构和电子跃迁模式又可以由有效欧几里得距离

矩阵 D 和邻接矩阵 A 所唯一表述.

对于一个 N 位点的环形阵列, 将杂质原子按

照顺时针依次从 1到 N 编号, 如图 2(a)所示, 根

据正多边形的几何关系, 如图 2(b)所示, 可以推导

出杂质原子 i 与杂质原子 j 之间的间距 dij 满足:  
d = R sin(θ/2),

dij = R sin(θij/2),

θij = |i− j|θ.

 

1

2

3…

 



(b)








(a)

图 2    (a) 环形阵列杂质原子分布; (b) 正多边形的几何关系

Fig. 2. (a) The distribution of annular array dopant atoms;

(b) the geometric relationships of regular polygons.
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θ = 2π/N代入  , 联立解得 

dij=d csc
θ

2
sin

|i− j|θ
2

=d csc
π
N

sin
|i− j|π
N

, (22)

其中, d 是正多边形边长, 即最近邻杂质原子间距.

N ⩾ 6对于一个 N 位点 (  )的环形阵列, 根据

电子跃迁方式的不同, 我们构建了三种不同电子跃

迁模式的模型, 分别是仅考虑电子在最近邻杂质原

子间跃迁的最近邻跃迁模型 (nearest-neighbor

hopping, NNH)、电子可以在最近邻以及次近邻杂

质原子间跃迁的次近邻跃迁模型 (next-nearest-

neighbor hopping, NNNH)和电子可以在任意两个

位点间跃迁的长程跃迁模型 (long-range hopping,

LRH), 并构建出描述这三种跃迁模式的邻接矩阵: 

ANNH =



1 1

1 1

1 1

1 1

. . . . . .

1 1

1 1

1 1



,

ANNNH =



1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

. . . . . . . . . . . .

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1



,

ALRH =



1 1 1 1 · · · 1 1 1

1 1 1 1 · · · 1 1 1

1 1 1 1 · · · 1 1 1

1 1 1 1 · · · 1 1 1

...
...

...
...

. . . 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1



. (23)

 3.2    环形阵列的几何特征依赖的能量参数

在扩展 Hubbard模型中, 各能量参数随间距

变化导致其对阵列几何特征的依赖. 根据有效质量

理论中束缚在硅中孤立 P杂质原子上基态电子的

1s A1 多谷耦合波函数, 可求解耦合强度 tij、长程

库仑吸引能 Vij、位间电子排斥能 Wij 随杂质原子

i 与杂质原子 j 间间距 dij 的变化关系, 如图 3所示.

耦合强度 tij 随杂质原子间距 dij 呈现指数振荡

衰减, 可以描述为 [11]
 

tij ≈
2

1− S2
ij

6∑
µ=1

δµ(Ri −Rj) cos [kµ · (Ri −Rj)],

(24)

δµ(Ri −Rj)

dij δµ(Ri −Rj) ≈ e−dij/aB aB

cos [kµ · (Ri −Rj)]

âB

aB = 2.5 nm

其中,    是衰减项, 当杂质原子间间距

 很大时退化为   ,    是掺

杂 P原子在 Si中的玻尔半径;  

是振荡项. 图 3(b),  (c)中蓝线描述了耦合强度

tij 随杂质原子间距 dij 的关系, 可以看出耦合强度

tij 随杂质原子间距 dij 呈现指数振荡衰减. 红线是

蓝线的波峰位置, 此时原子间距 dij 是硅晶格常数

aSi 的整数倍, 原子的耦合强度取得局部最大值, 体

系能量则取得局部最小值, 这也是掺杂 P原子会

以替位原子方式占据 Si晶格的原因. 而当 P作为

间隙杂质的时候, 电离杂质会在间隙处形成一个较

深的势阱导致电子波函数的强局域化, 轨道重合程

度下降, 耦合强度减弱. 当 P原子作为替位原子时,

[100]晶向和 [110]晶向上的耦合强度随杂质原子

间间距的增大而减小, 这是由于距离增大杂质原子

间的轨道交叠程度减小, 成键轨道与反键轨道间的

能量差降低, 导致耦合强度呈现下降趋势, 电子在

杂质原子间的公有化程度减弱, 局域化增强. 而在

杂质原子间间距较小的部分, 因多谷波函数的谷间

干涉效应叠加周期振荡特性 [12,13], 在 [110]晶向上

耦合强度出现了不同于 [100]晶向强烈的振荡, 致

使在特定间距下的耦合强度接近零值, 形成输运瓶

颈. 图中黄线是替位 P原子耦合强度 tij 随杂质原

子间间距 dij 变化关系的拟合曲线. 可以看出在杂

质原子间间距较大时, 耦合强度 tij 与杂质原子间

间距 dij 存在明显的指数关系. 通过拟合得到的玻

尔半径  约为 1.9 nm与实际中掺杂 P原子在

Si中的玻尔半径   十分接近. 随着杂质

原子间间距的增大, 耦合强度 tij 与杂质原子间间

距 dij 的指数关系更加明显, 振荡更加微弱. 因此,

在杂质原子间间距很大的情况下, 可以认为耦合强

度 tij 随杂质原子间间距 dij 指数变化: 

tij ≈ t0 exp(−dij/aB). (25)
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将 (22)式中的环形阵列杂质原子间距关系代

入 (25)式, 可以得到: 

tij ≈ t0 exp
(
− d

aB
csc

π
N

sin
|i− j|π
N

)
, (26)

t0 ≈ 160 meV t0 ≈ 90 meV

其中, t0 可以通过拟合杂质原子间距较大时, tij 与

杂质原子间间距 dij 关系得到 .  对于 [100]晶向 ,

 ; 对于 [110]晶向,   . 而在

长间距近似下, 耦合强度 tij 很小, 几何构型带来

的 tij 大小变化不大, 可以将阵列中各个原子间的

耦合强度近似看成一致的, 并用一个耦合强度 t 来

描述整个体系的近似耦合强度: 

tij ≈ t0 exp
(
− d

aB
csc

π
N

sin
|i− j|π
N

)
≈ t0 exp(−d/aB) = t. (27)

长程库仑吸引能 Vij、位间电子排斥能 Wij 与

杂质原子间间距 dij 呈现出近似的反比关系, 并且

G(R)

存在大小关系|Vij| > |Wij|, 并随着杂质原子间间

距 dij 的增大而趋近相等, 退化成点电荷之间的电

势能关系.  利用静电场的格林函数   改写

(6)式和 (8)式可以得到: 

Vij(R) = −V0
∫

|ψ(r −Ri)|2

|r −Rj |
dr = −[ψ2 ∗G](R),

Wij(R) = V0

∫
|ψ(r1 −Ri)|2|ψ(r2 −Rj)|2

|r1 − r2|
dr1dr2

= −[ψ2 ∗ Vij ](R) = [ψ2 ∗ ψ2 ∗G](R),
(28)

G(R) = V0/ |R|
R = Ri −Rj

其中, “*”表示卷积运算,   是静电场

的格林函数, 并且  . 波函数的全空间

扩展使得等效电荷密度分散到了全空间, 相当于将

原点电荷“扩散”到空间不同位置. 电荷分布范围越

广, 电荷聚集度越低, 电场强度越弱, 电势能越小.

若杂质原子间距离 dij 远远大于电荷分布的尺度,
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图 3    (a) 束缚在硅中孤立 P杂质原子上的电子基态 1sA1 多谷耦合波函数; (b) 沿 [100]晶向排列的杂质原子的耦合强度 tij 随杂

质原子间间距 dij 的关系; (c) 沿 [110]晶向排列的杂质原子的耦合强度 tij 随杂质原子间间距 dij 的关系; (d) 沿 [100]晶向排列的杂

质原子的长程库仑吸引能 Vij 位间电子排斥能 Wij 随杂质原子间间距 dij 的关系; (e) 沿 [110]晶向排列的杂质原子的长程库仑吸

引能 Vij 位间电子排斥能 Wij 随杂质原子间间距 dij 的关系

Fig. 3. (a) The ground state 1sA1 multi-valley coupled wavefunction of the electron bound to isolated P donor atoms in silicon; (b)

the relationship between the coupling strength  tij of  dopant atoms arranged along the [100]  crystal  direction and the distance dij

between dopant atoms; (c) the relationship between the coupling strength tij of dopant atoms arranged along the [110] crystal direc-

tion  and the  distance dij between dopant  atoms;  (d)  the  relationship  between the  long-range  Coulomb attraction  energy Vij,  the

inter-site electron repulsion energy Wij and the distance dij between impurity atoms arranged along the [100] crystal direction; (e)

the relationship between the long-range Coulomb attraction energy Vij, the inter-site electron repulsion energy Wij and the distance

dij between impurity atoms arranged along the [110] crystal direction.
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电荷分布相对于观测点可以视为一个“点”, 电势能

也退化成和点电荷电势能相当. 而在类氢杂质体系

中, 当杂质原子间距离 dij 超过玻尔半径 aB 数倍时

就可以当成点电荷处理了.

d ⩾ 8 nm因此, 杂质原子间距离 dij 很大 (  )时,

可以用点电荷电势能去近似长程库仑吸引能 Vij 和

位间电子排斥能 Wij 的数值: 

Wij ≈ −Vij ≈
V0
dij

=
V0
d
sin

π
N

csc
|i− j|π
N

=W sin
π
N

csc
|i− j|π
N

, (29)

W = V0/d其中,   是最近邻原子上电子的位间电子

排斥能.

 3.3    环形阵列的电子添加能谱

电子添加能谱描述的是向杂质原子系统中添

加或移除一个电子所需能量的分布, 反映了单粒子

激发特性. 电子添加能谱中有两个重要参数, 一个

是能带宽度, 另一个是能隙大小. 其中, 能带宽度

表征电子的离域化能力, 带宽越大表明电子离域性

越强, 反之则局域性越强; 能隙表示激发电子需克

服的电子强相关作用库仑排斥势垒, 能隙越大则表

示需要克服更大的库仑排斥, 进而表现出更强的局

域性, 反之则表现出更强的离域性 [9]. 带宽揭示其

导电性, 而能隙揭示其绝缘性, 两者的竞争关系揭

示关联效应或量子有序的本质, 共同刻画了多体强

相关系统中电子的动力学行为.

杂质原子量子点阵列电子添加能的能带展宽

和库仑能隙大小受三个能量参数控制, 分别是在位

电子排斥能 U、耦合强度 t 及最近邻杂质原子上电

子的位间电子排斥能 W. 下文将探究三个能量参

数对库仑能隙和能带展宽的影响, 并在无位间电子

排斥作用的环形阵列和存在位间电子排斥作用的

环形阵列中进行讨论.

d = 8 nm
EB = −45.5 meV, U =

43.86 meV, t = 1.34 meV
U ≫ t

若系统中不存在位间电子排斥作用, 仅存在

在位电子排斥能 U 和耦合强度 t. 为保证 (27)式

和 (29)式中的近似关系成立, 选用   时的

能量参数进行模拟,  此时    

 , 如图 4所示. 可以看出在

能带极限 (  )下, 能带展宽仅和耦合强度有

关, 并随着耦合强度的增大而增大.在耦合强度相

同的情况下, NNH, NNNH与 LRH三种跃迁模型

的能带展宽依次增大. 为解释上述现象, 采用紧束

缚近似计算能带极限下耦合强度带来的能带展宽 [14]:
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(c) |Sloop|=5

0 5 10 15 20
-60

-50

-40

-30

-20

-10

/meV

添
加
能

/
m

e
V

 

环形LRH

(f)

t
LRH

N = 6

U = 43.86 meV t = 1.34 meV
图 4    环形阵列 (  )的电子添加能 , 红色为 NNH模型、紫色为 NNNH模型、绿色为 LRH模型　(a)—(c) 耦合强度对阵列

电子添加能的影响 (  ); (d)—(f) 位间电子排斥能对于阵列电子添加能的影响 (  )

Fig. 4. The addition energy spectra of a 6-site annular array with the red representing NNH model, the purple representing NNNH

model, and the green representing LRH model: (a)–(c) the influence of coupling strength tij on addition energy spectra of the array;

(d)–(f) the influence of inter-site Coulomb interaction U on addition energy spectra of the array.
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∆t = 2
∑

ziti zi

ti

 . 其中,   表示杂质原子的第 i 近邻

配位数, i = 1表示最近邻, i = 2表示次近邻, 以

此类推;   表示杂质原子与第 i 近邻杂质原子间的

耦合强度. 而在能带极限下, 杂质原子间的耦合强

度 t 近似相同, 能带展宽进一步简化为 

∆t =
(
2
∑

zi

)
· t. (30)

2
∑

zi

N − 1 N = 6

∆NNH
t = 5.36 meV

∆NNNH
t = 10.72 meV ∆LRH

t = 13.4 meV

∆NNH
t = 5.22 meV ∆NNNH

t = 10.81 meV ∆LRH
t =

13.65 meV

故在低耦合体系中, 由耦合强度引起的能带展宽

与耦合强度呈现线性关系, 能带宽度随着耦合强

度的增大而线性增加, 比例系数是  , 是电子

的可跃迁路径数 (电子可以跃迁到达的位点数)

的两倍. NNH, NNNH和 LRH三种跃迁模型的跃

迁路径数分别为 2, 4和   . 在   的环形

阵列中, 三种模型的跃迁路径数分别为 2, 4, 5, 紧

束缚近似下能带展宽分别为  ,

 ,    , 实测结果

为  ,   ,  

 , 近似结果与实测结果相差在 5%以下,

证明低耦合体系由耦合强度带来的能带展宽与跃

迁路径数成正比, NNH, NNNH和 LRH模型的能

带展宽依次增大. 在能带极限下, 能带展宽进行数

学处理后, 还可以写成: 

∆t ≈
∂∆t

∂t

∣∣∣∣
t=0

· t = ∂(Ead(2N)− Ead(N))

∂t

∣∣∣∣
t=0

· t

≈ 2
∂(Ead(2N))

∂t

∣∣∣∣
t=0

· t. (31)

对比 (30)式与 (31)式可知: 

∂(Ead(2N))

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∑

zi,

即电子添加能最高能级的斜率等于电子的跃迁路

径数. 如图 4(a)—(c), NNH, NNNH和 LRH模型

最高能级斜率刚好约为 2, 4, 5, 近似结果非常好.

Ueff

∆

库仑能隙的大小同时受到在位电子排斥能 U

和耦合强度 t 的影响, 其大小表征体系局域化能力.

当在位电子排斥能 U 增大时, 库仑能隙扩张, 局域

化加强; 而当耦合强度 t 增大时, 库仑能隙减小, 离

域化加强. 为定量描述 U 和 t 竞争下的表观库仑能

隙大小, 引入有效的库仑能隙   , 在能带极限下

约为在位电子排斥能 U 与能带宽度  的差值 [15]: 

Ueff ≈ U −∆ = U −
(
2
∑

zi

)
· t. (32)

Ueff

Ueff

Ueff

Ueff

对于 NNH, NNNH与 LRH三个模型, 由于三者的

跃迁路径数依次递增, 由 (32)式可知, 其库仑能隙

依次递减, 离域化能力依次递增, 与模型假设一致.

在 Fermi-Hubbard系统中, U 和 t 的竞争还会导

致电子输运性质的变化, 由导体转变形成Mott绝

缘体, 而这一转变的关键在于有效库仑能隙  的

正负. 有效库仑能隙   > 0时, 体系表现为Mott

绝缘态; 而当    < 0时, 体系表现为金属态 [16].

用 (32)式的近似关系, 令   = 0, 可以定性得出

不同跃迁模型输运特性转变时, U 和 t 的临界比:  (U
t

)
crit

≈ 2
∑

zi. (33)

因此, 跃迁路径数越多的体系, 需要更大的在位电

子排斥能才能发生局域化, 离域化程度更高; 而跃

迁路径数越少的体系, 需要更大的耦合强度才能发

生离域化, 局域化的程度更高.

Ueff ∆

对于存在在位电子排斥能的体系, 有效库仑能

隙的大小  和能带宽度  的大小均会发生变化.

图 5分别模拟了 NNH模型、NNNH模型和 LRH

模型下位间电子排斥能对电子添加能的影响. 可以

看出库仑能隙随着最近邻位间电子排斥能 W 的增

大, 先不变后增大, 同时伴随着次级能隙的形成,

这种变化是在位电子排斥能 U 与位间电子排斥能

Wij 共同作用下, 电子排布方式发生变化所导致的.
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图 5    最近邻库仑排斥能 W 对 6位点环形阵列电子添加能谱的调制作用　(a) NNH模型; (b) NNNH模型; (c) LRH模型

Fig. 5. The modulation effect of the nearest-neighbor Coulomb repulsion energy W on the electron addition energy spectrum of a 6-

site annular array: (a) NNH model; (b) NNNH model; (c) LRH model.
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Ead(N)

Ead(N + 1)

Ead(N + 1)− Ead(N)

在位电子排斥能 U 占据主导地位的阵列中,

电子会倾向于以单占据的占据方式占据尽可能多

的位点以避免增大在位库仑排斥能, 实现能量最

低. 而在单占据的占据方式下, 被占据的杂质原子

和电子组成一个等效的中性粒子, 该等效中性粒子

对其他电子合库仑作用为零, 即位间电子排斥能

Wij 和长程库仑吸引能 Vij 发生了完全抵消 [7]. 而

在在位电子排斥能 U 占据主导地位的近半满阵列

中, 电子数比位点数少一, 电子全部采用单占据的

方式, 此时体系中只存在一个带电的杂质原子. 若

向该体系中填充一个电子, 该电子与其他电子的位

间电子排斥能以及该电子与其他杂质原子离子实

之间的长程库仑吸引能达到了平衡, 使得  

不随 W 变化. 同理, 对于半满阵列, 电子数等于位

点数的体系, 其电子添加能  也与位间电

子排斥能无关. 而库仑能隙的大小, 即为两个电子

添加能的差值  , 不随位间电子

排斥能的变化而变化.

α = U/W

α

在位间电子排斥能 Wij 占据主导的阵列中, 库

仑能隙的大小随着 W 的增大出现显著的扩张, 并

且形成具有多个子带的能带结构. 这是由于随着

W 的增大, 位间电子的库仑排斥作用将超过在位

电子的库仑排斥, 因此电子将为了避免引入位间排

斥而采用双占据的填充模式. 此时, 电离杂质和电

子将不能形成中性粒子, 电子添加能将会受到位间

电子排斥能的影响, 库仑能隙的大小也随着 W 的

增大而增大. 因此, 在位间电子排斥能 Wij 与在位

电子排斥能 U 的竞争过程中, 一定存在一个电子

排布重构的临界点  , 使得全位点单占据

模式和间隔位点双占据模式能量相等, 临界点前后

电子排布模式发生变化. 为求解这个临界点  , 我

们需要对两种占据模式的能量进行计算, 假设体系

为半满阵列, 杂质原子数和电子数均为 N, 杂质原

子间几乎不存在耦合作用, 此时间隔双占据的能

量 E1 以及全格点单占据的能量为 E2 可以表示为 
E1 = −EBn11+n1V 1+

U

2
n1(n

T
1−1)+

1

2
n1WnT

1,

E2 = −EBn21+ n2V 1+
1

2
n2WnT

2,

(34)

n1其中,    表示间隔双占据的占据模式, 当 N 为偶

n1 = (2, 0, 2, 0, · · · ) n1 =

(1, 2, 0, 2, 0, · · · ) n2 = (1, 1, 1, · · · )

α

数时  ,  当 N 为奇数时  

 .   表示全格位

点单占据的占据模式. 当 E1 = E2 时, 即可求解出

临界点  : 

α =
U

W
=

2(n2 − n1)V 1+ n2WnT
2 − n1WnT

1

Wn1(nT
1 − 1)

.

(35)
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α图 6　电子排布重构临界点   随位点数 N 的变化关系

Fig. 6. Relationship between the criticality index a of elec-
tronic configuration restruction and the site number N.

 

α

n2 n1

根据以上关系, 我们计算 N 位点系统的电子

排布重构临界  , 如图 6所示. 结果发现, 无论是

位点数是奇数的情况, 还是位点数是偶数的情况,

在体系中都仅存在一个临界点, 而且这个临界点随

着位点数增加而增加的, 由于位点数是奇数或偶数

电子的排布方式并不完全相同, 因此奇数子列和偶

数子列之间是振荡的, 但随着位点数 N 的增加, 两

个子列同时收敛于同一个常数. 将  和  的表达

代入 (35)式并进行近似:  

α =
n2WnT

2 − n1WnT
1

2 ·W ·N/2

≈ n2WnT
2 − n1WnT

1

NW
,

n2WnT
2 ≈ 2W

N−1∑
k=1

(
N

k
− 1

)
= 2WN(lnN + γ − 1),

n1WnT
1 ≈ 4W

N/2−1∑
k=1

(
N

k
− 1

)
= 2WN [ln (N/2) + γ − 1] ,

联立求解出临界点的极限值: 

 

αlim =
U

W
≈ 2WN(lnN + γ − 1)− 2WN [ln (N/2) + γ − 1]

NW
= 2 ln 2 ≈ 1.386. (36)
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α = 1.345 Wcrit =

32.60 meV

求解得到的临界点的数值, 与图 6中的仿真结

果一致, 证明计算结果是正确的. 当位点数 N = 6

时, 临界点为  , 转变临界处对应的 

 , 这与图 5中库仑能隙发生扩张的值非

常接近, 因此可以认为较大位间电子排斥作用下库

仑能隙的增大是由于电子排布方式的变化产生的.

∆W

Wcrit

而当体系中存在位间电子排斥能和长程库仑

吸引能时, 电子添加能谱还会进行额外的展宽  .

在 W <   (临界值)的前提下, 这个展宽关于最

近邻位间电子排斥能 W 是线性的, 由此能带的总

展宽可以写成: 

∆ = ∆t +∆W =
(
2
∑

zi

)
· t+ βW, (37)

β其中  是由于位间电子排斥产生的能带展宽与最

近邻位间电子排斥能之比, 后面简称为关联展宽系

数. 能带的总展宽根据定义还可以写成: 

∆ = Ead(2N)−Ead(N +1) = Ead(N)−Ead(1). (38)

β联立 (37)式和 (38)式, 解出关联展宽系数  : 

β =
∂∆

∂W
=
∂(Ead(2N)− Ead(N + 1))

∂W
.

Wcrit Ead(N + 1)由于在小于临界值  的情况下,    不

随 W 变化, 因此, 

β =
∂∆

∂W
=
∂(Ead(2N))

∂W
, (39)

Ead(2N)

N − 1

N − 1

  是阵列中最后一个电子的电子添加能, 在

耦合强度 t 很小的情况下, 可以将电子近似看成是

完全局域的, 系统依照能量最小原理具有唯一的排

布方式. 此时, 添加最后一个电子需要克服与其他

 个全满位点上电子的位间库仑排斥能、与

 个杂质原子间的长程库仑吸引能, 以及与相

同位点上电子的在位电子排斥能: 

Ead(2N) = U + 2

N−1∑
i=1

WiN +

N−1∑
i=1

ViN

= U +W

N−1∑
k=1

sin
π
N

csc
kπ
N
. (40)

β ∆

联立 (37)式、(39)式和 (40)式, 解出关联展宽系

数  和总能带展宽  :  
β =

N−1∑
k=1

sin
π
N

csc
kπ
N
,

∆ = (2
∑

zi) · t+

(
N−1∑
k=1

sin
π
N

csc
kπ
N

)
W,

(41)

β

β ≈ 3.654

可以看出关联展宽系数  是一个只跟几何因素有

关的系数.  对于 6位点环形阵列 ,  所对应的

 , 与图 5中电子添加能对 W 的斜率一致.

而当 N 很大时, 有近似关系:  
sin

π
N

≈ π
N
,

N−1∑
k=1

csc
kπ
N

≈ 2
N

π

(
ln

2N

π + γ

)
,

(42)

β将 (42)式代入 (41)式, 可以发现 N 很大时  和位

点数 N 呈现近对数关系: 

β ≈ 2

(
ln

2N

π + γ

)
, (43)

γ = 0.5772156649其中,   是欧拉常数.

β

β

图 7描述了关联展宽系数  随位点数 N 的变

化关系以及近似关系, 可以看出用 (43)式对数关

系近似的  值与 (41)式计算的精确值误差较小,

且位点数 N 越大对数近似效果越好, 在多位点环

形阵列中, 可以采用这种近似方法估算由位间电子

排斥能所带来的能带展宽.
 
 


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0
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位点数

β图 7　环形阵列中关联展宽系数   随位点数 N 的关系

Fig. 7. Relationship  between  the  correlation  broadening

coefficient b and the number of sites N in an annular array.

 3.4    环形阵列的量子电导

杂质原子阵列的量子电导由电子跃迁或隧穿

产生, 其强度和分布强依赖于阵列的几何特征和温

度. 杂质原子量子点的几何特征通过库仑势的大小

及分布直接调控位间电子排斥能 W 和耦合强度

t 的相对大小, 使系统中电子的局域化程度发生变

化, 进而导致输运方式在跃迁、隧穿两种模式间变

化. 这种输运方式的变化可以在量子点耦合阵列的

电子添加能谱结构及量子电导谱中电导峰峰位和

峰高的分布中反映出来. 温度则会直接影响电子的
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能量分布, 导致电子输运方式变化. 本部分将通过

分析比较线形阵列、环形阵列这两种几何特征不同

的杂质原子量子点阵列温度依赖的电导特性来探

究各能量参数、阵列几何形状、电子不同跃迁模式

(NNH, NNNH, LRH)以及温度对电子输运的影响.

T = 2.3 K
d = 8 nm

Γ = 1 μeV
∆Ead

我们在极低温条件  下, 使用杂质原

子间距  时的能量参数进行了模拟. 通过改

变其中的单个能量参数以探究该能量参数对线性

阵列和环形阵列的电导特性的影响, 如图 8所示.

为保证由共振隧穿带来的能级展宽可以忽略, 模拟

时假设隧穿速率  远小于添加能中同一子

带相邻能级的间距  : 

∆Ead = Ead (n+ 1)− Ead (n) , n ̸= N,

其中, n 是阵列中的电子数, N 是位点数. 在极低温

δ

下, 由温度带来的电导峰展宽很小, 对应曲线沿

x 轴方向的线宽  , 这个线宽可以用电导峰半峰宽

(FWHM)[17] 来估计: 

δ ≈ 2× FWHM = 2× 3.52kBT ≈ 1.4 meV. (44)

n n+ 1

n+ 1 µn+1

n+ 1

可以看出, 半峰宽仅和温度有关, 能量参数的改变

并不会导致电导峰半峰宽的显著变化, 表现为图 8

中曲线的线宽不随能量参数变化. 而且在低温下,

子峰的峰位始终是和阵列的电子添加能一致 [18],

对比图 8中高亮曲线与图 4和图 5中电子添加能

谱即可看出. 这是由于在低温下, 量子点阵列中的

电子仅能处于基态, 跃迁进入阵列的电子使阵列从

 电子体系的基态跃迁至   电子体系的基态,

体系增大的能量由第  个电子的化学势  

来补偿, 因此跃迁进入阵列的第  个电子的化
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图 8    杂质原子阵列的电导特性对能量参数的响应规律　(a)—(d) 耦合强度 t 对电导特性的影响; (e)—(h) 在位电子排斥能 U 对

电导特性的影响; (i)—(l) 最近邻位间电子排斥能 W 对电导特性的影响 ; (a), (e), (i) 仅存在最近邻跃迁的一维阵列 ; (b), (f),

(j) NNH环形阵列; (c), (g), (k) NNNH环形阵列; (d), (h), (l) LRH环形阵列

Fig. 8. The response of conductance characteristics to energy parameters in dopant-atom arrays: (a)–(d) The influence of coupling

strength  t  on  conductance;  (e)–(h)  the  influence  of  on-site  electron  repulsion  energy U  on  conductance;  (i)–(l)  the  influence  of

nearest-neighbor inter-site electron repulsion energy W on conductance; (a), (e), (i) An 1D dopant-atom array with only nearest-

neighbor hopping electrons; (b), (f), (j) NNH annular array; (c), (g), (k) NNH annular array; (d), (h), (l) LRH annular array.
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n+ 1学势与阵列第  个电子的电子添加能一致: 

µn+1 = E0(n+ 1)− E0(n) = Ead(n+ 1). (45)

杂质原子量子点的分布也会对量子电导产生

非常显著的影响 [19], 主要体现在两方面: 一方面,

阵列的几何形状会影响量子点中电子波函数的扩

展能力, 导致电导子峰的峰高差异, 从图 8(a), (e)

所示曲线的颜色可以看出, 线性阵列上、下Hubbard

能带边缘的子峰电导比能带中心子峰电导小得多,

而环形阵列子峰电导则相对平均. 这是由于线性阵

列具有开放边界, 波函数在边缘衰减, 形成局域边

缘态. 在较低的填充状态下, 电子倾向于占据阵列

中心位点 [7], 电子难以向电极跃迁, 因此电导峰的

强度低. 随着阵列电子填充数量的增加, 电子会逐

渐开始占据边缘位点, 向电极跃迁的概率增大. 当

电子数超过位点数时,  下 Hubbard带填满 ,  上

Hubbard带中的电子参与输运, 整体呈现出两个

对称的钟形分布的电导包络. 而环形阵列的边界是

周期性的, 正向和反向传播的电子会形成驻波形式

的波函数, 没有边缘态的形成, 电子占据各个位点

的几率是近似相同的, 所对应电导峰峰高差异小于

线形阵列. 如图 8(b)—(d)和图 8(f)—(h), 虽然环

形阵列也是表现出上、下 Hubbard能带形式的两

个电导包络, 但整体的电导强度要更加的平均. 相

较于线形阵列, 环形阵列的边缘曲线轮廓更加清

晰, 具有更高的边缘子峰电导. 另一方面, 阵列几

何形状显著影响位间电子排斥能, 通过空间中电子

的关联效应, 影响隧穿过程, 从而重新调制电导峰

的高度与位置. 从图 8(i)—(l)可以看出, 一维阵列

受到位间电子排斥能影响要比环形二维阵列大得

多, 随着位间电子排斥能的增大, 曲线的颜色逐渐

接近背景色, 特别是能带边缘处的曲线, 输运严重

受到抑制, 而二维阵列受到的影响却很小. 这是由

于一维阵列中, 电子只能沿单一方向运动, 位间电

子库仑排斥作用的方向与电子输运的方向完全一

致, 最大程度阻碍了电子输运, 直接且强烈地影响

电子的分布和动力学行为, 表现为电导的急剧降

低, 分布相较于没有位间电子排斥能的体系出现很

大的变化. 而在环形阵列中, 电子可以沿多个方向

输运, 位间库仑排斥作用的方向和电子输运方向并

不完全一致, 电子可以向位间排斥小的方向进行输

运. 因此, 位间电子排斥能对于二维输运的抑制现

象并不显著, 并且随着跃迁路径的增加, 电子的输

运方向将更加复杂, 位间电子排斥能对电子输运的

抑制效应会进一步减小.

{i, j}
⟨α, β⟩

M
(L),nσ,nσ̄

α,β,σ M
(R),nσ,nσ̄

α,β,σ

⟨α, β⟩

⟨α, β⟩

跃迁模式对于电导谱的影响主要体现在跃迁

路径数上, 跃迁路径数越多的系统具有更高的平均

电导. 这是由于根据 (17)式, 跃迁路径数量越多的

系统对应的可跃迁位点对  的数量越多, 进而

可跃迁态  也就越多. 而量子电导和跃迁矩阵

元  与   直接相关, 其中仅可跃

迁态  对应跃迁矩阵元非零, 对量子电导有贡

献, 如 (20)式所示. 因此, 跃迁路径数越多的系统,

可跃迁态  数量越多, 具有更多的非零跃迁矩

阵元, 系统平均量子电导也会更高. 这一现象在图 8

中可以明显看出, NNH, NNNH与 LRH模型曲线

与背景的对比度逐渐增大, 这意味着三个模型的平

均电导依次递增, 而这三个模型的差别仅在于跃迁

路径数不同, 由此说明三个模型平均电导的不同是

由跃迁路径数差异直接造成的. 但平均电导的增大

并不意味着 NNH, NNNH与 LRH三个模型中每

组对应的电导峰峰高都依次增大,  如图 8所示 ,

NNH模型能带中心处子峰电导要比其他模型都

大, 这个特性在图 9中体现更加明显. 这是由于跃

迁模式还会影响电子沿不同路径跃迁的概率, 进而

调制电导的大小. 跃迁模式实质上还是描述的杂质

原子间的耦合作用, 即电子只有在发生耦合的杂质

原子间才可以跃迁. 而经由不同路径跃迁到达电极

的电子, 其跃迁概率是不一样的, 随着跃迁路径增

加, 到达电极的电子输运路径更加复杂, 导致电导

峰的大小进行重新调制. 图 8中不同跃迁模式的电

导分布存在明显差异, 即使阵列几何特征相同, 若

跃迁模式不同, 其电导包络形状也有明显的差异,

这种差异正是来源于跃迁路径增加所导致的跃迁

概率变化.

d = 8 nm

Γ = 1 μeV

为探究温度对阵列电导特性的影响, 我们使用

杂质原子间距  时的能量参数, 研究了最近

邻跃迁模式下线形阵列以及三种不同跃迁模式下

环形阵列的变温电导特性, 如图 9所示, 模拟时假

设隧穿速率  .

由图 9可以看出, 随着温度的升高, 电导峰的

高度下降, 半峰宽扩张, 最终多个电导峰发生耦合

而不可区分, 形成两个Hubbard能带的电导包络 [20].

根据电子共振隧穿的电导公式 [17],  可以得到第

n 个电导峰所对应的近似峰型: 
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Gn(µ) ≈
G0

4kBT
sec2

[
µ− Ead(n)

2kBT

]
, (46)

G0/(4kBT )

1/T

其中, G0 是一个与跃迁速率有关的常数. 根据 (46)式

电导和温度的关系, 电导的最大值   和

 成正比, 说明电导峰的峰高会随着温度升高呈

现反比下降.  同时 ,  由 (44)式中电导峰半峰宽

(FWHM)与温度的关系可知, 电导峰的半峰宽会

随着温度的升高而扩展. 当温度足够高时, 多个电

导峰发生展宽, 进而耦合而不可分辨. 因此, 要明

显地观察到杂质原子量子点阵列中的量子现象, 必

须保证电导峰可被区分, 这需要满足电导峰的峰位

间距 (也就是电子添加能差值)的最小值远大于半

峰宽的一半 [21]: 

min(∆Ead) ≫
1

2
FWHM ≈ 1.76kBT, (47)

∆Ead

能够实现峰位间距增大的最佳方法是让上、下

Hubbard能带发生展宽, 能带展宽后电子添加能

谱中的能级间距  增大, 子峰间峰位间距也会

相应的展宽. 如图 9(b)—(d)所示, NNH, NNNH,

LRH三种模型的能带宽度依次提高, 所对应电导

子峰的峰位间距也有不同程度的增大. 使得能带展

U ≫ t

∆

∆Ead

宽的因素共两个, 一个是耦合强度 t, 另一个是最

近邻位间电子排斥能 W. 在弱耦合极限下 (  )

且 U ≥ 1.345W 时, 这两个因素所带来的能带展

宽都是线性的. 若系统中不存在位间电子排斥能,

能带展宽  完全由耦合强度 t 决定, 若假设同一

个 Hubbard子带中电子添加能能级间距   是

相等的, 则:
 

∆ =
(
2
∑

zi

)
· t ≈ (N − 1) ·∆Ead. (48)

联立 (47)式和 (48)式可知, 仅在耦合作用下所需

的最小耦合强度 t 约为
 

t≫ (N − 1)∑
zi

× 1.76kBT. (49)

N = 6

tNNH = 114 meV tNNNH = 57.2 meV

tNNNH = 45.76 meV

对于  环形阵列的 NNH, NNNH, LRH三种

模型, 想要实现室温下量子电导峰可分辨的最小耦

合强度分别为  ,   ,

 . 而事实上, 这种量级的耦合强

度在实际系统中不可能实现, 如图 3所示, 这需要

位间电子排斥能的引入以进一步增大能级间距. 由

于最近邻位间电子排斥能 W 导致的能级间距增大
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图 9    不同杂质原子阵列的温度依赖的电导特性　(a)—(d) 无位间电子排斥能和长程库仑吸引能体系; (e)—(h) 存在位间电子

排斥能和长程库仑吸引能体系; (a), (e) 仅存在最近邻跃迁的一维阵列 ; (b), (f) NNH环形阵列 ; (c), (g) NNNH环形阵列 ; (d),

(h) LRH环形阵列

Fig. 9. Temperature-dependent conductance characteristics of the dopant-atom arrays: (a)–(d) Systems without inter-site repulsion

Wij and long-range attraction Vij; (e)–(h) systems with inter-site repulsion Wij and long-range attraction Vij; (a), (e) An 1D dopant-

atom array with only nearest-neighbor hopping electrons; (b), (f) NNH annular array; (c), (g) NNNH annular array; (d), (h) LRH

annular array.
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∆Ead也是线性的, 则电子添加能谱能级间距   , 耦

合强度 t 和最近邻位间电子排斥能 W 有以下关系: 

∆ =
(
2
∑

zi

)
· t+

(
N−1∑
k=1

sin
π
N

csc
kπ
N

)
·W

≈ (N − 1) ·∆Ead. (50)

联立 (47)式和 (50)式可得 

∆Ead ≈

2
∑

zi

N − 1

 · t+

N−1∑
k=1

sin
π
N

csc
kπ
N

N − 1
·W

≫ 1.76kBT. (51)

∆Ead

∆Ead 1.76kBT ≈
45.8 meV

因此, 想要实现量子效应的高温保持, 需要确定合

适的杂质原子间间距 dij,  以使耦合强度 t 与最

近邻位间电子排斥能 W 带来的能带展宽大于由

温度带来的电导峰的热展宽. 为此, 我们计算了

电子添加能能级间距  随最近邻杂质原子间

距 d 的变化关系, 如图 10所示, 原子的间距愈小,

则电子波函数的交叠愈大, 导致分裂添加的能级能

量间距  振荡增大. 在室温 300 K下,  

 , 需要杂质原子间距在 2.7 nm左右, 所对

应掺杂浓度约为 5.2×1019 cm–3.

 4   结　论

本文搭建了硅中类氢杂质原子阵列 Fermi-

Hubbard量子系统的通用模型. 模型使用有效欧

几里得距离矩阵 D 描述杂质原子间的几何关系,

结合邻接矩阵 A 表述电子在阵列中的跃迁模式,

可以适用于一维、二维以及三维杂质原子阵列电子

输运特性模拟. 基于该通用模型, 我们模拟了最简

2
∑

zi β

α

单的具有中心旋转对称基元的二维环形阵列的电

子添加能谱, 通过分析 Hubbard哈密顿量中各个

参数对电子添加能谱的能带展宽和能隙大小的

影响, 揭示了 Fermi-Hubbard系统量子输运的影

响因素. 结果表明, 在低耦合极限下由耦合强度

t 和最近邻位间电子排斥能 W 各自带来的能带展

宽均是线性的, 比例系数分别为两倍跃迁路径数

 和只跟几何因素有关的关联展宽系数  . 能

隙大小和电子排布重构临界  有关: 当 U/W < a

时, 能隙仅由 U 和 t 竞争决定, 低耦合极限下, 能

隙与 U 和 t 均呈现线性关系; 当 U/W > a 后, U

和 W 竞争导致电子排布方式变化. 在这种排布方

式下, 能隙大小受到 U, t, W 三者共同作用. 此外,

我们还根据阵列的电子添加能, 计算了电导谱, 并

分析了阵列几何形状、电子跃迁模式、各能量参数

以及温度对于电子输运的影响. 阵列几何形状直接

影响库仑相互作用调制电子输运, 在位间电子排斥

能 Wij 的影响下, 一维阵列的输运严重受阻, 而二

维阵列由于电子输运方向和位间电子排斥作用的

方向不共线, 其电子输运受到位间电子排斥作用的

影响比一维要小. 阵列中电子跃迁模式也会影响电

子输运导致电导差异, 跃迁路径越多的系统, 电子

的跃迁行为更复杂, 相应的非零跃迁矩阵元也就越

多, 平均电导越高. 能量参数对电子输运的影响体

现在两方面, 一方面是由在位电子排斥能 U、最近

邻位间电子排斥能 W 与耦合强度 t 共同作用下的

电导峰位变化; 另一方面是最近邻位间电子排斥

能 W 和耦合强度 t 通过影响电子跃迁概率, 调制

子峰高度分布, 导致不同体系的电导包络形状差

异. 温度对电导谱的影响, 主要体现在电导峰峰值
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∆Ead图 10    电子添加能能级间距 (电导子峰间距 )  随最近邻杂质原子间距 d 的变化关系　 (a) NNH模型 ; (b) NNNH模型 ;

(c) LRH模型

∆EadFig. 10. Dependence  of  electron  addition  energy  level  spacing    (corresponding  to  conductance  sub-peak  spacing)  spacing  on

nearest-neighbor dopant-induced separation d: (a) NNH model; (b) NNNH model; (c) LRH model.
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下降和半峰宽的展宽两方面, 半峰宽的展宽会导致

多个电导峰发生耦合而难以区分, 需要合适的杂质

原子间距确定合适的能带展宽, 以保证电导峰的可

区分性, 进而实现在高温下量子效应的保持.

硅中类氢杂质原子阵列 Fermi-Hubbard量子

系统的通用模型可以用于研究 Fermi-Hubbard系

统中强关联效应、Anderson-Mott转变机制、非常

规超导现象等新奇的强关联量子物理现象的底层

物理机制, 也可揭示硅晶体管中复杂的多体物理电

子强关联效应, 为基于类氢杂质原子工作的杂质原

子晶体管及其阵列的设计和开发提供理论依据, 并

有望揭示从单个原子量子点到多个原子量子点级

联的载流子输运行为转变规律, 为实现杂质原子晶

体管的大规模集成和应用奠定理论基础.

 数据可用性说明

本篇论文的关联数据可在科学数据银行 https://doi.

org/10.57760/sciencedb.j00213.00184中访问获取.
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Abstract

Dopant-induced quantum dot arrays in silicon-based nanostructures have received much attention due to
their great potential applications in fields such as quantum computing and quantum simulation. When quantum
dots are arranged in different geometric configurations such as linear, annular, or grid shapes, the differences in
their  inherent  topological  properties  will  lead  to  significantly  different  spatial  distributions  of  the  Coulomb
interaction  potential.  The  potential  field  distribution  directly  affects  the  phase  coherence  of  electron
wavefunctions,  thereby regulating  the  dynamic  behaviors  of  electrons  such as  electron tunneling  and hopping
between quantum dots, and greatly influencing the electron transport properties in the system.
　　Our study aims to establish a basic theoretical framework to clarify the regulation mechanism of quantum
dot  geometric  configurations  on  electron  hopping  transport.  Therefore,  we  construct  a  generalized  Fermi-
Hubbard model for silicon-based dopant-induced quantum dot arrays. The model defines the distance between
quantum  dots  through  an  effective  Euclidean  distance  matrix  (D),  which  uniquely  determines  the  geometric
shape of the array, and defines the allowed electron hopping modes through an adjacency matrix (A). Using the
framework  and  exact  diagonalization  method,  we  perform  detailed  numerical  simulations  on  the  electron
transport  properties  in  the  traditional  unit  cell  of  two-dimensional  ordered  distribution  dopant-induced
quantum  dot  arrays.  Generally,  the  primitive  unit  of  a  two-dimensional  orderly  distributed  dopant-induced
quantum  dot  array  is  a  regular  polygon  that  satisfies  specific  translational  and  rotational  symmetries.  We
thereby refer to the quantum dot arrays distributed according to regular polygons as annular arrays.
　　The geometric features of annular quantum dot arrays and the electron hopping modes including nearest-
neighbor  hopping  (NNH),  next-nearest-neighbor  hopping  (NNNH)  and  long-range  hopping  (LRH),  exhibit
significant  regulation  of  the  electron  addition  energy  and  quantum  conductance.  The  regulation  arises  from
interactions of key energy parameters, including coupling strength (t), on-site Coulomb repulsion (U) and inter-
site Coulomb repulsion (W). In the electron addition energy spectrum, such a regulation is manifested in two
aspects:  energy band broadening and Coulomb gap size.  Band broadening is  co-regulated by  t and W.  Under
weak  coupling  conditions,  the  broadening  Dt  induced  by  coupling  strength  is  proportional  to  t,  with  its
proportional coefficient increasing with the number of hopping paths (LRH > NNNH > NNH). The broadening
DW  caused  by  inter-site  Coulomb  repulsion  is  proportional  to W,  with  the  proportional  coefficient  being  b,
which  is  a  geometry-dependent  correlation  broadening  coefficient.  In  multi-site  annular  arrays,  b  exhibits  a
logarithmic relationship with the site number N. The size of Coulomb gap is co-influenced by U, t and W. The
competition  between  U  and  W  determines  the  electron  configuration  mode  (dominated  by  single-electron
occupation  of  sites  or  double-electrons  occupation  of  spaced  sites),  with  a  critical  value  a  for  electron
configuration reconstruction that causes a change in electron configuration across the threshold. When U/W >
a, single-electron occupation dominates, and the gap is determined by the competition between U and t; when
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U/W < a, double-electrons occupation dominates, the gap expands under the influence of W, accompanied by
the formation of sub-bands.
　　In  the  quantum  conductance  spectrum,  regulation  is  reflected  by  the  distribution  of  conductance  peak
intensity.  Geometric  configurations  significantly  affect  peak  intensity  distribution.  Linear  arrays  exhibit
concentrated peak intensities due to edge states formed by open boundaries, while annular arrays with periodic
boundaries  and  no  edge  states  show  more  uniform  peak  distributions.  Additionally,  in  annular  arrays,  the
electron transport direction is non-collinear with the inter-site repulsion direction, endowing them with stronger
robustness against transport inhibition induced by W. The influence of hopping modes is twofold. More hopping
paths (LRH > NNNH > NNH) result in more non-zero hopping matrix elements, which causes higher average
conductance. Meanwhile, hopping paths affect the phase coherence of wavefunctions, modulating the intensity
of individual conductance peaks and forming distinct distribution.
　　In  conclusion,  we  establish  a  theoretical  framework  to  clarify  the  physical  mechanism,  in  which  the
geometric  configurations  and  electron  hopping  modes  of  silicon-based  dopant-induced  quantum  dot  arrays
regulate  electron  transport  properties  through  synergistic  interactions  with  key  energy  parameters  (t, U, W).
Electron addition energy spectra and quantum conductance spectra reveal the regulatory rules of these factors
on electron transport behaviors, providing a theoretical guidance for optimally designing silicon-based quantum
devices.

Keywords: quantum  dot  arrays,  electron  hopping,  geometric  configuration,  generalized  extended  Fermi-
Hubbard model
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