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玻色-爱因斯坦凝聚体内的准粒子激发导致系统里真实的玻色原子间产生量子纠缠. 采用谱展开的方法,

本文在准一维无限深方势阱下数值求解了 Bogoliubov-de Gennes方程的本征值和本征态. 针对准粒子低能激

发态, 研究了玻色-爱因斯坦凝聚体的量子纠缠熵随散射长度的变化. 本文结果表明纠缠熵随散射长度增加缓

慢增大, 并且这种增大趋势可以近似用幂函数模型描述. 这种幂函数的趋势类似于一维均匀玻色-爱因斯坦凝

聚体的 Bogoliubov基态的纠缠熵近似与散射长度的 1/2次幂成正比的情形.
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 1   引　言

玻色-爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein conden-

sation, BEC)指在特征温度以下, 玻色子在最低能

态宏观占据, 形成具有宏观量子效应的特殊凝聚

体 [1]. 人们通常采用平均场近似求解 Gross-Pitaevskii

(G-P)方程得到 BEC的平均场基态与化学势 [2].

G-P方程是非线性偏微分方程, 大部分情况下人们

只能得到 G-P方程的数值解; 而在准一维无限深

方势阱里, 排斥相互作用的定态 G-P方程可以求

解析解 [3]. 由于 BEC具备纯净可控、强相干的优

点, 人们对 BEC在量子信息领域的应用寄予厚望.

由于粒子间存在相互作用, BEC在平均场基

态附近存在低能的集体激发模式. Bogoliubov理

论把这种激发解释为系统内产生了处于激发态的

无相互作用的准粒子与空穴 [1]. 作为一种由量子涨

落引起的声子激发, Bogoliubov激发被证明在多

种冷原子物理系统里普遍存在, 例如超导体、量子液

滴、量子涡旋与超流等 [4–7]. 通过求解 Bogoliubov-

de Gennes (BdG)方程, 人们获得低能集体激发的

模式 [1]. 早在 1997年 You等 [8] 在谐振子势阱里数

值求解了 BEC的低能集体激发的激发谱; Walczak

和 Anglin[9] 在周期性边界条件的灰孤子背景下求

得了 BdG方程的两个零动量模的解析解; Hu等 [10]

利用变分近似法研究了谐振子势下的 BdG方程;

近年来, 焦宸等 [11] 在研究可调控自旋-轨道耦合

BEC时发现凝聚体的零动量相里存在声子激发,

且激发谱随周期驱动强度的增加表现出贝塞尔函

数的行为.
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另一方面, 量子纠缠既在量子信息领域显示了

重要的应用价值, 又解释了如超辐射、超导、量子

相变等重要的物理现象 [12–15]. 在冷原子领域, 很多

工作讨论了里德伯原子、低温原子阵列与多分量玻

色-爱因斯坦凝聚体等物理系统里的量子纠缠. 例

如, Vidal等 [16] 早年预言了量子多体模型里粒子在

集体激发的零模上宏观占据时系统内存在量子纠

缠. Ueda课题组 [17] 在近几年研究了两组分 BEC

系统的量子纠缠熵.

本文研究无限深方势阱里的准一维 BEC在不

同相互作用强度 (散射长度)时量子纠缠熵的变化.

本文采用谱展开方法 (basis expansion method)[8],

数值求解了 BdG方程, 根据求出的集体激发模式,

计算了系统处于 Bogoliubov基态与 Bogoliubov第

一激发态的量子纠缠熵 [18]. 结果发现量子纠缠熵

随散射长度增大而缓慢增大. 为了量化纠缠熵与散

射长度的关系, 采用幂函数拟合了数值结果. BEC

内原子间的相互作用强度可以通过 Feshbach共振

调控 [19], 我们期待实验课题组通过测量势阱内 BEC

基态的密度矩阵验证本文理论预言.

 2   准一维 BEC的平均场基态

下面简要回顾 BEC的平均场理论. 定态 G-P

方程如下:  [
− ℏ2

2M
∇2 + V (r) + U0|ψ0|2ψ0

]
ψ0 = µψ0, (1)

ψ0(r) µ ℏ
V (r)

U0 = 4πℏ2aN/M

A ∼ ξ2 ξ ≡ (8πρ̄|a|)−1/2

ρ̄

式中  是平均场基态波函数,   是化学势,   是

约化普朗克常数, M 是单个粒子的质量,    是

势阱,    刻画了原子间相互作用强

度, N 是势阱里的总粒子数, a 是散射长度. Carr

等 [3] 在 2000年针对准一维无限深方势阱求解了

G-P方程. 准一维无限深方势阱是一个高与宽都远

小于长的细长方盒, 假设盒长为 L, 横截面积为 A.

通常人们选择  ,    为凝聚体

的特征长度,   是平均粒子密度.

ψ0(r) = (LA)−1/2f(x)g(y, z) g(y, z) =

2 sin(πy/ξ) sin(πz/ξ) f (x)

x̃ =

x/L

假设  , 且 

 ,   是基态波函数沿盒长的

分量. 对 (1)式中等号两边坐标 y 与 z 积分, 令 

 (无量纲化), 得到准一维近似的 G-P方程:  [
− ξ2

L2
∂2x̃ + 2π2 + 9

4
|f(x̃)|2

]
f(x̃) = (µ̃− Ṽ (x̃))f(x̃),

(2)

Ṽ (x̃) = (2Mξ2/ℏ2)V (x̃)

µ̃ = (2Mξ2/ℏ2)µ

式中,    是无量纲化后的势

阱,   是无量纲的化学势. 在无限深

方势阱内, 这个非线性二阶微分方程与描述单摆幅

角运动的微分方程相同. 它的解如下: 

f(x̃) =
√
2m[2jK(m)]λ sn(2jK(m)x̃|m), (3)

sn(x|m) K(m)

λ = 1/(L
√
8πaρ)

f(x̃) j − 1

j = 1

f(x̃) ψ0(x̃)

式中,   是雅可比椭圆函数,   是第一类

椭圆积分,    是凝聚体的特征长度

与势阱长度之比.    的节点数为   . 对于基

态波函数, 由于它没有节点, 因此基态时  . 其

中 m 由波函数归一化条件确定. 为了简便, 后文里

将  改记作   . 相应的基态本征值, 即化学

势为 

µ̃ = [2jK(m)]2λ2(1 +m). (4)

 3   Bogoliubov准粒子激发态

引入二次量子化的 BEC系统的哈密顿量 [1]: 

Ĥ =

∫
ψ̂†(r)

[
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

]
ψ̂(r)

+
U0

2
ψ̂†(r)ψ̂†(r)ψ̂(r)ψ̂(r) dr, (5)

ψ̂(r) [ψ̂(r1), ψ̂
†(r2)] =

δ(r2 − r1)

式中,    是满足玻色对易关系  

 的场算符. 我们利用 Bogoliubov理论求

系统的本征谱与本征态 [20]. 通常平均场基态的占

据数很大, 因此本文只考虑基态与其他模式的耦

合. 在粒子数守恒的情况下, 设: 

ψ̂(r) =
√
N0ψ0(r) + φ̂(r), (6)

ψ0(r) N0式中,   是平均场基态波函数,   是占据平均

场基态的粒子数. 使用 Bogoliubov变换, 令: 

φ̂(r) =
∑
k′

[uk(r)α̂k − v∗k(r)α̂
†
k], (7)

∑
k′

α̂k α̂†
k

[α̂k1 , α̂
†
k2
] = δk1k2

(uk, vk)∫
(ui(r)u

∗
j (r)−vi(r)v∗j (r))dr=δij

ψ̂†(r)

ψ̂(r)

α̂†
k α̂k

式中, k 是正整数, 表示本征模式的指标;    是

对所有非平均场基态的模式求和;   与  是满足

玻色对易关系  的准粒子湮灭与产

生算符. 玻色对易关系要求  满足归一化条件

 .  Bogoliubov变

换 (7)利用真实原子的产生-湮灭算符 (  与

 )的线性组合, 构建准粒子的产生-湮灭算符

(  与  ), 以此对角化系统哈密顿量. Bogoliubov

变换是幺正线性正则变换, 它保证变换前后原子

数 N 保持不变 [21]. 由于准粒子算符是真实原子的
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产生-湮灭算符的线性组合, 所以准粒子可以看作

是原子与空穴形成的复合粒子.

φ̂将 (7)式代回 (5)式与 (6)式, 忽略   的二阶

以上项, 可以导出 BdG方程 [1]:  [
L̂ −U0n0

U0n0 −L̂

][
uk

vk

]
= Ek

[
uk

vk

]
, (8)

n0(r)= |ψ0(r)|2 L̂=−(ℏ2/(2m))∇2+V (r)+

2U0 n0(r)−µ

(uk(r), vk(r)) Ek (u0, v0)=

(ψ0, ψ0) E0 = 0

式中,   ,  

 . 求解 BdG方程得到能量本征函数

   与本征能量   . 需要留意  

 是BdG方程的能量  的本征函数, 其

范数为 0.

(uk, vk)

sin(kx̃)

kt = 500

uk vk

10 μm

0.16 μm2

针对准一维无限深方势阱, 采用与处理 G-P

方程相同的办法对 BdG方程作了准一维近似, 后

文里的  皆指准一维近似后 BdG方程的解.

为了求解 BdG方程, 选用  函数系作为基矢,

共使用了 501个基函数, 对应的截断波数  .

接着分别展开  与   , 将 (8)式等号左边的矩阵

对角化求得 Bogoliubov本征能量与本征函数. 这

里选用的准一维无限深方势阱长  , 横截面积

 . 为了满足通常实验室里制备的 BEC的平

ρ̄ ∼ 1014 cm−3

N = 120

u0

E0 = 0

1.2× 10−10

均原子密度  , 合理地设置势阱内总

粒子数  . 为验证数值结果的收敛性, 在散

射长度 a 分别为 1, 3, 5与 7 nm时, 计算了  (对

应于  的能量本征函数)相较于基态解析解

(3)式的保真度 (两个态内积的模的平方). 该保真

度与 1的偏差均小于  .

(u0, v0)

(uk, vk) uk

vk

图 1展示了典型的弱相互作用和强相互作用

下能量最低的 3个本征模式. 通常弱相互作用是指

相互作用能量小于动能, 而强相互作用则指相互作

用能量大于动能. 可以看出基态模式   无节

点, 而激发态模式  节点数为 k. 激发态的 

的振幅通常大于  . 弱相互作用下本征函数的振

幅小于强相互作用下的情况.

|Φ0⟩ k′ > 0

Bogoliubov基态是准粒子真空态, 将这个多

粒子的量子态记作  , 对于所有的  , 

α̂k′ |Φ0⟩ = 0. (9)

根据 Goldstone理论, 这个多体量子态实际上是因

粒子间相互作用使系统发生自发对称性破缺而出

现的 Goldstone模式 [22]. 该多体量子基态其实包含

了由相互作用引起的微小量子涨落对平均场基态

的修正.
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图 1    弱相互作用与强相互作用下准一维无限深方势阱里 BdG方程的最低 3个能量本征态 , 其中散射长度分别为   (上

图)与   (下图)

Fig. 1. Three lowest-energy eigenstates of BdG equation in a quasi-one-dimensional box potential. The weak and strong interaction

are denoted by the scattering length being 0.1 nm (upper panels) and 5 nm (lower panels).
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|Φ1⟩
进一步考虑 Bogoliubov第一激发态 ,  记作

 . 该多体激发态中, 1个准粒子处于第一激发

态模式, 即 

|Φ1⟩ = α̂†
1 |Φ0⟩ . (10)

 4   量子纠缠熵

若一个多体系统的量子态不能写成其子系统

的量子态的直积, 人们认为这些子系统之间存在量

子纠缠 [12]. 尽管两体的量子纠缠存在很多衡量方

式, 多体量子系统的量子纠缠刻画起来非常困难.

量子纠缠熵是人们普遍采用的衡量多体量子纠缠

的一种方法, 公式为 

S = −tr(ρ lnρ), (11)

ρ

ρ

其中  是子系统的约化密度矩阵 [23]. 很明显, 为了

计算量子纠缠熵, 需要计算多体系统中子系统的约

化密度矩阵  
[18].

|ψ0⟩ ⟨ψ0|
当势阱里所有原子均占据在平均场基态时, 系

统密度矩阵可以写成 N 个纯态密度矩阵  

的直积, 单粒子约化密度矩阵的纠缠熵为 0. 此时

原子间没有纠缠.

当系统处于 Bogoliubov基态 (9)时, 单粒子

约化密度矩阵如下: 

ρ0(x̃1, x̃2) =
1

N
⟨Φ0| ψ̂†(x̃1)ψ̂(x̃2) |Φ0⟩

=
1

N

[
N0ψ

∗
0(x̃1)ψ0(x̃2)+

∑
k′
vk(x̃1)vk(x̃2)

]
. (12)

U0→0 ψ0(x̃)→sin(x̃) µ̃→1

uk′(x̃) = sin(k′x̃) vk′(x̃) = 0∑
k′
vk(x̃1)vk(x̃2) = 0

|ψ0⟩ ⟨ψ0|
U0 > 0

当  时,   , 而且  . 容易

解得  且  . 相应地, (12)式

里等号右边的量子涨落项  ,

即在相互作用强度趋近于 0时, Bogoliubov基态

的单粒子约化密度矩阵 (12)将趋同于平均场基态

的单粒子约化密度矩阵  . 此时, 粒子间没

有量子纠缠. 当   时, 处于 Bogoliubov基态

的系统原子间将出现量子纠缠, 因为 Bogoliubov

变换改变了量子多体系统的基.

当系统处于 Bogoliubov第一激发态 (10)时,

单粒子约化密度矩阵如下: 

ρ1(x̃1, x̃2) =
1

N
⟨Φ1| ψ̂†(x̃1)ψ̂(x̃2) |Φ1⟩

=
1

N

[
N0φ

∗
0(x̃1)φ0(x̃2) +

∑
k′
vk(x̃1)vk(x̃2)

+ u1(x̃1)u1(x̃2) + v1(x̃2)v1(x̃1)
]
. (13)

U0

a→ 0

1

N
ln (N − 1)− ln

(
1− 1

N

)
≃ 0.048

为了衡量系统处于低能集体激发态时的量子

纠缠程度, 将 (12)式与 (13)式代入 (11)式, 计算

量子纠缠熵. 对于不同的散射长度 a (不同相互作

用强度  ), 处于 Bogoliubov基态与第一激发态

的准一维 BEC系统的量子纠缠熵如图 2所示. 结

果表明, 当散射长度   时, Bogoliubov基态的

量子纠缠熵趋于 0, Bogoliubov第一激发态的纠缠

熵趋于  . 当散射

长度 a 逐渐增加时 ,  系统的量子纠缠熵平缓地

增大.
 
 



/nm

0 5 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0
0拟合曲线
1
1拟合曲线

图 2　Bogoliubov基态与第一激发态下系统的量子纠缠熵

随散射长度的变化. 粒子数与势阱参数与图 1相同

N

Fig. 2. Dependence  of  quantum  entanglement  entropy  for

the Bogoliubov ground state  and first  excited state  on the

scattering  length.  The  particle  number      and  trap  para-

meters are the same as those in Fig. 1.
 

S(a) = c1a
c2 + c3

1

L

∑
k′
v2k ∼ (n0a)

1/2

n0

ρ0 ∼ I − ε ε = (n0a)
1/2

S0 ∝ (n0a)
1/2

为了从物理上理解上述数值计算结果, 采用幂

函数模型  拟合量子纠缠熵与散射

长度之间的关系. 该函数模型可以类比均匀的准一

维 BEC. 当均匀系统处于 Bogoliubov基态时, 量

子涨落  , 相较于基态的粒子密

度  是小量 [1]. 相应地, Bogoliubov基态的密度矩

阵近似写作  , 其中   是小量.

当只保留一阶项时, 对于均匀系统   .

拟合结果如图 2所示, 相应的拟合参数见表 1. 拟

合参数 c2 大于 1/2, 这可能来源于上述展开里的高

阶项或 n0 在势阱里的空间不均匀性.
 

表 1      拟 合 参 数 ,  其 中 SSE  (sum  of  square

error)表示误差平方和
Table 1.    Fitting  parameters  (SSE,  sum  of  square

error).

数据 c1 c2 c3 SSE

S0 4.669×105 0.7803 0 2.3327×10–4

S1 1.9058×105 0.7158 0.0482 7.482×10–4
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 5   结　论

U0

本文采用 Bogoliubov理论, 数值求解了准一

维无限深方势阱下的 BdG方程, 得到了准一维无

限深方势阱下 BEC的集体激发态与激发谱. 计算

了系统处于 Bogoliubov基态与第一激发态时的单

粒子约化密度矩阵, 并进一步计算了不同相互作用

强度  (散射长度 a)时, 系统在这两个多体量子

态下的量子纠缠熵. 结果表明, 随着散射长度增加,

量子纠缠熵平缓增加, 并近似符合幂函数的形式.

该结果可类比一维均匀 BEC系统中, Bogoliubov

基态的纠缠熵近似与散射长度的 1/2次幂成正比

的物理现象. 本文工作揭示了在势阱内的玻色-爱

因斯坦凝聚体中存在着与相互作用强度呈正相关

的多体量子纠缠. BEC作为冷原子物理的基本物

态之一, 对其内部子系统间的量子纠缠性质的研究

有望在量子信息、低温超导、量子多体纠缠等领域

产生启发作用.
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Abstract

Quasi-particle  excitation  in  a  Bose-Einstein  condensate  leads  to  quantum  entanglement  between  real

bosonic  atoms  in  the  system.  By  using  spectral  expansion  method,  the  eigenvalues  and  eigenstates  of

Bogoliubov-de  Gennes  equation  are  numerically  calculated  in  a  quasi-one-dimensional  infinite  square  well

potential. For the low-energy collective excitations of the quasi-particles, we explore the dependence of quantum

entanglement  entropy  of  the  Bose-Einstein  condensate  on  scattering  length.  Our  results  show  that  the

entanglement entropy increases slowly with the increase of the scattering length, and such an increasing trend

can be well described by a power function. These results are analogous to those in a one-dimensional uniform

BEC,  where  the  entanglement  entropy  of  the  Bogoliubov  ground  state  is  approximately  proportional  to  the

square  root  of  the  scattering  length.  This  work  provides  a  viable  way  for  investigating  many-particle

entanglement in a quasi-one-dimensional trapped Bose-Einstein condensate where the quantum entanglement is

closely related to the interaction strength between particles.
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