
 

半磁性拓扑绝缘体中的非线性霍尔效应*
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本文系统地研究了半磁性拓扑绝缘体中的非线性霍尔效应及其调控机制. 研究发现半磁性拓扑绝缘体

的非线性霍尔效应依赖于系统的磁性层的磁矩方向. 数值计算结果表明, 相对于线性霍尔电导, 系统的非线

性霍尔电导对磁矩水平方向的变化较为敏感, 该现象可作为实验上辨别磁矩取向变化的表征指标. 本研究不

仅加深了对半磁性拓扑绝缘体量子输运行为的理解, 还为多功能拓扑电子器件的设计提供了理论依据.
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 1   引　言

拓扑绝缘体是一类具有独特量子特性的材料,

具有体绝缘、但表面导电的特性, 其拓扑表面态受

时间反演对称性保护, 因此对杂质或缺陷具有稳定

性 [1–3]. 近年来, 人们提出可以通过在拓扑绝缘体中

引入磁性以打破系统的时间反演对称性, 从而实现

磁性拓扑绝缘体 [4–6]. 根据磁性分布的不同, 磁性拓

扑绝缘体中衍生出了一系列丰富的拓扑相, 例如量

子反常霍尔绝缘体相 [7]、轴子绝缘体相 [8] 以及半磁

性拓扑绝缘体相 [9]. 迄今为止, 这三种拓扑相已在

多个实验中得到证实 [4–6]. 通常, 科学家们通过测量

线性霍尔电导来辨别这三种不同的拓扑相. 在量子

反常霍尔绝缘体中, 存在着无外磁场的量子化霍尔

电导 [10]. 在轴子绝缘体中, 存在着类似“轴子”的准

粒子激发 [11–14], 其特点是在两个整数量子化电导

平台中的零霍尔电导平台 [15–17]. 在半磁性拓扑绝

缘体中有着半量子化的霍尔电导平台, 该半量子化

的电导平台为量子场论中的手征反常提供了证据 [9].

在以往的研究中, 科学家们主要通过施加垂直

于样品平面的面外磁场来调控磁性拓扑绝缘体中

的磁矩方向, 从而实现对其电子态的操控 [4–6]. 在这

些工作中, 磁性拓扑绝缘体的磁性层磁矩通常在外

加垂直磁场作用下稳定于垂直方向. 近年来, 多个

相关的课题组提出可以通过面内磁场对磁性拓扑

绝缘体的线性霍尔电导及其对应的拓扑相进行调

控. 例如, 在反铁磁拓扑绝缘体 MnBi2Te4 中的量

子反常霍尔效应研究中发现了由面内磁场增强面

外方向磁性的新效应 [18], 并且在从面外磁场到面

内磁场的转变过程中, 发现了完全不同的磁结构

变化 [19].

另一方面, 非线性霍尔效应因与量子几何特性

的关联而受到广泛关注 [20–23]. 在低频交变电场的

驱动下, 霍尔电流可以在一些空间反演对称性破缺

的材料中以驱动电场的二阶响应的形式出现, 即非
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线性霍尔效应 [24,25]. 迄今为止, 人们提出了多种机

制来实现非线性霍尔效应 [20]. 其中一种非线性霍

尔效应的量子起源是动量空间中贝里曲率的类偶

极分布, 又被称为贝里曲率偶极矩 [25]. 目前, 贝里

偶极矩刻画的非线性霍尔效应已在多种材料中被

观测到, 包括狄拉克半金属 Cd3As2 [26]、非磁性外

尔-近藤半金属 Ce3Bi4Pd3[27]、多层 WSe2[28]、转角

WTe2[29], 以及双层石墨烯 [30] 等新型量子材料.

本文聚焦于半磁性拓扑绝缘体在不同磁矩方

向下的线性霍尔效应和非线性霍尔效应研究. 研究

表明, 该体系中的线性霍尔效应主要由垂直方向的

磁矩强度决定, 而对水平方向的磁矩分量不敏感.

相比之下, 由贝里偶极矩主导的非线性霍尔效应,

其强度和方向则对磁矩的水平分量高度依赖. 因

此, 本文提出在实验中通过线性霍尔效应和非线性

霍尔效应的协同测量, 能够对半磁性拓扑绝缘体表

面磁矩的方向进行表征.

 2   模型和方法

本节首先给出半磁性拓扑绝缘体的有效模型.

随后, 介绍线性霍尔电导和非线性霍尔电导的区别

和联系.

 2.1    磁性拓扑绝缘体有效模型

三维拓扑绝缘体的表面存在受拓扑保护的二

维无能隙的狄拉克锥形色散结构 [31]. 通过磁性掺

杂在拓扑绝缘体的表面引入磁序后, 垂直方向的磁

矩会破坏系统的局部时间反演对称性, 导致无能隙

的表面狄拉克锥会打开能隙 [31]. 与此同时, 系统表

现出半量子化的霍尔电导, 其符号由垂直磁矩的方

向决定 [32,33]. 2022年, Mogi等 [9] 在磁性掺杂的拓

扑绝缘体异质结中实验观测到了近半量子化的霍

尔电导平台, 该结果被视为半磁性拓扑绝缘体存在

的直接证据. 他们的实验装置如图 1(a)所示, 磁性

掺杂层 (上表面蓝色区域)为Cr掺杂的 (Bi, Sb)2Te3,

下表面的白色区域对应为非掺杂层. 此外, 该实验

表明施加垂直磁场能够有效调控该半量子化霍尔

电导的符号, 即霍尔电流的方向 [9].

对于此类磁性拓扑绝缘体异质结, 其表面拓扑态

表现为无能隙的狄拉克锥结构, 可以由一个沿 z 方

向受限的磁性拓扑绝缘体有效哈密顿量描述 [9,31]: 

HTI = Dk2 + ℏvF(k × σ)z + Γ · σ, (1)

σ = (σx, σy, σz)

vF ℏvF = 1 eV · nm D =

0.1 eV · nm2

Γ = (γx, γy, γz)

γz

γz

γx/y

(γx, γy, γz) = (γ sinϕ cos θ, γ sinϕ sin θ, γ cosϕ)

ϕ ∈ [0,π] θ ∈ [0, 2π] γ = 0.5 eV

其中  是作用于电子自旋空间的泡

利矩阵;    为费米速度, 取   ;   

 描述了由电子-空穴不对称性引起的动

量平方项;   为磁性掺杂带来的磁交

换作用, 其大小和方向可以通过外界磁场进行调

控.   可以破坏上下表面的局部时间反演对称性,

并打开能隙. 当费米面位于能隙中时, 系统有着半

量子化的霍尔电导, 其霍尔电流的方向由   的符

号决定 [1].   可以调整狄拉克锥的位置. 为了方

便研究, 本文采用球坐标来表示磁矩的方向与大

小, 即  ,

其中极角  , 方位角  ,   .

 2.2    线性霍尔电导及非线性霍尔电导

在二维系统中, 电流密度的表达式为 [20]
 

Ja = σabEb + σabcEbEc, (2)

 















B

B


(a) (b) (c)

Bz图 1    半磁性拓扑绝缘体的磁矩方向可以通过施加外磁场进行调控　(a)在垂直磁场   的作用下, 磁矩朝向 z 方向; (b)加入面

内磁场后, 磁矩会沿着磁场方向发生倾斜; (c)球坐标下的磁矩方向表示, 其中 ϕ为极角, q 为方位角

Bz

Fig. 1. In the semi-magnetic topological insulator, the direction of the magnetic moment can be controlled by applying an external

magnetic field: (a) In the presence of a vertical magnetic field   , the magnetic moment is tuned along the z direction; (b) in the

presence of an in-plane magnetic field, the magnetic moment will tilt along the direction of the magnetic field; (c) the direction of

the magnetic moment in spherical coordinates, where ϕ is the polar angle and q is the azimuth angle.
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Eb,c σab

σabc

其中 a, b, c ∈ x, y;    为外部电场强度;    和

 分别描述线性霍尔电导和非线性霍尔电导. 线

性霍尔电导可以由 Kubo公式给出 [34]: 

σab =
e2

ℏ

∫
d2k
(2π)2

∑
i

fiΩ
ab
i , (3)

fi = 1/ {1 + exp[(Ei − EF)/kBT ]}
kB EF

Ωab
i

其中  为费米狄拉

克分布函数, T 为温度,   为玻尔兹曼常数,   为

费米能级;    为第 i 个能带的贝里曲率 [34], 其表

达式为 

Ωab
i = −2

∑
i ̸=j

Im⟨i|∂Ĥ/∂ka|j⟩⟨j|∂Ĥ/∂kb|i⟩
(Ei − Ej)2

. (4)

Ωab(kx, ky) = −Ωab(−kx,−ky)

由 (3)式可知, 线性霍尔电导可表示为第一

布里渊区内费米海的全域积分. 在具有时间反演

对称性的系统中, 贝里曲率满足奇函数特性, 即

 , 这将导致线性霍尔

电导为零. 因此, 要观测到非零的线性霍尔效应,

必须打破系统的时间反演对称性.

目前, 人们已经提出多种机制用于诱导非线性

霍尔效应. 其中一种机制为贝里偶极矩刻画的非线

性霍尔效应 [25], 即 

σabc = (e3/ℏ2)τDabc. (5)

Dabc

(5)式表明, 非线性霍尔电导的强度正比于贝里偶

极矩  和弛豫时间 t. 其中贝里偶极矩的表达式

如下所示: 

Dabc = −
∑
i

∫
d2k
(2π)2

∂Ei

∂kc
Ωab

i

∂fi
∂Ei

. (6)

Dabc

Dxyy

Dyxx Dxyy

Dyxx

Dy = Dxyy Dx = Dyxx

从 (6)式可以发现, 贝里偶极矩  为群速度乘以

贝里曲率在第一布里渊区的费米面的积分. 非线性

霍尔效应可以存在于具有时间反演对称性的系统

中, 但必须破坏系统的空间反演对称性 [20]. 在后续

计算中, 主要关注贝里偶极矩的两个分量, 即 

和  . 其中,    描述了在 y 方向施加电场时

沿着 x 方向的非线性霍尔电流强度,    描述了

在 x 方向施加电场时沿着 y 方向的非线性霍尔电

流强度. 在之后的计算中 , 为了便于表达 , 定义

 以及  .

 3   结　论

通过对角化公式 (1)中的哈密顿量, 可以得到

其本征值: 

E± = Dk2 ± ℏvF

√(
γz
ℏvF

)2

+ k′2x + k′2y , (7)

k′x = kx + γy k′y = ky − γx其中  ,   . 系统沿着不同方

向的速度为 

v±x = ± k′x√(
γz
ℏvF

)2

+ k′2x + k′2y

, (8)

 

v±y = ±
k′y√(

γz
ℏvF

)2

+ k′2x + k′2y

. (9)

根据 (4)式可以得到其价带的贝利曲率表达式为 

Ωxy = −Ωyx =
ℏ2v2Fγz

2
(
γ2
z + k′2x + k′2y

)3/2 . (10)

θ = 0

θ = π/2

根据 (7)式—(10)式 , 可以求得系统的霍尔电导

((3)式)以及贝里偶极矩 ((6)式). 接下来, 考虑几

种不同的情况: 1)方位角   , 即磁矩只局限于

xz-平面; 2)方位角  , 即磁矩只局限于 yz-平

面; 3)更一般的情况, 即方位角 q 取任意角度.

θ = 0 3.1    方位角 

θ = 0

ϕ = 0

EF = 0 σxy = 0.5e2/h

ϕ = 0.2π ϕ = 0.4π
EF = 0

0.5e2/h ϕ = 0.6π ϕ = 0.8π

EF = 0 σxy =

−0.5e2/h

图 2(a)给出了方位角  , 极角 ϕ取不同值

时, 系统霍尔电导随费米面的变化关系. 可以看出,

 时, 系统的磁矩沿着 z 方向. 其霍尔电导在费

米面  附近趋近于半量子化, 即  .

随着 ϕ角的增加, 在   和   时, 霍尔

电导没有发生明显的变化, 在   附近的极值

保持为  . 在  和  时, 系统的

磁矩垂直分量沿着–z 方向, 霍尔电导的符号发生

了翻转.  在   附近 ,  霍尔电导变为  

 .

θ = 0

Dy

ϕ = 0

ϕ = 0.2π Dy

Dy

Dy ϕ = 0.4π Dy

ϕ = 0.6π Dy

Dy

Dy ϕ = 0.8π
Dy

图 2(b)给出了方位角  , 极角 ϕ取不同值

时, 系统的贝里偶极矩   随费米面的变化关系.

可以看出,   时, 贝里偶极矩恒为零. 随着 ϕ角

的增加, 在   时, 贝里偶极矩   不再为零.

当费米能在价带顶部时,    取最大值. 当费米能

在导带底部时,    取最小值. 在   时,   

的极值进一步增大. 在  时,   的值出现了

翻转. 当费米能在价带顶部时,   取最小值. 当费

米能在导带底部时,    取最大值. 在   时,

 的极值减小.
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EF

Dy

Dy

图 2(c)和图 2(d)展示了系统的霍尔电导和贝

里偶极矩关于费米面  和极角 ϕ的相图, 其中不

同颜色分别描述霍尔电导和贝里偶极矩  的强

度. 可以更清楚地观察到霍尔电导和贝里偶极矩随

极角 ϕ的变化规律. 极角的偏转会使得系统出现一

个非零的贝里偶极矩  .

注意到, 在 ϕ角比较小的时候, 霍尔电导对于

ϕ角的变化并不敏感 (如图 2(a)中的蓝色虚线和红

色实线所示). 但是, 贝利偶极矩对于 ϕ角的变化较

为敏感 (图 2(b)). 由于系统的非线性霍尔电导正

比于贝利偶极矩 (见 (5)式). 基于这一特性, 我们

提出可以在实验中通过测量系统的非线性霍尔电

导来判断系统磁矩的极角 ϕ是否偏离 z 轴. 此外,

非线性霍尔电导的强度也依赖于 ϕ偏离 z 轴的角

度值. 所以, 这一性质也可以用于粗略判断 ϕ偏离

z 轴的角度大小.

θ = 0此外, 在方位角   时, 另一个方向的贝里

Dx ≡ 0 θ = 0

γx γz γy =

0 k′x = kx vx(kx, ky) =

−vx(−kx, ky) Ωyx(kx, ky) =

Ωyx(−kx, ky)

Dx kx

Dx ≡ 0

偶极矩  , 原因是   时系统的磁矩局限

于 x-z 平面. 所以, 磁矩只有  和  分量. 在 

 时 ,  可以得到   ,  因此速度  

 为奇函数 (见 (9)式),   

 为偶函数 (见 (10)式). (6)式中贝里

偶极矩  积分内的函数为关于  的奇函数, 由此

可得  .

ϕ = 0.5π
Dy

ϕ = 0.5π γz = 0

另一方面, 在  附近发生的霍尔电导和

贝里偶极矩  的翻转源于系统发生了能带翻转,

且伴随着贝里曲率的反向变化 (见 (10)式).  在

 时, 系统的磁矩沿着水平方向, 即  .

通过计算该系统的本征值, 发现此时系统为无能隙

的状态. 在系统发生能带翻转后, 贝里曲率也发生

了翻转 (见 (7)式). 由 (4)式和 (6)式可知, 系统的

霍尔电导和贝里偶极矩依赖于系统的贝里曲率. 所

以, 贝里曲率的翻转也使得系统的霍尔电导和贝里

偶极矩发生了翻转.
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图 2    (a), (b)  时 , 霍尔电导   和贝里偶极矩   关于费米面   的依赖关系 , 不同颜色的曲线对应不同的极角 ϕ. (c),
(d)霍尔电导   和贝里偶极矩   关于费米面   和极角 ϕ的相图, 不同颜色分别表示霍尔电导和贝里偶极矩的强度

σxy Dy EF θ = 0

σxy

Dy EF

Fig. 2. (a) The Hall conductance    and (b) Berry dipole moment    as functions of the Fermi surface    when   , where

different colors represent different polar angles ϕ. The phase diagrams of (c) the Hall conductance     and (d) the Berry dipole

moment    as functions of the Fermi surface    and polar angle ϕ, where different colors describe the strength of Hall conduct-
ance and Berry dipole moment, respectively.
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θ = π/2 3.2    方位角 

θ = π/2
θ = π/2

θ = π/2 θ = 0

Dy ≡ 0 Dx θ = 0 Dy

当方位角  时, 系统的磁矩只局限于 y-z

平面. 采用同样的办法, 计算了   时系统的

霍尔电导和贝里偶极矩的依赖关系. 结果发现, 在

 时, 系统的霍尔电导和  时相同, 贝里

偶极矩  ,   表现出和  时的  完全相

同的性质.

θ = π/2 Dy ≡ 0 θ = 0

Dx ≡ 0 θ = π/2
γy

γz γx = 0 k′y = ky vy(kx, ky) =

−vy(kx,−ky) Ωxy(kx, ky) = Ωxy(kx,−ky)

Dy

ky Dy ≡ 0

  时, 贝里偶极矩  的原因和 

时贝里偶极矩  的原因类似. 在   时,

系统的磁矩局限于 y-z 平面. 所以, 磁矩只有  和

 分量. 在  时, 有  , 所以 

 为奇函数,  

为偶函数. (6)式中贝里偶极矩  积分内的函数为

关于  的奇函数, 可得  .

 3.3    任意方位角 q

σxy ϕ = 0.2π Dx/y

本节考虑任意 q 角对贝里偶极矩和霍尔电导

 的影响. 图 3(a)给出了  时  随 q 角

θ = 0

Dx ≡ 0 θ = π/2 Dy ≡ 0

的依赖关系. 与之前的结论一致, 在   时, 有

 ; 在  时,   .

Dx Dy

Dx Dy

Dx Dy

图 3(b)和图 3(c)分别给出了   和   关于

q 和 ϕ角变化的相图. 明显看出, 当 q 在第一和第

三象限时,   和  反号; 当 q 在第二和第四象限

时,   和  同号. 利用这一性质可以辨别系统磁

矩的 q 角. 此外, 图 3(d)展示了霍尔电导关于 q 角

和 ϕ角的相图, 发现霍尔电导的值和 q 角无关.

 4   结　论

本文系统研究了半磁性拓扑绝缘体中非线性

霍尔效应的调控机制. 通过解析与数值计算, 揭示

了贝里偶极矩与磁化方向之间的内在关联. 计算结

果表明, 磁矩的倾斜可以诱导由贝里偶极矩刻画的

非线性霍尔效应, 且贝里偶极矩的大小取决于系统

磁矩的极角与方位角. 此外还发现, 线性霍尔电导

的大小和磁矩的方位角无关, 并且对磁矩的极角不

敏感, 特别是在极角较小时, 其变化几乎可以忽略,
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图 3    (a) 贝里偶极矩   在   时随 q 角的依赖关系; (b)—(d) 贝里偶极矩   ,   和霍尔电导   随着 ϕ和 q 角的依

赖关系. 不同颜色分别表示   ,   , 和   的强度. 该图中固定费米面为  

Dx/y ϕ = 0.2π Dx Dy σxy

Dx Dy σxy EF = −0.5

Fig. 3. (a)  Numerically  calculated  Berry  dipole  moment      as  functions  of q with  ;  (b)–(d)    ,    ,  and      as

functions of q and ϕ, respectively. The colors describe the strength of   ,   , and   . We fix the Fermi surface as  

in the numerical calculations.
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表现出高度的稳定性.

因此, 我们提出在实验中可以通过线性霍尔效

应和非线性霍尔效应的协同测量来探测系统磁矩

的方位角, 这一发现为探测和操控拓扑材料中的磁

性提供了新的途径. 实验中, 非线性霍尔效应的测

量可以直接使用现有的装置, 不需要对装置进行额

外改进 [9]. 我们的理论预测具有明确的实验可行性,

所提出的方案有望在现有条件下迅速得到验证.

可以注意到, 除了贝利偶极矩刻画的非线性霍

尔效应, 还有更多其他机制刻画的非线性霍尔效

应 [20], 例如由量子度规刻画的非线性霍尔效应 [24]、

电子的反常速度以及手征反常的共同作用诱导的

量子非线性霍尔效应 [35,36], 或者贝利联络刻画的量

子非线性霍尔效应 [37]. 在半磁性拓扑绝缘体中这

些不同机制诱导的非线性霍尔效应是值得进一步

深入研究的问题. 我们会在未来的工作中继续讨论

这一问题.
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Abstract

Semi-magnetic  topological  insulators  have  received  wide  attention  because  of  their  unique  electrical

properties,  including  the  emergent  half-quantized  linear  Hall  effect.  However,  nonlinear  Hall  effects  in  these

materials have not been studied. In this work, the nonlinear Hall effect in semi-magnetic topological insulators

is investigated, and its dependence on the orientation of the magnetic moment in the magnetic layer is explored.

By using both analytical method and numerical method, it is demonstrated that the nonlinear Hall conductance

is more sensitive to the horizontal component of the magnetic moment than the linear Hall conductance, which

predominantly  depends  on  the  vertical  component  of  the  magnetic  moment.  Our  results  reveal  that  the

nonlinear Hall conductance can serve as a sensitive probe to detect changes in the orientation of the magnetic

moment in experiments. Specifically, it is shown that the nonlinear Hall effect is governed by the Berry dipole

moment, whose magnitude and direction vary with the tilt of the magnetic moment, thereby offering a unique

signature of its orientation. The potential for using both linear and nonlinear Hall effects to map the direction of

the  magnetic  moment  in  semi-magnetic  topological  insulators  is  highlighted  in  this  work.  Besides,  the

measurement  of  the  nonlinear  Hall  effect  can  be  directly  implemented  using  existing  experimental  setups,

without the need for additional modifications. The findings offer insights into the quantum transport behavior

of the semi-magnetic topological insulator and pave the way for new experimental techniques to manipulate and

probe their magnetic properties.

Keywords: semi-magnetic topological insulator, nonlinear Hall effect, Berry dipole moment
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