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与预定义时间同步*
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简单忆阻混沌系统的丰富动力学分析与预定义时间同步研究对充分认识系统动力学形成机制以及拓展

混沌系统应用潜力有重要意义. 本文提出一种仅含单个非线性项的四维忆阻混沌系统模型, 旨在揭示系统在

参数与初始条件变化下的多样动力学行为并实现高效预定义时间同步控制. 基于耗散性分析和 Lyapunov指

数量化, 结合参数分岔与多稳态研究, 揭示了该系统具有无穷多不稳定平衡点、同构与异构多稳态 (点吸引

子、周期吸引子与混沌吸引子)分布特征, 并发现通过调节忆阻器内部参数可精准实现信号的幅度控制, 从而

为周期信号与混沌信号的有效调幅提供新的模型支撑. 针对该复杂动力学特性, 构建了包含线性与双向幂次

非线性衰减项的预定义时间滑模面, 利用 Lyapunov稳定性理论推导出误差系统在预设时间内收敛的一种新

型的充分条件, 并设计了可调同步时间上界的双阶段滑模控制律. 数值仿真表明该系统能够在预定义时间内

完成误差收敛, 且过程无超调或抖振, 具备高精度和强鲁棒性.
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 1   引　言

随着混沌理论在加密通信、复杂网络同步及信

号处理等领域的广泛应用, 对结构简洁、行为丰

富、易于硬件实现的混沌系统模型的研究受到越来

越多关注 [1,2]. 如何构造具有更强调控能力、结构简

洁、动力学可调的混沌系统, 已成为当前非线性系

统研究的重要方向 [3]. 忆阻器作为一种新兴的两端

非线性无源元件, 具有电流-磁通之间的非线性

映射关系, 能够自然模拟突触权重变化, 近年来

被广泛应用于类脑计算、智能电路以及混沌系统的构

建 [4–6]. 与传统电阻、电容、电感相比, 忆阻器提供

了更复杂的非线性动力学机制, 可实现状态记忆、

自适应调节等功能. 部分忆阻器模型引入了衰减或

遗忘机制以模拟短时记忆过程, 即忆阻导纳随时间

或输入变化呈现逐步衰减的特性 [7]. 基于忆阻器的

混沌系统因其结构灵活、参数调节能力强、硬件实

现潜力大, 逐渐成为混沌理论研究中的一个前沿

方向.

已有多项工作围绕忆阻混沌系统的设计、动力

学分析及其同步控制展开. 如引入非线性忆阻项实

现多卷吸引子生成, 通过多忆阻器耦合提升系统自

由度, 或构建具有混合调制机制的非自治混沌模型

等 [8–10]. 这些系统在产生丰富吸引子、实现多稳态行

为和多样分岔路径方面展现出独特优势, 部分研究

还将其与人工神经网络、图像加密或信号调制等应

用相结合, 推动了忆阻混沌系统的跨领域发展 [11,12].
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这些模型虽在动态丰富性方面取得进展, 但普遍存

在系统维度高、非线性项繁复、同步控制方法难以

实现等问题 [13,14]. 在现有混沌同步控制领域, 有限

时间与固定时间同步方法已受广泛关注, 传统方法

如自适应控制、有限时间滑模控制等存在收敛时间

不可预测、参数调节不便、控制律复杂等难题, 亟

需提出可控性强、时间上界明确、鲁棒性高的同步

控制策略 [15–17]. 固定时间同步虽改善了这一点, 但

收敛时间不可预设, 控制参数选择难度较大. 为克

服有限时间控制和固定时间控制方法的上述不足,

近年来发展出的预定义时间控制方法引起了广泛

关注. 该方法通过设计特定的收敛结构, 使得系统

状态在事先给定的有限时间内完成误差收敛, 并严

格独立于初始条件, 具备收敛时间可设定、响应速

度快和理论分析严谨等优势. 相比传统有限时间或

固定时间控制, 预定义时间控制提供了对收敛过程

更强的主动控制能力, 因此在实际工程中更具应用

价值 [18,19].

当前关于预定义时间控制的研究主要集中于

确定型非线性系统的稳定性分析、复杂网络系统的

状态同步、鲁棒自适应控制器设计等方向, 已逐渐

形成包括滑模控制、反演控制、神经网络估计等多

种实现方式的理论框架 [20,21]. 一些工作已成功将该

方法应用于具有参数不确定性、外部扰动或饱和输

入约束的系统同步问题中, 展现出良好的动态性能

与抗干扰能力 [22,23]. 然而, 在忆阻器驱动的混沌系

统中, 尤其是结构简约、参数调节能力强的低维忆

阻模型上, 融合预定义时间控制理论开展同步研究

仍属少见, 相关文献报道极为有限. 因此, 有必要

探索如何在结构极简的忆阻混沌系统中设计出具

备预设收敛时间上界的高效同步控制方案, 以实现

对复杂非线性行为的稳定调控, 并为后续的硬件实

现和工程部署打下基础.

鉴于此, 本文提出一种结构极简、仅包含单一

忆阻非线性项的四维忆阻混沌系统模型. 该系统在

保留混沌系统核心动力学特征的同时, 实现了结构

简化、动态调幅及多稳态特性兼容. 通过对系统的

耗散性分析、Lyapunov指数量化、参数分岔及初

值敏感性模拟, 揭示了该系统可产生多种类型的吸

引子 (如混沌吸引子、周期吸引子与点吸引子), 并

具有显著的同构与异构多稳态行为. 特别是, 忆阻

器内部参数对系统振荡幅度具有明确的调控效应,

为后续控制策略的增益设定与信号幅值约束提供

了可靠支撑.

在此基础上, 进一步构建了一种新型的双阶段

预定义时间滑模同步控制策略. 与现有预定义时间

同步文献相比, 如 Liu等 [24] 采用模糊逻辑与变时

终端滑模设计, 实现了不确定系统的预定义时间同

步, 但控制器复杂且在扰动抗性验证上存在局限.

Zheng等 [25] 的最新工作针对时滞超混沌系统设计

了预定义时间滑模控制器, 虽具有参数可设定性,

却仅限于线性滑模结构, 对复杂非线性耦合响应不

足. 相比之下, 本文控制器结合线性项与多次幂非

线性项构造滑模面, 利用 Lyapunov稳定性理论推

导出误差系统在预定义时间内收敛的严格条件, 并

设计具有明确收敛上界的滑模控制律. 该策略既能

实现对初始误差的快速压缩, 也能在预设时间内保

证误差系统全局收敛, 有效克服传统方法存在的同

步时间不可控与超调振荡问题.

 2   模型描述及动力学行为分析

 2.1    系统模型

由忆阻器原理和经典的三次型磁控忆阻器模

型 [26] 可得如下磁控忆阻器:  {
i = (α− βw2)u,

φ̇ = −u,
(1)

α, β i, u, φ式中  均为正实数,    依次代表忆阻器的

端电流、端电压和内部磁通. 基于忆阻器 (1)并结

合 VB3系统 [27], 可构造如下简单忆阻混沌系统:  

ẋ = (α− βw2)z + ay,

ẏ = −bx− z,

ż = cx− dz,

ẇ = −z,

(2)

x, y, z, w a, b, c, d

α = 4, β = 0.5, a =

0.5, b = 1.25, c = 1.6, d = 0.5 [1, 1,

1, 1]

0.0185, 0, −0.0395, −0.4802

其中  分别为系统的状态变量,   

是正实数. 系统 (2)由一个非线性项和六个线性项

构成, 其中唯一的非线性项主要决定的是系统的复

杂动力学行为. 参数设置如下:  

 , 并且当初值为  

 时, 系统 (2)将产生如图 1所示的混沌吸引子.

经计算, 该吸引子的 4个 Lyapunov指数依次为

 , 进一步验证了吸引子

的混沌特性. 由 (2)式可得系统的散度为 

∇V =
∂ẋ

∂x
+

∂ẏ

∂x
+

∂ż

∂x
+

∂ẇ

∂x
= −(d+ 1). (3)
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d ∇V

ẋ = ẏ = ż = ẇ = 0

显然, 对于任何正实数  ,   恒小于 0. 这意

味着系统 (2)是能够产生有界吸引子的耗散系统.

令  , 可求解系统 (2)的线平衡点

集为 

O = (x̃, ỹ, z̃, w̃) = (0, 0, 0, k), (4)

k O其中  为实数. 在平衡点   处线性化系统能够得

到 Jacobian矩阵如下: 

JO =


0 a (α− βw2) 0

−1 0 −b 0

c 0 −d 0

0 0 −1 0

 . (5)

对应的特征方程为 

λ[λ3 + dλ2 + (a− cT )λ+ abc+ ad] = 0, (6)

T = (α− βw2)

O

其中  . 由 Routh-Hurwitz判据可知,

平衡点  是不稳定的.

 2.2    分岔分析

α = 4, β = 0.5, b = 1.25, c = 1.6, d =

0.5 a ∈ [0.8, 0.95]

[1, 1, 1, 1] [−1,−1,−1,−1]

a

[1, 1, 1, 1]

选取参数 

 , 系统 (2)随参数  的分岔过程被展

示于图 2(a)中, 其中红色分岔和蓝色分岔分别来

源于初值  和  . 由分岔图可

知, 当参数   持续增大时, 系统 (2)逐渐从混沌态

过渡至周期态, 并且夹杂着若干狭窄的周期窗口.

设置初值为  , 图 2(b)给出了与分岔图相

a ∈ [0.8, 0.89) LE1 > 0

a

a ∈ [0.89, 0.95]

LE1,LE2 ≈ 0 LE3,LE4 < 0

a

a

a = 0.8

a = 0.89

a =

0.95

[1, 1, 1, 1] [−1,−1,−1,−1]

对应的 Lyapunov 指数谱. 这里 Lyapunov指数具

有以下关系: 当   时, 有   表明

系统 (2)处于混沌态 ;  随着   的进一步增大 ,  当

 时, 系统有两个接近 0的 Lyapunov

指数 (  )和两个负指数 (  ),

表明系统处于非混沌态. 据图 2(b)可知, Lyapunov

指数谱所反映出的动力学状态与分岔图一致. 为了

更好地呈现系统随参数  的动力学演化过程, 系统

在不同  值下所产生吸引子的 x-w 相平面图被绘

制在图 3中. 当  时, 系统 (2)产生一对混沌

吸引子, 如图 3(a)所示; 当  时, 系统 (2)产

生一对周期–2吸引子, 如图 3(b)所示; 而当  

 时, 系统 (2)产生一对周期–1吸引子, 如图 3(c)

所示. 需要指出的是, 红色吸引子和蓝色吸引子分

别对应于初值  和  , 并且两

者关于原点中心对称.

 2.3    异构多稳态

[0.1,

0.1, 0.1, w(0)] w(0) ∈ [−4, 4]

α = 4, β = 0.5, a = 0.5, b = 1.25, c =

1.6, d = 0.5 w(0)

进一步分析表明, 系统 (2)不仅能够产生如

图 3所示的同构多稳态行为, 在特定的参数设置下

还可以产生丰富的异构多稳态.  令初值为  

 , 系统 (2)关于初值   的

分岔图和 Lyapunov 指数谱被绘制于图 4(a), (b)

中, 其中参数 

 . 据图可知, 随着  的增大, 系统 (2)

 

-50 -30 -10 10 30 50
-20



-15

-10

-5

0

5

10



15

20
(a)

-30-50 -10 10 30 50



(d)



-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-15

15

-50 -30 -10 10 30 50





(b)

-10

-5

0

5

10



20-10-20 0 10

(e)



-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8



-15

15

-20 20



(c)

-10

-5

0

5

10

-10 0 10



(f)



-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-10-15 -5 0 5 10 15

图 1    系统 (2)的混沌吸引子　(a) x-y; (b) x-z; (c) y-z; (d) x-w; (e) y-w; (f) z-w

Fig. 1. Chaotic attractors of system (2): (a) x-y; (b) x-z; (c) y-z; (d) x-w; (e) y-w; (f) z-w.
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w(0) = 0, 0.97, 3, −2.9, −3, −4

α = 2, β = 0.5,

a = 0.4, b = 0.8, c = 1.25, d = 0.4

±[1, 1, 1, 1] ±[1, 1,−1, 1] ±[1, 1, 1, 3]

存在复杂的动力学演化过程, 进而产生大量异构多

稳态, 如点吸引子、周期吸引子、混沌吸引子. 例

如, 选取  , 系统 (2)

将产生一个点吸引子、两个混沌吸引子和三个周期吸

引子, 如图 5(a)所示. 重新设置参数 

 , 系统 (2)将在初

值为  ,   ,   时产生两

对混沌吸引子和一对周期吸引子, 如图 5(b)所示.

 2.4    调幅控制

β

β

β

x, y, z, w β ∈ [0.1, 1]

研究发现, 系统 (2)具有依赖于忆阻器内部参

数  的全局调幅控制行为, 即所有状态变量的振荡

幅度均受参数  控制 [28]. 受这一特性的影响, 系统

(2)能够在不借助额外调幅控制手段仅通过调整 

的取值放大 (或缩小)生成的混沌信号 (或周期信

号)的幅值大小. 对于混沌信号调幅, 图 6(a)刻画

了状态变量  的最大值关于   的
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a ∈ [0.8, 0.95]图 2    系统 (2)关于参数   的数值结果　(a) 分岔图; (b) Lyapunov 指数谱

a ∈ [0.8, 0.95]Fig. 2. Numerical results of system (2) with parameter   : (a) Bifurcation diagram; (b) Lyapunov exponent spectrum.
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a = 0.8 a = 0.89 a = 0.95图 3    系统 (2)在不同参数 a 时的吸引子　(a)   ; (b)   ; (c)  

a a = 0.8 a = 0.89 a = 0.95Fig. 3. Attractors of system (2) under different values of parameter   : (a)   ; (b)   ; (c)   .
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[0.1, 0.1, 0.1, w(0)] w(0) ∈ [−4, 4]图 4    系统 (2)关于初值   ,   的数值结果　(a) 分岔图; (b) Lyapunov 指数谱

[0.1, 0.1, 0.1, w(0)] w(0) ∈ [−4, 4]Fig. 4. Numerical  results  of  system  (2)  with  initial  values    ,  where    :  (a)  Bifurcation  diagram;

(b) Lyapunov exponent spectrum.
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α = 4, a = 0.8, b = 1.25, c = 1.6,

d = 0.5 [1, 1, 1, 1] β

x

β = 0.1, 0.3, 0.6

x-z β

β α = 0.5,

a = 0.8, b = 1.25, c = 1.6, d = 0.5 [1, 1,

1, 1]

β

β

变化情况,  参数  

 且初值为  . 随着  的增大, 各个状

态变量的振荡幅度呈现非线性减小的趋势, 并且变

量  的变化幅度最为剧烈. 图 6(b)依次给出了系

统 (2)在   时所生成混沌吸引子的

 相平面, 进一步验证了参数  的混沌信号调幅

行为. 类似地, 系统 (2)产生的周期信号的振荡幅

度也可以借助  进行调控 .  令参数为  

 ,  且初值为  

 , 图 7(a), (b)给出了各状态变量的最大振幅和

周期吸引子的 x-z 相平面, 验证了周期信号调幅控

制行为. 需要指出的是, 该系统的调幅能力主要来

源于忆阻非线性项中参数  的直接调控作用. 由于

模型结构较为简洁, 非线性项仅由忆阻器单独提

供, 参数  的变化不会受到其他耦合项干扰, 因此

能够稳定而明确地影响系统的振幅. 这种单参数可

控的调幅特性在多数结构复杂的忆阻系统中并不

常见, 具有一定的结构优势和实际应用价值.

 3   新型预定义时间滑模同步策略

 3.1    系统描述及预备知识

考虑如下忆阻混沌系统, 设驱动系统为
  

ẋ1 = (α− βw2
1)z1 + ay1,

ẏ1 = −bx1 − z1,

ż1 = cx1 − dz1,

ẇ1 = −z1,

(7)

α, β, a, b, c, d

(α− βw2
1)z1

其中,    为系统参数, 该系统中的非

线性项  引入了参数调制非线性, 使得

系统呈现出丰富的动力学行为. 在适当参数条件

下, 该系统可产生多样的混沌吸引子, 具有吸引域

大、敏感性强、对初值高度依赖等混沌特性, 适合
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图 5    系统 (2)的异构多稳态　(a) 一个点吸引子、两个混沌吸引子和三个周期吸引子; (b) 两个周期吸引子和四个混沌吸引子

Fig. 5. Heterogeneous  multistability  of  system (2):  (a)  One  point  attractor,  two chaotic  attractors,  and  three  periodic  attractors;

(b) two periodic attractors and four chaotic attractors.
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β ∈ [0.1, 0.95] β图 6    系统 (2)的混沌信号调幅控制　(a)   时各状态变量的最大幅值; (b) 不同   对应的混沌吸引子

β ∈ [0.1, 0.95] β

Fig. 6. Amplitude  modulation  control  of  chaotic  signals  in  system  (2):  (a)  Maximum  amplitudes  of  state  variables  for

 ; (b) chaotic attractors corresponding to different values of   .
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作为混沌同步研究中的驱动系统. 与之对应的响应

系统为
  

ẋ2 = (α− βw2
2)z2 + ay2 + u1,

ẏ2 = −bx2 − z2 + u2,

ż2 = cx2 − dz2 + u3,

ẇ2 = −z2 + u4,

(8)

ui(t) (i = 1, 2, 3, 4)其中  为需设计的控制输入. 控

制器的目标是确保响应系统的状态在预定义时间

内与驱动系统实现同步.

利用 (7)式和 (8)式可以得到同步误差方程为
  

ė1 = (α− βw2
2)z2 − (α− βw2

1)z1 + ae2 + u1,

ė2 = −be1 − e3 + u2,

ė3 = ce1 − de3 + u3,

ė4 = −e3 + u4,

(9)

e1 = x2 − x1, e2 = y2 − y1, e3 = z2 − z1, e4 =

w2 − w1

其中 

 表示响应与驱动系统的同步误差. 在确保

避免抖振现象的基础上, 为提升滑模控制的整体性

能, 同时实现预定义时间收敛, 本文提出了一种新

型预定义时间收敛的控制策略. 在设计控制律之

前, 先给出如下定义、引理.

定义 1[18]　假设误差系统 (9)是全局渐近稳定

的, 且误差系统 (9)的任意解在有限时间内到达平

衡点, 则称误差系统 (9)是全局有限时间稳定系统,

即
 

∀t ⩾ T (e0), e(t, e0) = 0, (10)

T (e0)其中,   为误差系统 (9)的实际收敛时间.

定义 2[28]　假设误差系统 (9)满足如下两个条

T (e0)

件, 则称误差系统 (9)为全局固定时间稳定性系统:

1) 能在有限时间内达到稳定状态; 2) 稳定时间

 是全局有界的, 并与误差系统的初始状态无

关, 即 

∃Tmax > 0, ∀e0 ∈ Rn, T (e0) ⩽ Tmax, (11)

Tmax其中,    为误差系统 (9)的收敛时间估计. 系统

(7)和 (8)将实现固定时间同步.

Tc Tc

T Rn → R

定义 3[21]　对于预定义参数    (  是可调参

数), 若误差系统 (9)是固定时间稳定的, 且稳定时

间函数  :   使得 

∀e0 ∈ Rn, T (e0) ⩽ Tc. (12)

Tc

则称误差系统 (9)为全局预定义时间稳定性系统.

其不仅保证系统在有限时间内趋于稳定, 还允许设

计者提前设定收敛时间  , 即驱动响应系统 (7)

和 (8)将实现预定义时间同步.

注释 1　预定义时间同步是一种特殊形式的

固定时间同步. 与固定时间同步相比, 具有预定义

时间收敛特性的系统可在设计过程中根据需求调

整收敛时间的上限; 而固定时间控制无法将系统参

数与收敛时间直接关联, 容易导致收敛时间估计不

准确、调整困难且不可预测.

T > 0引理 1[23]　设常数   为预设收敛时间, 考

虑非 Lipschitz连续的非线性系统: 

ẋ = φ(x, t), x ∈ Rn, φ(0, t) = 0. (13)

若存在一个连续可导、正定且径向无界的 Lyapunov

函数: 

V : Rn → R+, V (0) = 0, (14)

αp ∈ (0, 1)以及常数  , 使得沿系统轨迹的导数满足
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β ∈ [0.1, 0.95] β图 7    系统 (2)的周期信号调幅控制　(a)   时各状态变量的最大幅值; (b) 不同   对应的周期吸引子

β ∈ [0.1, 0.95] β

Fig. 7. Amplitude  modulation  control  of  periodic  signals  in  system  (2):  (a)  Maximum  amplitudes  of  state  variables  for

 ; (b) periodic attractors corresponding to different values of   .
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不等式: 

V̇ (x, t) ⩽ − π
αpT

(
V 1−

αp
2 (x) + V 1+

αp
2 (x)

)
,

∀x ̸= 0, t ⩾ 0. (15)

x(0) t = T

x = 0

则对于任意初始状态  , 系统解在时刻  前

到达平衡点  , 且该收敛时间与初始条件无关,

即系统具有预定义时间稳定性.

 3.2    Lyapunov 函数充分条件

定理 1　针对误差系统 (9), 若存在连续可导、

正定并且径向无界的 Lyapunov 函数: 

V : Rn → R+, V (0) = 0, (16)

αp ∈ (0, 1)以及常数  , 使沿系统轨迹的导数满足: 

V̇ (x, t)⩽− 2

Tc(αp+1)

(
2V (x)+V

1−αp
2 (x)+V

αp+3
2 (x)

)
,

∀x ̸= 0, t ⩾ 0. (17)

Tc

x(0) = x0

Tc

T (x0) Tc

T (x0) ⩽ Tc

则称系统在预设时间  内是预定义时间稳定的.

此时, 对任意初始状态   , 系统误差可保

证在不超过  的时间内收敛至零 ,  即误差系统

(9)的实际收敛时间   依赖于预定义时间  

(  ).

证明　根据不等式 (17), 可得收敛时间: 

T (x0) =

∫ T (x0)

0

dt =
∫ Vtf

V0

dV
V̇

⩽ −
Tc(αp + 1)

2

∫ Vtf

V0

dV

2V +V
1−αp

2 +V
αp+3

2

. (18)

对被积式进行如下变形: 

2V + V
1−αp

2 + V
αp+3

2 = V
1−αp

2 (2V
αp+1

2 +V αp+1+1)

= V
1−αp

2 (V
αp+1

2 + 1)2. (19)

u = V
αp+1

2令  , 则:
 

du =
αp + 1

2
V

αp−1
2 dV, (20)

V = V0 u0 = V
αp+1

2
0 Vtf → 0

utf = 0

积分下界对应  时的  , 上界 

时的  . 代入 (12)式得到: 

T (x0) ⩽ −Tc

∫ 0

u0

du
(u+ 1)

2 = Tc

∫ u0

0

du
(u+ 1)

2

= Tc

(
1− 1

u0 + 1

)
⩽ Tc. (21)

Tc因此, 系统状态可在不超过预设时间   内收敛至

平衡点, 证明完毕.

注释 2　文中所述的引理 1与定理 1虽然在

形式上有所差异, 但都严格满足预定义时间同步这

一概念的核心要求 (定义 3), 引理 1沿用了传统

Lyapunov 理论中常见的双项非线性衰减项, 其优

点在于条件简洁、易于验证; 而定理 1则在此基础

上引入了线性与更高幂次非线性组合衰减, 使得在

误差较大与趋近零的两个阶段都能保持较为均衡

且高效的收敛速率.

 3.3    预定义时间滑模面

i (i = 1,

2, 3, 4)

定理 2　针对误差系统 (9), 定义第  

 个误差分量对应的预定义时间滑模面为
 

si(t) =

γiei(t)+

∫ t

0

[
k1ei(τ) + k2sign(ei(τ))|ei(τ)|−αp

+k3sign(ei(τ))|ei(τ)|αp+2+k4sign(ei(τ))
]
dτ, (22)

其中参数取值为
 

k1 =
2

Tc1(α+ 1)
, k2 =

2

Tc1(α+ 1)

(
1

2

) 1−α
2

,

k3 =
2

Tc1(α+ 1)

(
1

2

)α+3
2

, k4 > 0,

αp ∈ (0, 1), γi > 0. (23)

k1ei

k2|ei|−αp

k3|ei|αp+2

k4

ei(t) Tc1

该滑模面结合了线性项与两端非线性项的复

合结构: 线性项   保证全局收敛趋势, 负幂项

 在误差靠近零时有效增强抑制作用, 而高

幂项  在初始误差较大时提供足够的驱动

力, 常数项   则用于克服模型不确定性和外部干

扰. 当控制器使系统状态在有限时间内到达滑模

面, 并保持其不变, 系统进入滑动阶段. 由于滑模

面是误差变量的函数, 根据输出误差与滑模面之间

的等价关系, 系统误差  必然在预定时间  内

收敛至零.

证明　当误差系统 (9)的运动进入滑模阶段

时, 其运动轨迹被限制在滑模面:
 

S(t) = {e | si(t) = 0}, (24)

并满足到达条件
 

ṡi(e) = 0. (25)

由此可得在滑模面上, 误差动态遵循:
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 20 (2025)    200501

200501-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


ėi = − 1

γi

[
k1ei + k2 sgn(ei)|ei|−αp

+k3 sgn(ei)|ei|αp+2 + k4 sgn(ei)
]
. (26)

取 Lyapunov 函数为 

V (ei) =
1

2
e2i , (27)

则沿轨迹的导数如下: 

V̇ = eiėi

= − 1

γi
ei
[
k1ei + k2 sgn(ei)|ei|−αp

+k3 sgn(ei)|ei|αp+2 + k4 sgn(ei)
]

= − 1

γi
(k1e

2
i + k2|ei|1−αp + k3|ei|αp+3 + k4|ei|)

⩽ − 1

γi
(k1e

2
i + k2|ei|1−αp + k3|ei|αp+3). (28)

V = e2i /2将  代入, 并利用参数选取:
 

k1 =
2

Tc1(αp + 1)
, k2 =

2

Tc1(αp + 1)

(
1

2

) 1−αp
2

,

k3 =
2

Tc1(αp + 1)

(
1

2

)αp+3
2

. (29)

可得 

V̇ ⩽ − 2

Tc1(αp + 1)

(
2V + V

1−αp
2 + V

αp+3
2

)
. (30)

ei

Tc1

恰满足定理 1中的 Lyapunov 充分条件. 因此, 误

差系统在滑模面上能保证状态  在不超过预设时

间  内收敛至零, 实现预定义时间同步.

 3.4    滑模控制律设计

定理 3　为了保证系统误差变量能够快速到

达并保持在滑模面之上, 结合由 (9)式描述的误差

系统和由 (22)式给出的滑模面, 所设计的滑模控

制律如下: 

ui = − fi(e)−
1

γi
(k1ei + k2 sgn(ei)|ei|−αp

+ k3 sgn(ei)|ei|αp+2 + k4 sgn(ei))

− 1

γi
(k5si + k6 sgn(si)|si|−αp

+ k7 sgn(si)|si|αp+2 + k8 sgn(si)),

i = 1, 2, 3, 4, (31)

其中 (32)式表示控制器中各项增益的计算表达式,

明确了其与预设同步时间及控制精度之间的函数

关系; (33)式则代表了控制器中所涉及的函数项: 

k5 =
2

Tc2(αp + 1)
, k6 =

2

Tc2(αp + 1)

(
1

2

) 1−αp

2
,

k7 =
2

Tc2(αp + 1)

(
1

2

)αp+3
2

, k8 > 0,

αp ∈ (0, 1), γi > 0, (32)
 

f1(e) = (α− βw2
2)z2 − (α− βw2

1)z1 + ae2,

f2(e) = −be1 − e3,

f3(e) = ce1 − de3,

f4(e) = −e3. (33)

Tc2

在滑模控制器 (31)作用下, 误差系统 (9)能够

在预定义的有限时间内实现状态变量向滑模面快

速逼近, 即确保系统轨迹在预设时间  内精确地

进入滑模面区域, 从而完成系统从任意初始状态向

滑模动态阶段的切换过程.

证明　定义趋近阶段 Lyapunov函数: 

Vi(si) =
1

2
s2i , (34)

则 

s2i = 2Vi, |si| = (2Vi)
1/2,

|si|1−αp = (2Vi)
1−αp

2 , |si|αp+3 = (2Vi)
αp+3

2 . (35)

将 (22)式代入, 得到: 

V̇i = siṡi

= si(γiėi(t) + k1ei(t) + k2sign(ei(t))|ei(t)|−αp

+ k3sign(ei(t))|ei(t)|αp+2

+ k4sign(ei(t))). (36)

将误差系统 (9)和控制律 (31)代入并构造衰减不

等式: 

V̇i = siṡi = −(k5s
2
i + k6|si|1−αp + k7|si|αp+3+k8|si|)

⩽ − (k5s
2
i + k6|si|1−αp + k7|si|αp+3). (37)

s2i = 2Vi将  代入, 并利用
 

k5 =
2

Tc2(αp + 1)
, k6 =

2

Tc2(αp + 1)

(
1

2

) 1−αp
2

,

k7 =
2

Tc2(αp + 1)

(
1

2

)αp+3
2

, (38)
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得到 

V̇i ⩽ − 2

Tc2(αp + 1)

[
2Vi + (2Vi)

1−αp
2 + (2Vi)

αp+3
2

]

= − 2

Tc2(αp + 1)

(
2Vi + V

1−αp
2

i + V
αp+3

2
i

)
. (39)

si(t)

Tc2

上述不等式恰满足预定义时间同步的 Lyapunov

条件 (定理 1所述), 因此滑模动态   必能在预

定义时间  内收敛至零.

Tc2

Tc2

Tc1 Tc1

Tc = Tc1 + Tc2 ,

Tc1 Tc2

注释 3　由上述分析可知, 系统同步过程分为

两阶段: 第 1阶段为趋近阶段, 利用参数   设计

控制律使系统在不超过  时间内到达滑模面 ;

第 2阶段为滑模面内预定义时间收敛阶段, 依据

参数  保证误差在滑模面上于不超过  时间内

收敛至零. 因此, 系统的预定义同步时间上限为

 该时间界限与系统初始状态无关,

仅由设计者提前指定的  与   确定, 从而在理

论上严格满足预定义时间同步的要求.

 3.5    数值仿真

α = 4.0 β = 0.5 a = 0.5

针对上述设计的双阶段预定义时间滑模同步

控制律, 结合文中提出的四维混沌系统仿真实例,

验证同步策略的有效性. 在本次数值仿真中, 采用

如下参数配置以确保实验的可重复性与结果的科

学性: 驱动系统与响应系统的混沌动力学参数选

取为  ,    ,  以及线性耦合项   ,

b = 1.25 c = 1.6 d = 0.5

Tc2 k5—k7

k8 = 1 Tc1

αp = 0.7

γi = 5.0 k1—k3

k1 = 2/Tc1(αp + 1)

k4 = 1 x1(0) = [1, −0.3, 0.4,

−0.2] x2(0) = [−0.4, 0.6,

−0.5, 0.3]

[0, 5] s 10−6

10−8

 ,    , 阻尼系数   , 在此条件下

系统在无控制输入时即可展现典型的混沌行为. 双

阶段滑模控制器的趋近阶段设计以预设到达时间

 = 0.5 s为依据, 对应衰减参数  按定理计

算并适当调整为  . 滑动阶段则以  = 0.5 s

为设计上界, 采用幂次增益  和滑模面参数

 , 其中滑模面增益  同样按定理公式

计算 (  , 其余随比例缩放), 调整

 . 驱动系统初始状态取 

 ,  响应系统初始状态取  

 , 以考察控制器对初始误差的快速收敛

能力. 仿真时间设为  , 误差容限分别为 

和  , 并在后处理阶段统一以 0.001 s步长重采

样绘制误差时间曲线与相轨.

x, y, z, w

x1(0) = [1, −0.3, 0.4, −0.2]

x2(0) = [−0.4, 0.6, −0.5, 0.3]

Tc = Tc1 + Tc2 = 1 s

在图 8中, 将驱动系统与响应系统在 4个状态

分量  上的轨迹并置于同一画幅的 2×2 子

图中加以比较. 可以看到, 尽管初始条件相差较

大 (驱动系统   而响应

系统为  , 且各分量偏

差方向不一), 但在所设计的双阶段预定义时间

滑模控制器作用下,  所有状态分量的轨迹均在

 内快速无超调地汇聚到相同曲

线上, 实现了精确同步.

图 9表示误差变量收敛轨迹, 在图 9可以明显

看到, 所有误差曲线呈现出“预定义-趋近”的收敛
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
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图 8    不同状态变量收敛轨迹

Fig. 8. Convergence trajectories of different state variables.
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t ≈ Tc2 = 0.5 s 10−1

t ≈ Tc1 + Tc2 = 1 s

x2(0) = [−4, 6, −5,

3]

过程, 在  时, 误差已被抑制至约 

量级; 紧接着在   内, 所有分量均

迅速下降至数值精度附近并保持不再振荡. 当响应

系统的初始状态被重新设定为 

 时, 为进一步验证本文提出的预定义时间滑模同

步控制器在不同初始条件下的同步性能, 图 10和

图 11分别展示了误差系统的收敛轨迹与驱动-响

应系统各状态变量的演化对比.

ei

从图 10可以观察到, 尽管系统初始误差幅度

显著增大, 4个误差分量  仍在理论给定时间界内

迅速收敛至零, 且整个收敛过程未出现抖振、分岔

或长时间过渡现象, 表明控制器具备良好的鲁棒性

B : [−4, 6, −5, 3] C : [−8,

12, −10, 6] D : [−16, −24, −20, 12] E : [−32,

−48, −40, 24] F : [−24, −26, −30, 14] G : [−12,

−12, −16, 29]

与收敛一致性. 图 11进一步显示了在强初始扰动

下, 响应系统状态依然能够在 1 s内与驱动系统实

现完全同步, 各状态变量轨迹在预定义时间内实现

重叠, 未出现显著延迟. 为验证所提预定义时间同

步方法对不同初始条件的普适性及避免偶然性, 选

取 6组初始状态分别为  ,  

 ,    ,   

 ,   ,  

 . 对每组初始条件进行 50次蒙特卡

罗仿真, 统计其收敛时间, 并绘制平均收敛时间的

直方图如图 12所示. 结果显示, 每组的误差均能

在预定义的时间内收敛为 0, 证明了所提同步方法
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图 9    误差变量演变轨迹

Fig. 9. Evolution trajectories of the error variables.
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图 10    初始条件改变的状态变量收敛轨迹

Fig. 10. Convergence  trajectories  of  state  variables  under

changed initial conditions.
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图 11    初始条件改变的误差演变轨迹

Fig. 11. Evolution trajectories of error variables under changed initial conditions.
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在大范围初始状态变化下均能稳定、迅速地完成

同步.

 
 

     
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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1.4
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预定义时间=1 s

收
敛
时
间

/
s

: 2(0)=[ -4; 6; -5; 3]

: 2(0)=[-16; -24; -20; 12]
: 2(0)=[ -8; 12; -10; 6]

c

: 2(0)=[-24; -26; -30; 14]
: 2(0)=[-12; -12; -16; 29]

: 2(0)=[-32; -48; -40; 24]

图 12　多组不同初始条件下收敛时间分析

Fig. 12. Convergence  time  analysis  under  multiple  initial

conditions.
 

d(t) = 0.1 sin(5t)

u(t) = unominal(t) + d(t)

x2(0) = [−4,

6, −5, 3]

为进一步验证所设计控制器在复杂环境下的

鲁棒性, 本文引入幅值为 0.1, 频率为 5 rad/s的正

弦型外部扰动作用于响应系统, 其函数表达式为

 , 该扰动被直接叠加于控制输入,

即实际控制律表示为  , 用于

评估同步控制器在存在外部动态扰动情况下的鲁

棒性能. 同时其响应系统初值设定为  

 , 如图 13所示. 结果表明尽管存在外部

扰动, 所有误差变量依然在预设时间范围内实现收

敛, 收敛速度和收敛精度仅受到微弱影响.
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图 13　鲁棒性分析

Fig. 13. Robustness analysis.
 

Tc1 Tc2

上述结果充分验证了本文控制器的核心设计

目标, 即实现与初始状态无关的、固定上界的预定

义时间同步. 理论上, 预定义时间控制律通过引入

非线性幂次项与时间参数耦合, 实现了同步时间仅

由预定义参数  与   控制, 而与初始误差无关

的特性. 该仿真结果从数值角度有力支撑了该特

性, 增强了控制器在实际应用中面对不确定初始状

态或干扰时的适应能力.

 4   结　论

本文针对仅含单个非线性项的简单忆阻混沌

系统开展系统性动力学分析与预定义时间同步控

制研究. 该系统具有无穷多不稳定平衡点、丰富的

同构与异构多稳态行为, 包括点吸引子、周期吸引

子与混沌吸引子, 且数值实验揭示其随参数和初值

的复杂演化过程. 更为重要的是, 通过调整忆阻器

的内部参数, 可实现对系统状态变量振荡幅度的精

确调节, 从而对周期和混沌信号进行有效的调幅控

制, 在此复杂动力学基础上, 本文构造了包含线性

与双向幂次非线性衰减项的预定义时间滑模面, 并

基于 Lyapunov稳定性理论严格推导了误差系统

收敛于预设时间的充分条件. 由此设计的双阶段滑

模控制律具备可调同步时间上界, 并能在任意初始

扰动下实现快速、无超调的误差抑制. 数值仿真进

一步验证了所提方法的高精度与强鲁棒性: 第一阶

段迅速将系统误差驱动至滑模面, 第二阶段在预定

义时间内完成误差收敛, 且同步过程未出现抖振或

长时间过渡. 未来的工作将进一步拓展该类忆阻混

沌模型的高维结构, 挖掘其更丰富的非线性动力学

特性, 并在此基础上设计适应更广泛应用场景的高

性能同步策略.
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Abstract

The rich dynamical analysis and predefined-time synchronization of simple memristive chaotic systems are

of great significance in fully understanding the mechanism of dynamics formation and expanding the potential

applications of chaotic systems. A four-dimensional memristive chaotic system with only a single nonlinear term

is proposed to reveal various dynamic behaviors under the change of parameters and initial conditions, and to

realize effective synchronization control.  Based on dissipativity analysis and Lyapunov exponent computation,

and  combined  with  bifurcation  analysis  and  multi  steady  state  exploration,  it  is  shown  that  the  system

possesses  an  infinite  number  of  unstable  equilibrium  points  and  exhibits  homogeneous  and  heterogeneous

multistability, including point attractors, periodic attractors, and chaotic attractors. Moreover, it is found that

amplitude  modulation  of  the  output  signals  of  the  system  can  be  precisely  achieved  by  adjusting  internal

parameters of the memristor, thus providing a theoretical basis for achieving effective amplitude modulation of

periodic  and  chaotic  signals.  A  predefined-time  sliding  mode  surface  with  linear  and  bidirectional  power-law

nonlinear  decay  terms  is  constructed  to  address  synchronization.  Sufficient  conditions  for  predefined-time

convergence of  synchronization errors  are derived using Lyapunov stability theory,  and a double-stage sliding

mode controller with an adjustable upper bound on synchronization time is designed. The resulting control law

ensures  an  adjustable  synchronization  time  bound  and  rapid  error  suppression  under  arbitrary  disturbances.

Numerical  simulations  further  confirm  the  effectiveness  and  robustness  of  the  proposed  control  scheme,

indicating that even under external disturbances or significant variations in initial conditions, the error variables

can still converge precisely within the predefined time.

Keywords: memristive  chaotic  system,  multistability,  amplitude  modulation,  sliding  mode  control,
predefined-time synchronization
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