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玻色-爱因斯坦凝聚体的涡旋研究是探索宏观量子现象的重要途径. 本文聚焦于旋转双势阱中势垒参数

对隐藏涡旋形成和演化的影响, 旨在揭示势垒宽度和高度对涡旋动力学的调控机制. 通过数值求解带耗散的

Gross-Pitaevskii方程, 分析了不同势垒宽度和高度下凝聚体的密度分布、相位分布、涡旋数量及平均角动量.

结果表明: 增大势垒宽度可以显著促进隐藏涡旋的生成, 且生成的可见涡旋和隐藏涡旋总数仍然满足费曼规

则; 当势垒宽度较大时, 隐藏涡旋会沿势垒轴线呈现摆动分布, 反映隐藏涡旋间相互作用增强. 相比之下, 当

势垒高度高于临界值 (指能够将凝聚体完全分隔的势垒高度)时, 改变其值对生成涡旋数量影响很小; 当势垒

高度低于临界值时, 隐藏涡旋核因势阱连通变得可见, 而且可见涡旋的生成阈值降低. 特别地, 在旋转谐振子

势阱中临时引入中间势垒可有效引入相位奇点, 促进在较低旋转频率下生成稳定涡旋态, 优于纯谐振子势阱

所需的频率. 本研究为实验调控涡旋提供了理论依据, 具有一定的学术价值和应用前景.
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 1   引　言

玻色-爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein conden-

sate, BEC)作为研究宏观量子现象的理想平台, 近

年来备受关注 [1–5]. 量子涡旋作为拓扑缺陷, 在揭

示 BEC的相干性、超流性及非线性特性方面具有

重要意义, 是实验与理论研究的热点 [6–23]. 旋转双

势阱中的 BEC能够形成可见涡旋、幽灵涡旋以及

隐藏涡旋等多种拓扑缺陷, 其中隐藏涡旋因其在密

度分布中不可见但携带角动量的特性, 展现出独特

的物理特征 [24–27]. 隐藏涡旋的形成与势场参数、原

子间相互作用强度以及旋转频率密切相关.

已有研究在旋转双势阱的涡旋动力学方面取

得了显著进展. 早在 2010年, Wen等 [24] 通过理论

分析揭示了隐藏涡旋的形成机制, 为后续研究奠定

了基础. 近年, Sabari[26] 研究了偶极 BEC在旋转

双势阱中涡旋的形成, 并分析了在不同偶极相互作

用强度下的临界旋转频率和隐藏涡旋的特性. Ishfaq

和 Bishwajyoti[27] 提出基于密度依赖性规范势的理

论, 揭示了涡旋生成与角动量的非线性调控机制.

然而, 现有研究没有系统探索势垒参数对隐藏涡旋

形成的直接影响, 导致对其调控机制的全面理解受

到限制, 也制约了实验中基于几何势场调控涡旋态
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的可行性评估. 基于此, 本文通过数值模拟系统分

析旋转双势阱中势垒宽度和高度对隐藏涡旋数量、

分布及临界旋转频率的影响, 并提出临时势垒策略

以低频生成稳定涡旋态. 该研究有助于深化对隐藏

涡旋动力学的物理理解, 为实验调控涡旋态提供了

理论依据.

 2   理论模型

z本文考虑一个在  轴方向强束缚的二维 BEC

系统 [24,25], 外部势场为双势阱势, 其无量纲化的数

学表达形式为 

VDW(x, y) =
x2 + λ2y2

4
+ V0e−x2/ 2σ2

, (1)

λ = ωy/ωx

ωx ωy x y

V0 σ

式中,    为谐振子势的各向异性参数, 其

中  和  分别为势阱在  方向和  方向的束缚频

率;    为中间势垒的高度;    为中间势垒的宽度.

系统的动态演化由无量纲化后的带耗散的 Gross-

Pitaevskii (GP)方程描述: 

(i−γ)∂ψ
∂t

=
[
−(∇2

x+∇2
y)+VDW+c|ψ|2−ΩLz

]
ψ, (2)

ψ = |ψ| eiθ θ

θ 2π Lz = i(y∂x − x∂y)

z γ c

Ω z

ωx

d0 =
√

ℏ/2mωx ω−1
x ℏωx ℏ ωx

m

式中, 波函数表示为  , 其中  为相位, 相

位分布可以反映涡旋的相位奇点, 文中相位奇点为

 绕某点变化  的位置;   为沿着

 方向的旋转角动量算符;   为耗散参数;   为原子

间相互作用强度; 旋转频率   表示体系沿   轴的

角频率, 以特征频率   归一化, 用于研究旋转对

涡旋形成的驱动作用, 在实验中可通过激光搅拌或

磁场旋转来实现. 长度、时间、能量、角动量、旋转

角频率分别以  ,    ,    ,    ,   

为单位, 其中  表示原子质量.

c = 600 γ = 0.03

ωx=ωy=2π× 40 Hz ωz = 2π× 800 Hz

|ψ|2 ψ

lz =

∫∫
ψ∗Lzψdxdy

/∫∫
|ψ|2dxdy

进行模拟计算时, 先用虚时演化法 [28–30] 求解

出系统的初态波函数, 随后通过数值求解上述 GP

方程来研究不同势垒参数下涡旋的形成过程. 取

与文献 [24, 25]相同的模拟参数  ,   ,

 ,   . 为了研究

中间势垒的影响, 分别改变势垒宽度和势垒高度

的取值, 通过分析稳态密度分布  ,   的相位分

布、生成可见涡旋和隐藏涡旋的数目以及每个原子

的平均角动量  ,

来探讨隐藏涡旋分布规律及费曼规则 [14,15] 的适

用性.

 3   数值模拟与讨论

 3.1    中间势垒宽度对隐藏涡旋形成的影响

σ σ=0.25, σ=1,

σ = 1.5, σ = 2, Ω

Nt Nv

Nh

lz Ω

lz = Nt/2 = (Nv +Nh)/2

σ = 0.25, σ = 1,

σ = 1.5, σ = 2,

σ

Ω < Ωc Ωc

lz Ω Ω < Ωc

lz Ω

σ

Ω ⩾ Ωc lz Ω

Ω ⩾ Ωc lz Ω

Ω < Ωc lz Ω Ω ⩾ Ωc

lz

σ Ωc σ

σ Ω

图 1展示了在不同势垒宽度  下 

  旋转双势阱以不同旋转频率  

旋转生成的涡旋总数  (包括可见涡旋  和隐藏

涡旋  )、系统达到稳态时每个原子的平均角动量

 和   之间的对应关系. 图 1(a)中的红色实线是

费曼规则  对应的直线. 数

值结果显示, 改变中间势垒的宽度 

  费曼规则依然成立. 图 1(b)中各种

颜色的点线对应的是不同  下可见涡旋形成之前,

即  (  代表形成可见涡旋需要的最小旋转

频率)时,   和  之间的拟合直线, 可见当 

时,    随着   是线性增大的; 图 1(b)中各种颜色

的双划线对应的是不同  下有可见涡旋形成之后,

即  ,   和  之间满足的指数关系拟合曲线,

可见当  时,    随着   是指数增大的. 这是

因为隐藏涡旋在形成的过程中其对应的相位奇点

只会从中间势垒的两端进入并向势阱中心移动, 当

 时,   随着  增大得较慢, 而当  时,

常规的可见涡旋开始形成, 可见涡旋可以分布在凝

聚体密度不为零的整个区域, 相位奇点可以从整个

凝聚体外围任何地方进入凝聚体中变成可见涡旋,

从而使  取值迅速增大 [24]. 从图 1(b)也能看出,

随着  的增大,   也在增大. 这是因为  增大意味

着中间势垒可以容纳更多的隐藏涡旋, 只有中间势

垒容纳的隐藏涡旋达到饱和, 才会进一步形成可见

涡旋, 所以较大的势垒宽度下, 形成可见涡旋就需

要更大的旋转频率 [24]. 从图 1(c)可以明显看出, 随

着  的增大, 相同  会生成更多的隐藏涡旋. 这种

现象可以解释为: 随着势垒宽度增大, 势垒区域对

BEC密度的排挤作用增强, 从而允许更多相位奇

点 (隐藏涡旋)形成.

Ω

σ

σ Ω = 0.9ωx

|ψ|2 ψ

t = 250ω−1
x

−10d0 ⩽ y ⩽ 10d0

为了更加直观地说明在同一  取值下, 隐藏

涡旋的分布密度随着  的增大而增大, 图 2展示了

不同势垒宽度  下 , 双势阱以   旋转时 ,

凝聚体的密度分布  和波函数   的相位分布在

 时的情形. 此时凝聚体中的可见涡旋呈

三角晶格结构分布, 隐藏涡旋沿着中心势垒分布. 为

了便于观察, 用红色实心圆点标记出了密度图和相

位图中  范围内所有的相位奇点.
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σ = 0.25d0 σ = 0.5d0 σ = 1d0 σ =

1.5d0 σ

图 2(a), (e)、图 2(b), (f)、图 2(c), (g)和图 2(d), (h)

分别对应的是  ,   ,   和 

 的情形. 对比图 2(a)—(d)可以发现, 随着  

的增大, 中间势垒容纳了更多的隐藏涡旋.

σ =

需要强调指出的是, 当中间势垒的宽度继续增

大, 高旋转频率下隐藏涡旋不再只沿着中间势垒分

布, 而是在中间轴线附近有轻微的摆动. 图 3是 

2d0 Ω = 0.9ωx

|ψ|2 ψ t = 199ω−1
x ,

210ω−1
x , 245ω−1

x , 248ω−1
x

t=210ω−1
x t=248ω−1

x

t=199ω−1
x t=245ω−1

x

 , 双势阱以  旋转时, 凝聚体的密度分

布  和波函数   的相位分布分别在  

 时的情形. 从图 3(b), (d)可

明显看出, 在   和   这两个时刻,

中间势垒内的隐藏涡旋相对于中间轴线错开了一些

距离, 而图 3(a), (c)显示在  和 

这两个时刻, 中间势垒内的隐藏涡旋是沿着中间
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σ lz Ω Nt lz Ω Nh Ω图 1    不同势阱宽度   下, (a)   与不同   下生成的涡旋总数   的关系, (b)   与   的关系, 以及 (c)   与   的关系

lz Nt Ω lz Ω Nh Ω σFig. 1. Relationships of (a)    versus    for different   , (b)    versus   , (c)    versus    for different barrier widths   .
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图 2    不同势垒宽度   下 , 双势阱以   旋转时 , 凝聚体的密度分布   (第 1行)和波函数   的相位分布 (第 2行)在

 时的情形

|ψ|2 ψ σ

t = 250ω−1
x Ω = 0.9ωx

Fig. 2. Density  distribution      (the  first  row)  and  phase  distribution  of      (the  second  row)  for  different  widths      at

  after rotating the double-well potential with   .
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199ω−1
x ⩽ t ⩽ 248ω−1

x

lz

lz∼(1−r2/R2)

r R

r

轴线分布的. 这种现象可以归因于: 随着势垒宽度

增大, 形成了更多的隐藏涡旋, 而涡旋间距变小又

加剧了它们之间的相互作用, 旋转驱动将涡旋推

向旋转轴与涡旋之间排斥相互作用不断竞争, 导致

其分布从线性排列转向摆动模式. 图 3(i)表明在

 这段时间内, 系统中每个原

子的平均角动量  并没有明显的变化. 因为隐藏涡

旋的角动量与其位置相关, 近似为  
[25],

其中  为涡旋距中心的距离,    为冷凝体的半径,

当隐藏涡旋在中间轴线附近左右轻微摆动时, 它们

距离中心的距离  并没有明显改变, 其角动量贡献

可以认为不变.

 3.2    中间势垒高度对隐藏涡旋形成的影响

c = 600 σ = 0.5d0

V0 = 25ℏωx

为了更好地研究中间势垒高度对旋转双势阱

中隐藏涡旋形成规律的影响, 本文分两种情况展开

讨论. 计算表明, 当  ,   时, 中间势

垒高度值为  刚好可以把势阱中的凝聚

体分隔成两部分. 据此, 接下来的计算中, 将势垒

σ = 0.5d0 V0

V0 > 25ℏωx V0 < 25ℏωx V0

宽度固定  , 改变势垒的高度   , 分别讨

论  和   时,    取值对隐藏涡

旋形成规律的影响.

V0 > 25ℏωx

V0 Nt Nv

Nh lz Ω

lz = Nt/2 = (Nv +Nh)/2

V0

V0 > 25ℏωx

Ω lz Nh

V0 = 40ℏωx V0 = 80ℏωx

首先研究  的情况, 与图 1类似, 图 4

展示的是不同高度  下,    (包括可见涡旋   和

隐藏涡旋  )和   与   之间的关系. 图 4(a)中的

红色实线仍然是费曼规则 

对应的直线. 数值结果显示, 改变中间势垒的高度

 , 费曼规则依然成立. 但是与改变势垒宽度引起

的影响不同, 在     范围内改变势垒高度

时, 相同旋转频率   下的   和   变化并不明显,

尤其是代表  和   的数据点几

乎重合, 如图 4(b), (c)所示.

V0

30ℏωx 40ℏωx 80ℏωx x

|ψ(x, 0)|2 V (x, 0)

V0 > 25ℏωx V0

为了解释这一现象, 图 5(a), (b)分别给出了 

依次取  ,   ,   时沿  轴的凝聚体基

态密度截面图  和势阱截面图   . 可

以看出, 在   的情况下, 随着   的增大,

凝聚体基态密度分布变化非常小. 这表明较高的势

垒高度主要增强了势垒的分割效应, 而未扩展隐藏
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σ = 2d0 Ω = 0.9ωx |ψ|2 ψ lz图 3      , 双势阱以   旋转时, 凝聚体的密度分布   (第 1行)、波函数   的相位分布 (第 2行), 以及   随时间

的演化 (第 3行)
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σ = 2d0 Ω = 0.9ωx

Fig. 3. Density distribution    (the first row), phase distribution of    (the second row), and time evolution of   (the third row)

for    after the double-well potential suddenly begins to rotate with   .
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Nh

涡旋相位奇点的分布范围或改变其拓扑稳定性, 因

此  未显著增大.

V0 < 25ℏωx

V0=20ℏωx 10ℏωx 4ℏωx Ω=0.5ωx

|ψ|2 ψ

t = 250ω−1
x

V0 < 25ℏωx

接下来, 讨论  的情况. 图 6(a), (e)、

图 6(b), (f)和图 6(c), (g)是双势阱的中间势垒高

度分别为  ,   ,   并以 

旋转时, 凝聚体的密度分布  和波函数  的相位

分布在  时的情形. 如图 6(a), (e)所示, 中

间势垒区域有 6个隐藏涡旋, 其涡旋核对应的位置

还需根据相位图来判断. 但是随着中间势垒高度进

一步降低, 在图 6(b), (c)的密度图中隐藏涡旋的涡

旋核位置已清晰可见. 这是因为  时, 势垒

高度较低, 势阱间存在连通区域. 图 7(a), (b)分别

V0 20ℏωx 10ℏωx 4ℏωx

|ψ(x, 0)|2 V (x, 0)

V0 = 10ℏωx 4ℏωx

V0 < 25ℏωx

Nh

给出了  依次取  ,   ,   时凝聚体基

态密度截面图  和势阱截面图   . 从

图 7可以明显看出,   ,   时, 中间势

垒处的凝聚体密度远大于零, 当相位奇点进入这些

区域时, 由于相位奇点也是一个速度奇点, 其速度趋

近于无限大, 而原子的动能是有限的, 所以原子会

填充隐藏涡旋核心之间的空间使其可见 [24]. 图 6(b),

(f)势垒区域有 5个隐藏涡旋, 而图 6(c), (g)势垒

区域有 4个隐藏涡旋, 左右两侧的凝聚体内部分别

还有 1个可见涡旋. 可见在中间势垒不能把凝聚体

完全分隔开时, 即  范围内, 随着中间势

垒高度的降低, 能生成的“隐藏”涡旋个数  减少.
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V0 lz Ω Nt lz Ω Nh Ω图 4    不同势阱高度   下, (a)   与不同   下生成的涡旋总数   的关系, (b)   与   的关系, (c)   与   的关系

lz Nt Ω lz Ω Nh Ω V0Fig. 4. Relationships of (a)    versus    for different   , (b)    versus   , (c)    versus    for different barrier heights   .
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V0 > 25ℏωx |ψ(x, 0)|2 V (x, 0)图 5    当   时, (a)凝聚体基态密度截面图   和 (b)势阱截面图  

|ψ(x, 0)|2 V (x, 0)

V0 > 25ℏωx

Fig. 5. (a) Cross-sectional plots     of the initial ground state density and (b) sectional view     of the potential well

along the x-axis for   .
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V0 = 4ℏωx V0 = 0 Ω = 0.5ωx

|ψ|2 ψ

t = 250ω−1
x

Ω =

0.5ωx

Ωc 0.5ωx

图 6(d), (h)是以图 6(c)为初态, 把中间势垒

由  逐渐调为   并以   旋转

势阱时, 凝聚体的密度分布  和波函数  的相位

分布在  时的情形. 此时凝聚体中无势

垒, 但有 4个可见涡旋长时间稳定存在. 需要指出,

如果直接用旋转谐振子势阱的方法是无法在 

 的旋转频率下生成包含涡旋的稳定态, 因为

同样的相互作用参数, 用旋转势阱法生成涡旋态的

临界旋转频率  要大于   . 与谐振子势相比,

双势阱导致了势阱在二维平面内的各向异性, 这有

利于凝聚体边缘快速形成幽灵涡旋. 且在势垒处,

由于粒子密度分布较低, 导致幽灵涡旋进入势垒

处, 进而形成隐藏涡旋. 为了更好地说明中间势垒

在涡旋形成中的作用, 图 8(a1)—(f2)和图 8(a3)—

(f4)分别展示了图 6(a), (c)形成的动力学过程.

V0 = 20ℏωx先讨论  的情况, 最初, 静止双势阱

中的凝聚体密度如图 8(a1), (a2)所示, 左右两边

的凝聚体之间的相对相位为零. 随着时间推移, 凝

聚体经历复杂的湍流振荡 [25], 这使凝聚体的边界

表面变得不稳定, 激发了沿表面传播的表面波. 随

后, 表面波发展成涡旋核, 部分涡旋核会不断从中

间势垒两端沿着势垒轴线向中心移动, 形成携带角
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图 6    不同势垒高度   下 , 双势阱以   旋转时 , 凝聚体的密度分布   (第 1行)和波函数   的相位分布 (第 2行)在

 时的情形

|ψ|2 ψ V0

t = 250ω−1
x Ω = 0.5ωx

Fig. 6. Density  distribution      (the  first  row)  and  phase  distribution  of      (the  second  row)  for  different  heights      at

  after rotating the double-well potential with   .

 

0

0.005

0.010

|
(
,0
)|
2


0-
2

0.015

0.020
(a) 0=20h

0=10h

0=4h

-10 -5 0 5 10

0


(
,0
)
h



0

10

20

30

40

50

60

70

80
(b) 0=20h

0=10h

0=4h

-10 -5 0 5 10

0

V0 < 25ℏωx |ψ(x, 0)|2 V (x, 0)图 7    当   时, (a)凝聚体基态密度截面图   和 (b)势阱截面图  

|ψ(x, 0)|2 V (x, 0)

V0 < 25ℏωx

Fig. 7. (a) Cross-sectional plots     of the initial ground state density and (b) sectional view     of the potential well

along the x-axis for   .
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动量的隐藏涡旋, 如图 8(b1)—(d1)所示. 直到中

间势垒容纳的隐藏涡旋达到饱和, 如图 8(e1)所示,

那些处在凝聚体外缘的相位缺陷既不携带角动量

也不携带能量是幽灵涡旋. 最终, 系统达到了一个

包含 6个隐藏涡旋的稳态, 如图 8(f1)所示.

V0 = 4ℏωx当  时, 情况有所不同. 由于阱间有

连通区域, 即势垒靠近中间区域的凝聚体密度不为

零, 旋转驱动将涡旋核从势垒两端向中心推动时,

顺着密度不为零的区域, 涡旋核就渗透进了凝聚体

内部, 变成了可见涡旋, 如图 8(b3), (c3)所示; 之

后由于旋转驱动将涡旋推向旋转轴与涡旋之间排

斥相互作用的竞争, 最终形成了如图 8(f3)所示的

稳定晶格分布, 两个可见涡旋对称地分布在左右两

侧, 4个“隐藏涡旋”分布在中间势垒区域. 由此可

见, 加上中间势垒可以向凝聚体内部有效引入相位

奇点, 从而有利于涡旋的生成.

 4   结　论

lz =

Nt/2 = (Nv +Nh)/2

V0 >

25ℏωx

V0 < 25ℏωx

本文通过数值模拟系统分析了旋转双势阱中

势垒参数对 BEC隐藏涡旋形成和演化的影响, 揭

示了势垒宽度和高度在涡旋动力学中的关键调控

作用. 研究表明, 增大势垒宽度能显著增大隐藏涡

旋的生成数量,  总涡旋数满足费曼规则 ( 

 ). 宽势垒下, 隐藏涡旋间距减

小导致涡旋间相互作用增强, 会使得隐藏涡旋呈现

摆动分布. 相比之下, 当势垒高度高于临界值 ( 

 )时, 其对形成隐藏涡旋数量影响有限, 因高

势垒主要增强分割效应而未显著改变相位奇点分

布范围. 然而, 当势垒高度低于临界值 (  )

时, 势阱间连通区域的出现使隐藏涡旋核可视化,

同时低势垒高度也能够降低可见涡旋形成的旋转

频率阈值. 特别地, 研究发现通过在旋转谐振子势
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图 8    双阱势以   旋转后 , 凝聚体密度分布   和波函数   相位分布的时间演化 , 其中   (第 1, 2行 ),

 (第 3, 4行)

|ψ|2 ψ

Ω = 0.5ωx V0 = 20ℏωx V0 = 4ℏωx

Fig. 8. Time evolution of the density distribution    and phase distribution of    after the double-well potential suddenly begins

to rotate with   . Among them,    in the first and second rows, and    in the third and fourth rows.
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阱中临时引入中间势垒, 可有效向凝聚体内部引入

相位奇点, 从而在较低旋转频率下生成稳定的涡旋

态, 这一机制较传统旋转谐振子势阱更高效.

与已有研究相比, Wen等 [24] 首次揭示了旋转

双势阱中隐藏涡旋的形成机制, 而 Ishfaq和 Bish-

wajyoti[27] 引入密度依赖规范势, 强调了非线性调

控对涡旋生成的作用. 本文聚焦几何势垒, 定量分

析势垒宽度和高度的直接影响, 补充了之前工作的

不足, 特别是在低势垒高度下涡旋核可视化的机

制, 以及临时势垒对涡旋态生成的促进作用. 此外,

本研究验证了费曼规则在不同势垒参数下的普适

性, 为理解 BEC中涡旋与角动量的关系提供了新

证据.

未来工作可探索三维 BEC系统中隐藏涡旋的

动态演化, 结合实验验证不同势垒参数下涡旋的可

视化特性, 并研究热扰动对涡旋稳定性的影响. 这

些研究可以为实验调控涡旋态提供新的理论支持,

具有重要的学术和应用价值.
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Abstract

V0 4ℏωx 0

Ω = 0.5ωx

Ω

Vortex  dynamics  in  Bose-Einstein  condensates  (BECs)  are  crucial  for  understanding  quantum coherence,

superfluidity, and topological phenomena. In this work, we investigate the influence of barrier parameters in a

rotating double-well potential on the formation and evolution of hidden vortices, aiming to reveal the regulatory

mechanisms  of  barrier  width  and  height  on  vortex  dynamics.  By  numerically  solving  the  dissipative  Gross-

Pitaevskii  equation  for  a  two-dimensional  BEC  system  confined  strongly  along  the  z-axis,  we  analyze  the

density distribution, phase distribution, vortex number, and average angular momentum under varying barrier

widths  and  heights.  The  results  show  that  increasing  barrier  width  significantly  promote  the  formation  of

hidden  vortices,  with  the  total  number  of  visible  and  hidden  vortices  still  satisfying  the  Feynman  rule.  For

larger barrier widths, hidden vortices exhibit an oscillatory distribution due to enhanced vortex interactions. In

contrast, when the barrier height is above the critical threshold (i.e. the height sufficient to completely separate

the condensate), the effect of the barrier height is limited, but below this critical threshold, the hidden vortex

cores become visible, thereby reducing the threshold for vortex formation. A particularly striking finding is the

efficacy of  a temporary barrier strategy: by reducing      from     to     within a rotating double-well  trap,

stable  vortex  states  with  four  visible  vortices  are  generated  at    .  Under  the  same  parameter

conditions, it is impossible to generate a stable state containing vortices at the same     by directly using the

rotating  harmonic  trap.  In  other  words,  a  temporary  barrier  within  a  rotating  harmonic  trap  effectively

introduces phase singularities, facilitating stable vortex states at lower rotation frequencies than those required

in a purely harmonic trap. These findings demonstrate that precise tuning of barrier parameters can effectively

control vortex states, providing theoretical guidance for experimentally observing hidden vortices and advancing

the understanding of quantum vortex dynamics.
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