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基于已有的一维虚拟阴极理论模型, 本研究进一步建立了虚拟阴极的绝对误差理论, 并系统分析了热阴

极温度、饱和电子发射电流、电子收集电流、杜什曼常数以及电子逸出功等参数对虚拟阴极测量的误差贡献.

研究结果表明, 影响虚拟阴极势阱深度测量的主要因素与虚拟阴极的强弱密切相关, 当热阴极产生的虚拟阴

极较强时, 阴极加热温度的不确定性约有 61%的概率成为势阱深度测量的主要误差源 , 而当虚拟阴极较弱

时, 电子电流测量的不确定性约有 39%的概率成为主要误差源. 此外, 在虚拟阴极的空间宽度测量方面, 对于

常见的热阴极材料, 其测量结果的主要误差大概率 (至少 90%)是由热阴极温度和电子逸出功的不确定性造

成的, 只有当虚拟阴极非常微弱时, 电子电流的不确定性是主要误差源.
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 1   引　言

虚拟阴极 (virtual cathode)是强流电子束在

空间电荷效应主导下形成的动态电荷层, 其核心表

现为电子束因自场过强而发生自反射的非线性物

理现象 [1]. 虚拟阴极的形成与电子束动能、空间电

荷密度及外部电磁场密切相关, 其动态行为涉及复

杂的波-粒相互作用 [2–4]. 虚拟阴极现象是一种广泛

存在于各种电子源设备内部的典型的空间电荷效

应, 并且与这些设备的性能水平息息相关. 例如,

在高功率微波源中, 虚拟阴极振荡器能够通过周期

性的电荷积累与释放产生 GHz级电磁辐射, 是设

备输出微波能量的核心机制, 虚拟阴极的非线性演

化可能导致束流发散和能量损失 [5–9]; 在气体放电

实验中, 虚拟阴极的动态行为与电磁场耦合作用

密切相关, 并直接影响等离子体的辐射特性 [10,11];

在等离子体的发射探针诊断中, 由于发射探针灯丝

附近虚拟阴极的存在, 导致等离子体空间电位的

测量结果往往偏离实际结果, 因此虚拟阴极也是发

射探针在其空间电势测量过程中最重要的误差源

之一 [12–14].

实际上, 关于热阴极电子发射所致的虚拟阴极

的研究已有一百多年的历史 [15]. 早在近一个世纪

前, Child[16] 和 Langmuir等 [17–19] 就已经对热阴极

电子发射过程中的虚拟阴极现象展开了系统的研

究, 并初步建立了虚拟阴极理论模型. 在 Li等 [20–23]

近年来的研究中, 建立并完善了基于热阴极电子发

射的一维真空虚拟阴极理论模型, 得到了真空环境

中虚拟阴极的势阱深度和空间宽度的解析表达式,
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并由此实现了对真空虚拟阴极的实验测量. 此外,

数值模拟技术的不断进步也推动了虚拟阴极理论

研究的发展. 例如, Kalinin和 Hramov[24] 利用数值

模拟技术研究了多速度电子束输入中的虚拟阴极

形成过程, 发现虚拟阴极的振荡与输入电子束的速

度分布密切相关.

随着高功率器件向小型化、高频化发展, 研究

人员对虚拟阴极参数的测量精度要求也日益提高,

误差量化成为制约虚拟阴极工程应用的核心瓶颈.

然而, 在虚拟阴极测量的误差分析方面, 现有研究

仍存在很多空白. 首先, 在理论方面, 目前仍没有

系统的虚拟阴极误差理论体系; 其次, 热阴极材料

特性 (如逸出功、杜什曼常数等)的实测偏差及其

对虚拟阴极参数计算结果的敏感性尚未充分讨论.

受限于虚拟阴极误差理论研究的缺失, 实验上虚拟

阴极的准确测量尚未实现, 其工程应用也因此发展

缓慢. 基于课题组已经建立的一维虚拟阴极理论,

本研究将继续完成虚拟阴极实验测量的误差分析

工作, 结合误差传递原理构建虚拟阴极误差理论,

系统讨论热阴极温度、饱和电子发射电流和电子收

集电流、阴极材料特性 (逸出功、杜什曼常数)等不

同参数对虚拟阴极势阱深度与空间宽度测量的误

差贡献, 揭示误差主导因素随虚拟阴极大小的动态

演变规律, 为今后的真空虚拟阴极准确测量的实现

奠定基础.

 2   虚拟阴极误差理论

φv − φc

基于热阴极电子发射的一维虚拟阴极理论 [20–23],

虚拟阴极的势阱深度 (  )和空间宽度 (xv)

可以分别表示为 

φv − φc =
kT

e
ln
(
IC
IE

)
, (1)

 

xv =
arccos

{
exp

[ e
2kT

(φv − φc)
]}

√
eAT
2ε0kv̄

exp
[
e (φv − φc)− ϕwork

2kT

] , (2)

IE

IC

v̄

ϕwork

φv

φc

其中,   表示热阴极发射的总电子电流, 即饱和电

子发射电流;   表示能够克服虚拟阴极, 从而被阳

极收集到的电子电流, 即电子收集电流;   表示热

阴极表面处所有逸出电子的平均速度;    表示

阴极的电子逸出功; A 表示阴极材料的杜什曼常

数; T 表示热阴极温度;   表示虚拟阴极的最低电

势;   表示阴极的表面电势; k 表示玻尔兹曼常数;

ε0  表示真空介电常数.

将 (1)式代入 (2)式, 可以化简得到虚拟阴极

空间宽度的另一种表达式, 即: 

xv =

exp
(
ϕwork
2kT

)
arccos

√
IC
IE√

eAT

2ε0kv̄

√
IC
IE

. (3)

∆T

∆IE ∆IC

120 A·cm−2·K−2

45 A·cm−2·K−2

∆A ϕwork

∆ϕwork

分析 (1)式和 (3)式, 可以得到在虚拟阴极实际测

量过程中可能出现的误差源: 对热阴极温度进行测

量会产生温度误差  ; 对饱和电子发射电流和电

子收集电流的测量会产生电流误差  和  ; 对

于杜什曼常数 A, 其理论值为  , 然

而在实际测量中, 该参数会因材料特性及环境条件

的不同而产生显著差异, 例如钨阴极的杜什曼常数

在实际测量中通常约为  
[25], 因此该

参数在虚拟阴极实际测量过程中引入的误差可以

表示为  ; 对于逸出功  , 与杜什曼常数类似,

不同阴极材料的实测逸出功会受材料纯度、表面氧

化、微观结构等因素影响, 从而导致其测量值偏离

理论值, 由此引入的误差可以表示为  . 上述

共 5个参数在虚拟阴极实际测量过程中可能会引

入误差.

 2.1    势阱深度的绝对误差

IC

IE

观察势阱深度表达式 (1), 有 3个参数 T,   

和  参与误差传递, 根据误差传递原理 [26,27], 分别

对 3个参数求一阶导数, 得到: 

∂ (φv − φc)

∂T
=

k

e
ln
(
IC
IE

)
, (4)

 

∂ (φv − φc)

∂IC
=

kT

eIC
, (5)

 

∂ (φv − φc)

∂IE
=

kT

eIE
. (6)

因此, 虚拟阴极势阱深度的绝对误差可以表示为 

∆(φv − φc)

=

∣∣∣∣ke ln
(
IC
IE

)∣∣∣∣∆T +

∣∣∣∣ kTeIC
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e
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+

∆IC
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∆IE
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]
. (7)

 2.2    空间宽度的绝对误差

IC IE观察空间宽度表达式 (3), 除了 T,    和   之
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ϕwork外, A 和   的不确定性也会导致虚拟阴极宽度

的测量产生相应的误差, 共有 5个参数参与误差传

递. 根据误差传递原理 [26,27], 分别对 5个参数求一

阶导数, 可得到: 
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因此, 虚拟阴极空间宽度的绝对误差可以表示为 

 

∆xv =

∣∣∣∣∂xv∂T

∣∣∣∣∆T +

∣∣∣∣∂xv∂IC

∣∣∣∣∆IC +

∣∣∣∣∂xv∂IE

∣∣∣∣∆IE +

∣∣∣∣∂xv∂A

∣∣∣∣∆A+

∣∣∣∣ ∂xv
∂ϕwork

∣∣∣∣∆ϕwork

=
1

2

exp
(
ϕwork
2kT

)
√

eAT
2ε0kv̄

√
IC
IE

[(
ϕwork
kT

+
1

2

)
arccos

√
IC
IE

∆T

T
+

( √
IC√

IE − IC
+ arccos

√
IC
IE

)
∆IC
IC

+

( √
IC√

IE − IC
+ arccos

√
IC
IE

)
∆IE
IE

+ arccos
√

IC
IE

∆A

A
+ arccos

√
IC
IE

∆ϕwork
kT

]
. (13)
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ϕwork
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IE

进一步对 (7)式和 (13)式进行归一化处理: 令  ,   ,   , 则虚拟阴极势阱深度

和空间宽度的绝对误差可以分别表示为 

∆(φv − φc) =
kT

e

(
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 3   误差分析与讨论

∆(φv − φc) ∆xv

ϕwork

观察上述归一化后的  和   , 可

以发现, 若要分析每个影响因素 (T, IC, IE 和  )

的主次关系, 实际上就是要对比每个因素前的系数

大小. 为此, 引入以下函数描述各影响因素前的

系数: 

f1 = 2 |lnY | , (16)
 

f2 = (N + 1/2) arccosY, (17)
 

f3 = Y /
√
1− Y 2 + arccosY, (18)

 

f4 = arccosY, (19)
 

f5 = N arccosY, (20)

Y =
√
IC/IE其中,    , 表示电子收集电流与饱和电

子发射电流之比的平方根, 该数值恒为 0—1之间,

并且 Y 值越小则表明热阴极附近形成的虚拟阴极

越大, 反之则意味着虚拟阴极越小. 以上每个函数

值都会随着 Y 值动态地变化, 进一步绘制关于电

流比 Y 的图像, 可以通过作图法分别分析虚拟阴

极势阱深度误差和空间宽度误差中各影响因素的

主次关系.
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 3.1    虚拟阴极势阱深度

IC IE

f1

f1

f1

Q1 1/
√
e ≈

0.61 0 < Y < 1/
√
e f1 > 1 Y = 1/

√
e

f1 = 1 1/
√
e < Y < 1 f1 < 1

Y = 1/
√
e

首先分析虚拟阴极电势的绝对误差, 有 3个参

数 T,   和  参与误差传递, 其中加热温度对应系

数函数  , 饱和电子发射电流和电子收集电流的

对应系数均为常数 1. 在 Y 取值范围内绘制   图

像, 如图 1所示. 根据图像, 系数函数  与函数值 1

之间有一个固定交点  , 对应横坐标值为 

 ,  当   时 ,    ;  当  

时,    ;  当   时 ,    .  又因为

Y 值可以用来衡量虚拟阴极的大小, 即虚拟阴极会

随着 Y 值的增大而变小. 由此可以得出关于虚拟

阴极势阱深度测量的影响因素结论: 当虚拟阴极较

为显著时, 热阴极温度的不确定性是影响势阱深度

测量的主要因素; 当虚拟阴极较弱时, 饱和电子发

射电流和电子收集电流的不确定性是影响势阱深

度测量的主要因素. 两种情况的分界点对应电流比

 , 即热阴极温度的不确定性是虚拟阴极

电势测量的主要影响因素的概率约为 61%, 另有

约 39%概率对应的主要影响因素为电子电流测量

的不确定性.
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图 1　虚拟阴极电势绝对误差的系数函数值分布

Fig. 1. Distribution of coefficient function values of the ab-

solute error of the virtual cathode potential.
 

 3.2    虚拟阴极空间宽度

f2

IE IC f3

f4 ϕwork f5

ϕwork

f2 ≈ f5 > f4 f3 > f4

其次分析虚拟阴极宽度的绝对误差, 观察表达

式 (15)可以发现: 参数 T 对应的系数函数为   ;

参数  和  对应的系数函数为  ; 参数 A 对应的

系数函数为  ; 参数   对应的系数函数为   .

若以最常见的钨阴极为研究对象, 其   值约为

4.56 eV, 取常用的工作温度 2200 K, 此时 N 值计

算结果约为 24, 故满足  且  . 因

f4

f2 f3 f5

f3 f2 f5 f2

f3 Q2 f5 f3 Q3

Q2 Q3

Q2 Q3 f2 f3 f5

Q2 Q3

Y < Q3

Q3 < Y < Q2

Q2 < Y

此,   总是上述系数函数中数值最小的一个, 即杜

什曼常数 A 是对虚拟阴极宽度测量影响最小的因

素. 继续分析  ,   和  之间的函数值大小关系,

并将其与电流比 Y 进行作图, 如图 2所示. 根据

图 2可知, 函数  递增, 而  ,   递减, 假设  与

 相交于   、   与   相交于   . 当钨丝加热温

度为 2200 K时, 两交点位置近似重合, 且位置趋

于极值 1. 这表明此时影响钨产生的虚拟阴极宽度

测量的主要影响因素是热阴极温度和电子逸出功.

鉴于交点  和   的位置直接决定虚拟阴极宽度

的主次影响因素, 扩大钨阴极的工作温度范围从产

生可观测的电子发射时的加热温度至其熔点, 即满

足 1800—3650 K,  由此计算得到 N 值范围约为

14.5—29.4. 此时交点  和  附近的  ,   和 

之间的函数值分布如图 3所示. 可以发现, 在钨阴

极的整个工作温度范围内, 交点  和  的变化范

围高度重合, 且位置均趋于极值 1. 这表明对于钨

阴极而言, 绝大多数情况下, 虚拟阴极宽度测量的

主要影响因素是热阴极温度和电子逸出功, 只有当

虚拟阴极非常微弱时, 电子电流的准确测量成为虚

拟阴极宽度的主要影响因素. 总之, 在虚拟阴极实

际测量中, 相比于势阱深度, 空间宽度绝对误差的

表达式较为复杂, 影响因素更多, 其主次关系的变

化情况也更为丰富. 结合图 2和图 3, 这里通过表 1

来给出相关结论, 即   时, 虚拟阴极宽度测

量的主要影响因素是热阴极温度和电子逸出功; 当

 时, 虚拟阴极宽度测量的主要影响因

素是热阴极温度; 只有当   时, 虚拟阴极宽

度测量的主要影响因素变为电子电流的准确测量.
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Q2 Q3

f2 = f3 f5 = f3

进一步研究交点  和   的位置变化是否与

阴极材料相关, 令  或  , 分别得到:
 

N − 1

2
=

YQ2√
1− Y 2

Q2
arccosYQ2

, (21)

 

N − 1 =
YQ3√

1− Y 2
Q3

arccosYQ3

. (22)

YQ2

YQ3 Q2 Q3

Q2 Q3

可以发现交点位置只与 N 值大小有关, 其中  

和  分别表示交点  和  的横坐标位置. 除了

钨阴极之外, 再引入几种常见的热阴极材料, 例如

氧化物阴极 (BaO)和钼阴极, 分别计算它们的 N

值以及交点  和  的位置. 查阅相关文献 [25,28]

Q2 Q3

Q2 Q3

可以发现,  氧化物 (BaO)阴极的电子逸出功为

1.65 eV, 工作温度范围 (从产生可观测的电子发射

时的温度至阴极熔点)最大约为 1200—2200 K; 钼
阴极的电子逸出功为 4.24 eV, 工作温度范围最大

为 1700—2890 K. 几种常见热阴极材料的 N 值以

及交点  和  的位置计算结果如表 2所列, 可以

发现这几种常见热阴极材料的 N 值几乎都在 10

以上, 对应两交点   和   的位置都接近于 1. 其

中, 对于氧化物 (BaO)阴极, 其虚拟阴极宽度测量

的主要影响因素约 94%概率为热阴极温度和电子

逸出功, 而对于钨阴极和钼阴极, 这一概率分别对

应约为 96%和 97%. 这意味着对于这 3种常见的

阴极材料, 其虚拟阴极宽度测量的主要影响因素均

为热阴极温度和电子逸出功.

Q2 Q3

YQ3 < YQ2

Q2 Q3

Q2 Q3

进一步增加对热阴极材料的讨论范围, 对所有

可能存在的 N 值情况进行分析 .  根据 (21)式和

(22)式, 分别对交点   和   的横坐标位置关于

N 值变化进行作图分析, 如图 4所示. 可以发现,

两交点始终保持  , 并且随着 N 值的增

大, 两交点位置都快速接近于极值 1. 此外, 当阴极

材料的 N 值较小 (小于 5)时, 交点   和   之间

会存在较为明显的距离, 且交点的位置对 N 值的

变化较为敏感; 而当阴极材料的 N 值较大时, 交点

 和   的间距迅速变小, 且交点的位置几乎不

受 N 值变化的影响. 故对于理论上可能存在的 N

值较小的特殊阴极材料, 其虚拟阴极空间宽度的主

要影响因素的分布范围可能会与钨阴极等常见材

料有较大的差异, 但虚拟阴极宽度影响因素的先后

主次关系是不变的, 即遵循表 1中给出的先后顺序

与主次排序. 总之, 通过对虚拟阴极空间宽度的误

差分析可以发现, 在绝大多数情况下, 虚拟阴极空

间宽度的主要影响因素是热阴极温度和电子逸出

功, 只有当虚拟阴极非常微弱时, 其主要影响因素

变为电子电流的准确测量.
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表 1    钨阴极产生的虚拟阴极宽度的主要影响因

素与 Y 值之间的关系
Table 1.    Relation  between  the  main  influencing

factors of the virtual cathode width generated by the

tungsten cathode and Y values.

Y值大小 函数值大小 主要因素

0 < Y < Q3 f2 ≈ f5 > f3 > f4 ϕworkT 和  

Q3 < Y < Q2 f2 > f3 > f5 > f4 T

Q2 < Y < 1 f3 > f2 ≈ f5 > f4 IE IC和 

 

Q2 Q3表 2    几种常见热阴极材料的 N 值以及交点  和  位置的计算结果

Q2 Q3

Table 2.    Calculation results  of  the N values of  several  common thermionic cathode materials,  as well  as the positions of

  and   .

阴极材料 ϕwork/eV T/K N =
ϕwork

kT
YQ3

YQ2

BaO 1.65 1200—2200 8.7—16.0 0.9384—0.9676 0.9420—0.9686

W 4.56 1800—3650 14.5—29.4 0.9641—0.9827 0.9653—0.9830

Mo 4.24 1700—2890 17.0—28.9 0.9696—0.9823 0.9705—0.9827
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 4   结　论

本研究基于一维虚拟阴极理论模型, 通过多参

数耦合误差传递分析, 讨论了各因素对虚拟阴极实

际测量的影响程度. 其中, 对虚拟阴极势阱深度的

绝对误差分析表明, 势阱深度的测量主要受热阴极

温度、饱和电子发射电流和电子收集电流的影响,

当虚拟阴极较弱时, 虚拟阴极电势测量的绝对误差

约有 39%的概率是由电子电流的测量误差造成的;

随着虚拟阴极的显著增强, 加热温度的不确定性约

有 61%概率成为主要误差源. 对虚拟阴极空间宽

度的绝对误差分析表明, 空间宽度的测量主要受加

热温度、饱和电子发射电流、电子收集电流、杜什

曼常数和逸出功的影响, 对于常见的热阴极材料,

如氧化物 (BaO)阴极、钨阴极和钼阴极, 影响虚拟

阴极宽度的测量结果的主要因素分别有约 94%,

96%和 97%的概率是热阴极温度和电子逸出功;

只有当虚拟阴极非常微弱时, 电子电流的不确定性

才会成为空间宽度测量的主要误差源. 此外, 关于

虚拟阴极误差理论的研究也表明, 无论如何, 阴极

材料的杜什曼常数的不确定性都不会成为虚拟阴

极实验测量的主要影响因素. 总之, 虚拟阴极误差

理论的建立及其影响因素的系统分析既补足了真

空虚拟阴极理论的重要缺环, 又能够为今后的虚拟

阴极实验测量的设计和执行提供重要的指导意义.
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Abstract

The virtual cathode is an important phenomenon in thermionic emission, and it is widely present in various

electronic  devices  and  systems  such  as  vacuum  tubes,  electron  guns,  high-power  microscopes,  X-ray  tubes,

concentrated solar thermionic converters, and emissive probes. Since the virtual cathode can directly affect the

performance of these devices, it is of great significance to study the characteristics of the virtual cathode and

conduct  experimental  measurements  on  it.  In  our  recent  research,  a  one-dimensional  model  of  thermionic

emission was established, and the analytical expressions for the potential barrier and the spatial width of the

virtual cathode were derived. With the development of virtual cathode theories, measuring the virtual cathode

experimentally has become a reality. In this study, based on our one-dimensional theoretical model, the absolute

error theory of the virtual cathode is established, and the contributions of different parameters, such as the hot-

cathode  temperature,  the  saturated  electron  emission  current,  the  electron  collection  current,  Dushman

constant, and the work function of hot cathodes, to the absolute errors in the virtual cathode measurement are

systematically  analyzed.  The  research  results  show  that  the  main  factors  affecting  the  measurement  of  the

virtual  cathode  potential  are  closely  related  to  the  size  of  the  virtual  cathode.  When  the  virtual  cathode

potential generated by hot-cathodes is strong, the uncertainty of the hot-cathode temperature becomes the main

error  source,  with  a  probability  of  about  61%  for  the  potential  barrier  measurement,  but  when  the  virtual

cathode  is  weak,  the  main  factor  becomes  the  uncertainty  of  the  electron  current  measurement  with  a

probability of about 39%. Besides, when measuring the virtual cathode width, for common hot-cathodes such as

oxide (BaO) cathode, tungsten cathode, and molybdenum cathode, the main factors affecting the measurement

results are the uncertainties in the hot-cathode temperature and the work function. These uncertainties account

for  approximately  94%,  96%  and  97%  of  the  measurement  variability,  corresponding  to  the  above  three

cathodes, respectively. Only when the virtual cathode is very weak, does the uncertainty of the electron current

become the main error source for the measurement of the virtual cathode width.

Keywords: virtual cathode, absolute error, hot-cathode temperature, thermionic emission
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