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基于具有守恒性与相容性的 N 相相场模型, 发展了一种用于高效模拟 N 相非混溶不可压流体流动的正

则化格子 Boltzmann方法 . 通过设计辅助矩 , 该方法能够精确恢复二阶 Allen-Cahn方程与修正的动量方程 .

通过数值模拟三相液滴透镜铺展与三相 Kelvin-Helmholtz不稳定性现象 , 验证了所发展的 N 相正则化格子

Boltzmann方法的正确性与有效性. 最后, 对三相 Rayleigh-Taylor不稳定性进行了数值模拟与分析, 重点探

究了雷诺数在   范围内 (特别是高雷诺数   工况下)相界面的演化过程, 定量分析

了两个界面处气泡与尖钉的振幅以及无量纲化速度的变化规律.
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 1   引　言

多相多组分复杂流体广泛存在于自然界和工

业应用中, 其复杂的界面行为和组分间的相互作

用为理论分析和数值研究带来了极大的挑战, 具有

重要的学术研究意义和应用价值. 在众多复杂的

界面现象中, 瑞利-泰勒 (Rayleigh-Taylor, R-T)不

稳定性是多相流体力学中一种基础且重要的失稳

机制, 源于密度梯度与加速度场的反向配置导致的

势能释放. 它从线性指数增长开始, 迅速演化为复

杂的非线性流场, 最终形成湍流混合区. 理解、预

测和控制 R-T不稳定性的增长及混合行为, 对于

惯性约束聚变、天体物理过程解释以及众多涉及加

速流体界面的工程应用至关重要, 至今仍是理论、

数值模拟和实验研究的活跃领域, 特别是在涉及可

压缩性、强冲击、复杂本构关系 (如强度、辐射)以

及极端条件下的多尺度、多物理场耦合问题中.

R-T不稳定性的动力学行为可由可压缩或不

可压缩的 Navier-Stokes (N-S)方程、耦合能量方

程 (如果考虑热效应)和描述界面的方程 (如 Level

Set, Volume of Fluid方法或相场方程)控制. 在过

去的几十年里, 研究者们采用各种解析方法和数值

方法对 R-T不稳定性的界面演化过程进行了研究,

如线性稳定性分析, 通常基于扰动的模态分解和特

征值问题求解, 而非线性阶段的研究高度依赖于高

精度数值模拟方法, 如分子动力学模拟 [1]、直接数

值模拟 [2]、大涡模拟方法 [3] 等. 这些研究为深入理

解 R-T不稳定性现象的动力学机制提供了高质量

的参考信息. 基于介观动理学理论发展而来的格
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At

子 Boltzmann方法 (LBM)[4,5],  凭借介观物理基

础、高效并行性及天然的多相耦合能力, 成为模拟

多相/多组分流动 (尤其是涉及复杂界面、微尺度

效应或高并行需求场景)的理想工具, 其优势在需

要精确界面动力学描述或强多场耦合的问题中尤

为显著. 近些年, LBM在 R-T不稳定性研究方面,

发挥着越来越重要的作用. 如 He等 [6] 采用双分布

等温 LBM对三维单模 R-T不稳定性问题进行了

数值模拟, 分析了雷诺数 (Reynolds number, Re)

和 Atoowd(  )数对不稳定性界面结构的影响 .

Liang等 [7–11] 基于 LBM针对非混相流体的单模

R-T不稳定性后期演化过程开展了一系列数值研

究, 分析了 Re 数和 Atoowd数对不稳定性的后期

增长阶段和相界面动力学行为的影响. 李德梅等 [12]

利用离散 Boltzmann方法研究了可压缩流体的二

维单模 R-T不稳定性的非平衡效应. Zhang等 [13]

采用多相流 LBM模拟了表面张力作用下二维单

模 R-T不稳定性的演化过程, 发现表面张力作用

的存在可以抑制气泡和尖钉的增长. Hu等 [14] 基于

相场 LBM, 研究了竖直微通道内的单模 R-T不稳

定性问题, 并系统分析了 Re 数, 尤其是高 Re 数

对 R-T不稳定性的界面动力学行为以及扰动在各

发展阶段演化规律的影响. 对于三相 R-T不稳定性,

Zhan等 [15] 以及Kalantarpour等 [16] 基于相场 LBM

模拟了在三相 R-T不稳定性过程中各相流体随时

间的演化, 并分析了三相 R-T不稳定性过程中每

个流体组分的界面的平均、最低以及最高的位置.

N > 3

通过以上内容可以看到, 目前已有众多学者采

用 LBM对 R-T不稳定性问题进行了研究, 并取得

了一些重要的结果, 丰富了人们对 R-T不稳定性

发展规律的认识. 但大多数研究聚焦于两相流体

的 R-T不稳定性现象 ,  鲜有研究考虑三相甚至

N 相 (  ) R-T不稳定性. 在描述 N 相流体的

相场模型方面, Boyer等 [17,18] 通过引入一个适用于

三相流的连续自由能模型, 当其中一相消失时, 该

模型可简化为两相情形, 进而构造了适用于三相问

题的相场模型. Dong[19] 通过考虑热力学原理所决

定的守恒定律和本构关系, 构造了一个适用于描

述 N 相流体流动且满足还原一致性和热力学一致

性的相场模型. 上述相场模型均采用了四阶 Cahn-

Hilliard方程描述不同相界面的变化. 对于 Allen-

Cahn相场模型 ,  Zheng等 [20] 所发展的模型以及

Mirjalili和Mani[21] 所发展的模型均满足还原一致

N > 3

N ⩾ 3

N ⩾ 3

500 ⩽ Re ⩽ 20000

性, 形式上比较接近. 此外, Mirjalili的模型 [21] 还

满足体积守恒、相对称性和质量-动量输运一致性.

由此可见, N 相流体的相场模型已有较为长足的发

展. 但在三相甚至 N 相 (  ) R-T不稳定性研

究方面, 有一些学者对三相 R-T不稳定性开展部

分研究 [15,16], 主要是通过每个流体组分的界面位置

来量化复杂三元体系的 R-T不稳定性. Xia等 [22]

则通过一种改进的相场方法, 用于模拟 N 组分不

可压缩不混溶流体的界面演化问题, 对四组分流体

流动的 R-T不稳定性进行界面跟踪. N 相 (  )

R-T不稳定性涉及到多种流体界面的变形、破碎以

及合并等现象, 界面动力学行为更为复杂, 对数值

方法提出了更高的要求. 因此, 本文基于相场模型,

发展了能够有效模拟 N 相 (  )非混溶不可压

流体流动的正则化格子 Boltzmann (LB)方法. 正

则化 LB方法的核心思路在于, 通过在演化方程中

引入一个基于宏观量的预碰撞函数, 并滤除高阶非

平衡态项, 从而在不提升计算复杂度的条件下, 显

著增强了单松弛 LBM的数值精度与稳定性 [23]. 目

前,  该方法已成功用于模拟方腔驱动流 [24]、

Womersley流及传热传质等多种流动问题 [25,26]. 基

于该方法, 本文对三相 R-T不稳定性进行了数值

模拟, 并重点分析了 Re 数 (  )的

变化对相界面动力学行为的影响.

 2   N 相非混溶不可压流体的相场模型

基于扩散界面模型和梯度流理论, 本节引入描

述 N 相非混溶不可压流体流动的相场模型, 其中

包含满足质量守恒的 Allen-Cahn (A-C)方程和耦

合的不可压 N-S方程.

 2.1    N相流体系统的自由能模型

本文考虑等温条件下, 由 N 个相态构成的流

体系统. 根据扩散界面模型和梯度流理论, N 相流

体的总 Helmoltz自由能 F 由两部分构成, 一部分

来自体相区均匀流体的自由能, 另一部分则是相界

面处的密度梯度所产生的自由能. 因此, F 可以表

示为以下形式 [19]: 

F =

∫
Ω

∑
q ̸=p

{
βpq [g (ϕp) + g (ϕq)− g (ϕp + ϕq)]

+
kpq
2

∇ϕp · ∇ϕq

}
dΩ, for 1 ⩽ p, q ⩽ N, (1)
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ϕp ∑
p
ϕp = 1

g(ϕ)

g(ϕ) = ϕ2(1− ϕ)2 βpq

kpq ϵ σpq

其中,   为序参数, 表示第 p 个相态在流体系统中

所占的体积分数, 且满足体积守恒条件  .

 为体相区均匀流体的 Helmholtz自由能密度,

通常写为双势阱形式 [27,28],   ,  

和  是与界面厚度   和表面张力   相关的物理

量, 定义如下: 

βpq =
3

ϵ
σpq, kpq = −3ϵ

4
σpq, (2)

σpq σpq = σqp = 0(p ̸= q)

σpp = 0

其中,    满足对称性质 , 即  

和  .

ϕp

µϕp

通过上述定义的自由能泛函对序参数  进行

变分, 可以得到第 p 个相态的化学势  如下: 

µϕp =
δF
δϕp

=
∑
q ̸=p

2βpq [g
′ (ϕp)− g′ (ϕp + ϕq)]

−
∑
q ̸=p

kpq∇2ϕq. (3)

Fs进而可以得到系统的表面张力  , 

Fs =
∑
p

µϕp
∇ϕp. (4)

 2.2    N相非混溶不可压流体动力学方程组

ϕp根据相场模型, 序参数   的演化通常由流体

速度的对流和化学势的扩散来描述. 为了便于计

算, 也经常采用二阶 A-C方程来描述序参数的演

化过程. 这里根据文献 [15,21]采用了如下具有守

恒性质的二阶 A-C方程: 

ϕp

∂t
+∇·(uϕp)=∇·Mp(∇ϕp−Rp), p=1, · · · , N, (5)

u Rp其中,    为流体速度, M 表示迁移率,    为源项.

为了保证质量守恒, 通常表示成拉格朗日乘子的形

式, 在这里定义为 

Rp =
∑
q ̸=p

ϕpϕq

ϵpq/ϵ
npq, (6)

npq其中,   为成对法向量, 表达式为 

npq =
∇ϕpq

|∇ϕpq|
for q ̸= p, (7)

ϕpq  为成对体积分数, 定义为 

ϕpq =
ϕp

ϕp + ϕq
for q ̸= p. (8)

ϕpq ϕqp=1−ϕpq ∇ϕqp=−∇ϕpq

nqp = −npq

从  的定义可以得出  ,  

和  . 利用以上关系式, 对方程 (5)关于

q 求和, 可得 

∂
∑

p
ϕp

∂t
+∇ ·

(
u
∑
p

ϕp

)
= γϵ∇2

(∑
p

ϕp

)
. (9)

t = 0
∑

p
ϕp = 1

N − 1∑
p
ϕp = 1

注意到在  时刻,   , 因此在实际的计

算过程中, 只需要计算  相的序参数, 剩余一

相的序参数可以利用关系式  进行求解.

接下来, 正如参考文献 [21,29,30]中所提到的,

我们采用单流体模型来描述 N 相不可压流体流动,

也即是 N 相 A-C方程 (5)与单个动量方程耦合.

其中, 动量方程采用如下的相容和守恒形式: 

∂ρu

∂t
+∇ · [(ρu− S)⊗ u]

= −∇P +∇ ·
[
µ
(
∇u+∇uT)]+ Fs +G, (10)

G其中, P 表示流体的压力,   是外力项, r 为流体的

密度, 定义为 

ρ =
∑
p

ρpϕp, (11)

ρp µ =
∑

p µpϕp

S

  为 p 相流体的密度,    为流体的黏

性,   是为了满足相容性的动量修正项, 定义为 

S =
∑
p

ρpM (∇ϕp −Rp) . (12)

 3   格子 Boltzmann方法

 3.1    求解二阶 A-C 方程的正则化 LB 方法

为了准确求解具有守恒性的二阶 A-C方程 (5),

本文采用了正则化 LB方法, 其演化方程的表达式

如下: 

fi,p(x+ ciδt, t+ δt)

= f eq
i,p(x, t) +

∑
p

(δip − Λip)
ωici
c2s

·Π(neq)(x, t)

+ δt
∑
p

(
δip −

Λip

2

)
Si,p(x, t),

p = 1, · · · , N, (13)

fi,p(x, t) ci =

cei {ei, i = 0, . . . , b− 1}
[Λip]N×N

Π(neq)(x, t)

其中,   为第 p 个相态的离散分布函数.  

 ,   为离散速度空间, c 代表格

子声速,   为松弛因子矩阵, 若采用单松弛

碰撞算子, 则为数量矩阵.   的定义如下: 

Π(neq) (x, t) = Π (x, t)−Π(0) (x, t)

=
∑
i

cifi,p (x, t)−
∑
i

cif
eq
i,p (x, t) ,
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f eq
i,p(x, t)其中,   为平衡态分布函数, 表达式为

 

f eq
i,p =

{
ϕp + (ωi − 1) ηϕp, i = 0,

ωiηϕp + ωici · ϕpu/c
2
s , i ̸= 0,

(14)

ωi

{c0, c1, c2} = {0, c,−c}
ω0 = 2/3, ω1 = ω2 = 1/6

其中, h 是为了提高 LBM的数值稳定性所引入的

可调参数, 与 M 的数值相关.   为权系数, 在本文

的数值计算中, 采用经典的 DdQq 格子模型 (d 维 q

速)[31]. 对于一维问题, 常采用的 D1Q3格子模型的

离散速度空间为  , 权系数为

 ;  对于二维问题 ,  常采用

的 D2Q9模型的速度空间为 

{ci, i = 0, . . . , 8} = {(0, 0), (±c, 0), (0,±c), (±c,±c)},

ω0 = 4/9, ω1−4 = 1/9, ω5−8 = 1/36权系数为  .

Si,p(x, t)  为源项分布函数, 表达式为
 

Si,p (x, t) = ωi

[
ci · ∂t (ϕpu)

c2s
+ ηci ·Rp

]
. (15)

ck

ωk

根据格子模型的对称性, 离散速度   和权系

数  满足如下条件: 

q∑
k=1

ωk = 1,

q∑
k=1

ωkckck = c2s I = c2s δij ,

q∑
k=1

ωkck = 0,

q∑
k=1

ωkckckck = 0,

q∑
k=1

ωkckckckckck = 0,

q∑
k=1

ωkckckckck = c4s∆ = c4s (δijδkl+δikδjl+δilδjk) .

(16)

f eq
i,p

Si,p

将上述条件应用到平衡态分布函数  和源项分

布函数  , 可得到如下矩条件:  

∑
i
f eq
i,p (x, t) =

∑
i
fi,p (x, t) = ϕp,∑

i
cif

eq
i,p (x, t) = ϕpu,∑

i
cicif

eq
i,p (x, t) = c2s ηϕpI,∑

i
Si,p (x, t) = 0,∑

i
ciSi,p (x, t) = ∂t (ϕpu) + c2s ηRp.

(17)

τϕp M=ηc2s (τϕp − 1/2)δt

通过 Chapman-Enskog多尺度分析, 上述正则化

LB方法可正确恢复至二阶A-C方程, 并得到迁移率

M 与松弛因子   的关系为   ,

这里采用单松弛碰撞算子, 松弛矩阵与松弛因子的

[Λip]N×N = τϕp
I关系可表示为  .

 3.2    求解动量守恒方程的正则化 LB 方法

本节将建立求解具有相容性和守恒性的动量

守恒方程 (10)的正则化 LB方法, 演化方程如下: 

hi (x+ ciδt, t+ δt) = heq
i (x, t)

+
(1− 1/τh)

2c4s
ωiQi :

∑
j

cjcj
(
hj(x, t)− heq

j (x, t)
)

+ δtFi (x, t) +
δt2

2
DiFi(x, t), (18)

Qi = cici − c2s I, Di = ∂t + ci · ∇ hi(x, t)

heq
i (x, t)

其 中,    ,   

为分布函数,   为平衡态分布函数, 表达式

如下: 

heq
i =

ρ0 − (1− ω0)p/c
2
s + ω0s0(u), i = 0,

ωip/c
2
s + si(u), i ̸= 0,

(19)

si(u)=ωi

[
ci · (ρu)

c2s
+

(ρuu− Su) : (cici − c2s I)

2c4s

]
  .

Fi  为外力分布函数, 表达式为 

Fi=ωi

[
ci · (Fs + Fc)

c2s
+

(
Mf+c2su∇ρ

)
:
(
cici−c2s I

)
c4s

+
1

2

(
|ci|2

c2s
−D

)
(u · ∇ρ)

]
, (20)

Fc = ∇ ·
[
Su− (Su)

T
]
/2

Mf

其中,    , D 为空间维度 ,

 是为了正确恢复动量方程而设计的辅助函数,

定义为 

Mf = uFs +
1

2
∂t (pI − uS)− u∇ · (pI − uS) .

heq
i Fi平衡态分布函数  和外力分布函数   满足

如下矩条件: 

∑
k
heq
k (x, t) =

∑
k
hk (x, t) = ρ0,∑

k
ckh

eq
k (x, t) =

∑
k
ckhk = ρu,

∑
k
ckckh

eq
k (x, t) = pI + ρuu− Su+ (Su)

T

2
,∑

k
ckckckh

eq
k (x, t) = c2s ρ [uI] ,∑

k
Fk (x, t) = 0,∑

k
ckFk (x, t) = Fs + Fc,∑

k
ckckFk (x, t) = [Mf] + c2s [u∇ρ] + c2su · ∇ρI,

(21)

其中, 
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[uI]αβγ = uαδβγ + uβδαγ + uγδαβ ,

[u∇ρ]αβ = uα∂βρ+ uβ∂αρ.

µ = ρc2s (τh − 1/2) δt

同样地, 通过 Chapman-Enskog多尺度分析, 本文

发展的正则化 LB方法能恢复至不可压流体动量

方程, 并得到黏性表达式为  .

为了显式计算, 对演化方程 (18)采用迎风格

式进行离散, 得到如下形式: 

hi (x+ ciδt, t+ δt) = heq
i (x, t)

+ (1− 1/τ)Aij

[
hj (x, t)− heq

j (x, t)
]

+
δt
2
Fi (x, t) +

δt
2
Fi (x+ ciδt, t+ δt) , (22)

Aij =
ωiQi : cjcj

2c4s

gi (x, t) = hi (x, t)−
δt
2
Fi (x, t)

其中,    . 通过引入一个新的分布

函数  ,  方程 (22)可

以写成如下的显式计算表达式: 

gi (x+ ciδt, t+ δt) = geq
i (x, t)

+
(1− 1/τ)ωi

2c4s
Qi :

∑
j

cjcj
[
gj (x, t)− geq

j (x, t)
]

+
δt
2
Fi(x, t)+

δt
2

(
1− 1

τ

) ωi

2c4s
Qi :

∑
j

cjcjFj(x, t).

(23)

u流体速度  和压力 p 的计算表达式为 

u =

[∑
i

cigi +
δt
2
(Fs + Fc)

]
/ρ, (24)

 

p =
c2s

1− ω0

(∑
i ̸=0

gi + ω0s0 (u)

)
. (25)

 4   数值验证

本节通过对几个经典的多相流问题, 如三相液

体透镜的铺展和三相 Kelvin-Helmholtz不稳定性,

进行数值模拟,  来验证本文发展的 N 相正则化

LB方法的正确性和有效性.

 4.1    三相液体透镜的铺展

液体透镜的铺展问题作为一个经典的基准算

例, 经常被用于测试模拟多相流的数值算法 [32–36].

如图 1所示, 在初始时刻, 圆形的液滴 (Phase 1)

被放置于其他两种非混溶的流体 (Phase  2和

Phase 3)之间, 在表面张力的作用下会发生变形,

最终达到稳态后会在第三相流体的界面形成液体

θ1 θ2

透镜. 根据 Neumann定律, 达到平衡态的液体透

镜的接触角  ,   和表面张力系数满足如下关系: 

cos (θ1) =
σ2
12 + σ2

23 − σ2
13

2σ12σ23
,

cos (θ2) =
σ2
13 + σ2

23 − σ2
12

2σ13σ23
,

σij

hi

其中,    表示 i 相和 j 相之间的表面张力. 此外,

三相接触点之间的距离 d 和液体透镜的高度  的

解析表达式如下: 

d = 2

√
A

/∑
i

1

sin θi

(
θi

sin θi
− cos θi

)
,

hi =
(d
2

)1− cos θi
sin θi

, i = 1, 2,

其中, A 为初始时刻液体透镜的面积.

 
 

Phase 2

Phase 3



1

2

1

2

Phase 1

图 1　三相液体透镜示意图

Fig. 1. Schematic of the spreading of a liquid lens.
 

在数值模拟时, 初始条件设置为 

ϕ1(x, y) =0.5+0.5 tanh
2
[
R−

√
(x−xc)2+(y−yc)2

]
D

,

ϕ2(x, y) =max
[
0.5+0.5 tanh

2(y−yc)
2

D
−n1(x, y), 0

]
,

ϕ3(x, y) = 1.0− ϕ1(x, y)− ϕ2(x, y),

R = 30 D = 5

(xc, yc)

150× 150

ρ1 = 10 ρ2 = 5 ρ3 = 1 σ12 = 0.01

其中, 圆形液体透镜的半径  , 界面厚度  ,

 为透镜的圆心, 计算区域所采用的网格为

 . 其他物理参数如液体密度和表面张力

分别设置为  ,    ,    ,    .

在 x 方向采用周期边界条件, 顶部和底部边界则采

用无滑移边界条件.

σ12 : σ13 :

σ23 = 1 : 1 : 1 σ12 : σ13 : σ23 = 1 :
√
2 : 1 σ12 :

σ13 : σ23 = 1 :
√
3 : 1

图 2给出了在三种不同表面张力比 

 ,    和  

 下, 液体透镜达到平衡态时的

密度分布. 结果表明, 液体透镜的平衡形态取决于
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σ13

(h1, h2)

表面张力比, 且随着表面张力   的增大, 其形态

趋于球形. 这些界面形状的变化与已发表文献的结

果在定性的角度上是一致的. 为了从定量的角度验

证本文发展的多相正则化 LB方法的准确性和有

效性, 进一步计算了透镜的长度 d 和高度  ,

并与解析解进行了对比, 结果展示在表 1中. 可以

看到, 采用本文提出的多相流正则化 LB方法计算

的透镜长度和高度的数值解与解析解的最大相对

误差不超过 1.95%, 验证了该方法模拟三相液体透

镜问题的准确性和有效性.

 4.2    Kelvin-Helmholtz 不稳定性

本节通过对 Kelvin-Helmholtz (K-H)不稳定

性开展数值模拟, 以验证当前所发展的多相流正则

化 LB方法处理复杂界面动力学问题的能力. K-

H不稳定性通常发生于单一连续流体内部存在速

度剪切或不同流体界面两侧存在速度差的条件下.

作为一种普遍存在的流体流动现象, K-H不稳定

性广泛存在于自然界中, 其主导作用塑造了从海洋

波浪到天空云层等多种基础自然结构. 鉴于其重要

性, K-H不稳定性已得到广泛研究 [22,34,37–39]. 然而,

现有数值模拟研究多局限于两相体系 [37–39]. 为此,

本研究尝试采用当前的 LB方法, 对三种不可混溶

不可压缩流体间的 K-H不稳定性进行数值模拟.

三相 K-H不稳定性的示意图如图 3所示, x 方

256× 256

向采用周期边界条件, 底部和顶部边界均采用速度

边界条件. 计算区域的网格为  , 序参数的

初始条件设置为 

ϕ1 (x, y) = 0.5 + 0.5 tanh
2 (y − 2NY /3− h)

D
,

ϕ2 (x, y) = 0.5 + 0.5 tanh
2 (y−NY /3−h)

D
−ϕ1 (x, y) ,

ϕ3 (x, y) = 1.0− ϕ1 (x, y)− ϕ2 (x, y) , (26)

h = 0.01NY × sin(4πx/NX)其中,    是对界面的扰

动. 三相流体的初始速度为 

u = U0 + U0

[
tanh

2 (y − 2NY /3− h)

D

− tanh
2 (y −NY /3− h)

D

]
, v = 0,

 

2

3

4

5

6

7

8

9

10(a) (b) (c)

σ12 : σ13 : σ23 = 1 : 1 : 1 σ12 : σ13 : σ23 = 1 :
√
2 : 1 σ12 : σ13 :

σ23 = 1 :
√
3 : 1

图 2    不同界面张力比下的三相液体透镜平衡态　(a)   ; (b)   ; (c)  

σ12 : σ13 : σ23 = 1 : 1 : 1 σ12 : σ13 : σ23 = 1 :
√
2 : 1

σ12 : σ13 : σ23 = 1 :
√
3 : 1

Fig. 2. The  equilibrium  shapes  of  liquid  by  ternary  fluids:  (a)    ;  (b)    ;

(c)   .

 

h1 h2表 1    不同表面张力比下液体透镜的长度 d 和高度  ,  
h1 h2Table 1.    The length d, and height   ,    at equilibrium state with different surface tension ratios.

σ12 : σ13 : σ23
解析解 数值解 相对误差

d h1 h2 d h1 h2 d h1 h2

1 : 1 : 1 83.10 23.99 23.99 84.26 24.45 24.42 1.40% 1.92% 1.80%

1 :
√
2 : 1 72.67 36.34 15.05 74.02 37.03 15.34 1.86% 1.90% 1.93%

1 :
√
3 : 1 55.05 47.67 7.38 55.83 48.42 7.48 1.42% 1.57% 1.36%

 

Phase 1

Phase 2

Phase 3

图 3    Kelvin-Helmholtz不稳定性示意图

Fig. 3. Schematic  of  the  spreading  of  Kelvin-Helmholtz  in-

stability.
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U0

u = U0 v = 0

Re Re = NY × U0/ν

Re = 5000 ρ1 : ρ2 : ρ3 =

0.98 : 0.99 : 1 U0=0.04 D=3 σ12 =

σ13 = σ23 = 0.0001

其中,    为恒定的速度, 底部和顶部的速度边界

条件为  ,    . K-H不稳定性的主要无量

纲参数为雷诺数  , 定义为  . 在

数值模拟中,    ,  密度比为  

 ,   ,   , 表面张力为 

 . 图 4给出了不同时刻下三相

K-H不稳定性的密度分布的数值结果. 结果表明

存在正弦型界面扰动的密度场演化过程在剪切应

力作用的影响下, 上、下界面逐渐卷曲并形成涡卷

结构. 该卷曲现象随时间推移持续加剧, 其物理机

制可归因于涡量的累积效应. 图 5进一步显示, 涡

量在涡卷核心处富集, 促使薄层涡丝 (braids)与涡

核 (cores)形成, 进而诱发涡旋结构随时间逐渐发

展壮大. 当前的数值模拟结果与文献 [34] (对比图 9

与图 10)中的结果高度符合, 验证了所发展的多

相流正则化 LB方法模拟三相 K-H不稳定性的有

效性.

 5   三相 Rayleigh-Taylor不稳定性数
值研究

H ×W =

本节采用发展的 N 相正则化 LB方法, 对三相

非混相流体的 R-T不稳定性进行研究. 详细探讨

了雷诺数对界面不稳定性发展的影响, 定量分析了

两个界面的气泡与尖钉的振幅以及无量纲化速度

的变化规律. 本文考虑的问题为一个矩形域 (图 6),

其 高 度 和 宽 度 分 别为 H 和 W,  且  

1024 × 256  , 水平方向采用周期性边界条件, 上下

边界采用无滑移的半反弹边界条件. 初始时刻, 密

度较大的重流体 (Phase 1)置于顶层, 密度较小的

轻流体 (Phase 3)置于底层, 给两个流体界面施加

一个波长为 W 的微小的余弦扰动:
 

h = H/6− 0.1W cos (2πx/W ),

h = −H/6− 0.1W cos (2πx/W ).

 
 

Phase 1

b1

s1

b2

s2

Phase 2

Phase 3

图 6　Rayleigh-Taylor不稳定性示意图

Fig. 6. Schematic of the Rayleigh-Taylor instability.
 

在重力场的作用下, 扰动会逐渐发展, 并且随

着时间的推移达到混沌融合状态. 另外, 相位界面

的最低和最高位置分别代表尖钉面和气泡面, 尖钉

和气泡振幅定义为尖钉和气泡的前端与其对应的

 

(a) (b) (c) (d)

t = 2000 t = 3000 t = 5000 t = 9000图 4    不同时刻下的密度分布　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

t = 2000 t = 3000 t = 5000 t = 9000Fig. 4. Density distribution at different times: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   .

 

(a) (b) (c) (d)

t = 2000 t = 3000 t = 5000 t = 9000图 5    不同时刻下的涡场图　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

t = 2000 t = 3000 t = 5000 t = 9000Fig. 5. Vorticity field at different times: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   .
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Hs1

Hs2

Hb1

Hb2

初始位置的距离, 由   表示上相 (Phase 1)向下

发展的尖钉振幅,    表示中相 (Phase 2)向下发

展的尖钉振幅,    表示中相 (Phase 2)向上发展

的气泡振幅,    表示下相 (Phase 3)向上发展的

气泡振幅 (图 6). 为了使序参数变量在相界面处光

滑连续的变化, 序参数 ϕ的初始分布为 

ϕ1 (x, y) = 0.5+0.5 tanh
y−H/6+0.1W cos (2πx/W)

ϵ/2
,

ϕ2 (x, y) = [1− ϕ1 (x, y)]

×
[
0.5 + 0.5 tanh

y +H/6 + 0.1W cos (2πx/W )

ϵ/2

]
,

ϕ3 (x, y) = 1.0− ϕ1 (x, y)− ϕ2 (x, y) , (27)

h = 0.1W cos (2πx/W )

At

其中, ϵ为界面厚度,    , 为施

加在界面上的余弦扰动.  无量纲的雷诺数 (Re)

和阿特伍德数 (  )以及毛细管数 (Ca)定义为 [8]
 

Re =
U0W

ν
, At =

ρ1 − ρ3

ρ1 + ρ3
, Ca =

µ3W

σ
, (28)

U0 U0 =
√
gW式中  为特征速度, 定义为  , g 为重力

加速度. 气泡和振幅的无量纲化的演化速度通常被

称为弗劳德数 (Froude number), 定义为 [14,40]
 

Frs =
us√
AtgW

1 +At

, F rb =
ub√
AtgW

1 +At

,
(29)

us ub其中,   和  为尖钉和气泡的速度, 由尖钉和气泡

的振幅对演化时间差分计算可得.

 5.1    还原一致性验证

N − 1

ϕ3 = 0

Re =

W
√

AtgW/(1 +At)/ν W =

256
√
gW = 0.04 At = 0.1 σ = 5.0× 10−5 ϵ =

4.0

在对三相非混相流体的 R-T不稳定性进行研

究之前, 为了验证本文发展的正则化 LB方法满足

还原一致性, 也就是验证当其中一相消失时本模型

仍适用于  相系统. 本文采用三相流模型对两

相 R-T不稳定性进行了数值模拟 (令   ), 并

将结果与 Liang等 [7] 的实验进行了比较. 为了确保

对 比 的 准 确 性,  本 实 验 采 用 雷 诺 数 为  

 ,  相关物理参数采用  

 ,   ,   ,   ,  

 . 边界条件也与参考文献 [7]保持一致的周期性

边界条件. 调整序参数的初始分布为 

ϕ1 (x, y) = 0.5 + 0.5 tanh
y + 0.05W cos (2πx/W )

ϵ/2
,

ϕ2 (x, y) = 1− ϕ1 (x, y) . (30)

图 7是由本模型获得的在 4种雷诺数下的相

界面演化过程, 图 8进一步展示了尖钉和气泡振幅

随时间的变化. 可以发现, 界面动力学行为与振幅的

变化与参考文献 [7]的实验图像表现出高度一致性.

 5.2    不同雷诺数下的三相 R-T 不稳定性数
值研究

500 ⩽ Re ⩽ 20000

本文模拟了不同雷诺数下的三相 R-T不稳

定性的相界面的演化过程,  给出了六种雷诺数

(  )下的情况. 在本文的模拟中,
 

(d) =1.0 =2.0 =3.0 =4.2 =1.0 =2.0 =3.0 =4.2(e) =1.0 =2.0 =3.0 =4.2(f)

(a) =1.0 =2.0 =3.0 =4.2 =1.0 =2.0 =3.0 =4.2(b) =1.0 =2.0 =3.0 =4.2(c)

Re=30 Re=150 Re=3000 Re=30 Re=150 Re=3000图 7    两相情况相界面扰动演化过程　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   [7]; (e)   [7]; (f)  [7]

Re = 30 Re = 150 Re = 3000 Re =

30 Re = 150 Re = 3000

Fig. 7. Phase interface disturbance evolution process in two-phase situation: (a)   ; (b)  ; (c)   ; (d)  

 [7]; (e)   [7]; (f)   [7].
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∆x = ∆t = 1 256× 1024

τ = t/
√
W/gAt

At = 0.5 W = 256 U0=0.02 Ca=0.28 ϵ=5.0

ρ1 : ρ2 : ρ3=3 : 2 : 1 µ1 : µ2 : µ3 = 1

τϕp τh Mp

 , 网格大小为   , 无量纲时

间 定 义 为  ,  物 理 参 数 固 定 为

 ,   ,   ,   ,   ,

 ,    .  松 弛 因 子

 和  可由迁移率  和流体黏度 μ给定. 从图 9

和图 10可以看出, 不同雷诺数条件下的 R-T不稳

定性, 在初始阶段表现出相似的界面动力学: 重流

体在重力的作用下向下流动, 中等密度的流体向上

下两个方向运动, 轻流体向上升, 三相流体相互渗

透. 尖钉和气泡在不同雷诺数下表现出不同的行

为, 在较低的雷诺数的情况下, 重流体和中等密度

的流体的尖钉向下运动, 经过一段演化时间, 由于

K-H不稳定性出现并作用于相界面, 尖钉在尾端

部分卷起, 两个尖钉分别形成一对旋涡. 通过对比

可得, 随着雷诺数的增加, 卷起现象出现的时间越

早,  旋涡的卷吸幅度也在增大 .  在雷诺数大于

5000时, 卷起形成的旋涡数量比低雷诺数时更多,

在多个旋涡的作用下, 尖钉卷起的长度增加. 在重

流体的向下运动和轻流体的上升作用下, 中等密度

流体分散成多个斑点, 随着时间的推移, 流体之间

 


0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
s

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0
(a) =3000, Ref.[7]

=3000
=150, Ref.[7]
=150
=30, Ref.[7]
=30

0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0


b

1.2

1.4

1.6

1.8


0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

(b) =3000, Ref.[7]
=3000
=150, Ref.[7]
=150
=30, Ref.[7]
=30

图 8    两相情况尖钉与气泡振幅随时间的变化　(a) 尖钉振幅; (b) 气泡振幅

Hs HbFig. 8. Variation of spike and bubble amplitudes with time in two-phase situation: (a)  ; (b)  .
 

=2 =3 =4 =5 =2 =3 =4 =5 =2 =3 =4 =5(a) (b) (c)

Re = 500 Re = 1000 Re = 2000图 9    较低雷诺数对 R-T不稳定性中相界面演化过程的影响　(a)   ; (b)   ; (c)  

Re = 500 Re = 1000

Re = 2000

Fig. 9. The  effect  of  lower  Reynolds  numbers  on  the  evolution  of  the  phase  interface  in  RTI:  (a)    ;  (b)    ;

(c)   .
 

=2 =3 =4 =5 =2 =3 =4 =5 =2 =3 =4 =5(a) (b) (c)

Re = 5000 Re = 10000 Re = 20000图 10    较高雷诺数对 R-T不稳定性中相界面演化过程的影响　(a)   ; (b)  ; (c)  

Re = 5000 Re = 10000

Re = 20000

Fig. 10. The effect of higher Reynolds numbers on the evolution of the phase interface in RTI: (a)    ;  (b)  ;

(c)   .
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的相互作用越来越强烈, 三个流体相都破碎分散成

多个斑点.

Hs Hb

下面通过尖钉和气泡的振幅和速度进一步考

察雷诺数对 R-T不稳定性的影响. 由上文已知分

别用  和   来表示尖钉和气泡的振幅, 图 11给

出在不同雷诺数下不同界面的尖钉和气泡振幅随

时间的变化. 从图 11可以发现, 在不同雷诺数的

情况下, 尖钉和气泡的振幅都随着时间增加, 其中

下层界面的尖钉振幅增加速度更快, 更先到达下层

固壁, 并且可以观察到, 上层界面的尖钉振幅变化

程度大于下层界面, 且发展时程相对较长. 这是由

迁移距离的不同导致的, 由于上下壁面的约束, 界

面失稳演化会呈现差异. 同理上层界面气泡因为迁

移空间不足, 振幅变化程度也会比下层气泡的小.

此外, 通过图 11可以看出, 当雷诺数增大的时候,

同一时刻的尖钉和气泡的振幅也增大; 当雷诺数增

大到一定程度时, 雷诺数对振幅的影响将不再明

显. 此时对于尖钉处, 黏性耗散已经很小, 因此对

尖端振幅的影响也不再明显. 对于气泡振幅, 后期

在 R-T不稳定性和 K-H不稳定性的共同作用下,

τ = 5 τ = 6

系统中产生的各种旋涡在一定程度上减缓了气泡

向上运动. 图 11(a)和图 11(b)后期尖钉振幅趋于

不变是因为后期尖钉已运动至下壁面, 而图 11(b)

的振幅更早趋于不变, 正是由上文所说迁移距离较

短所导致的. 通过相界面变化图像可以看出, 不同

雷诺数下, 在时间   到   的时间内, 流体

已经在相互作用下开始分散, 此时本文的振幅计算

方法不再适用, 从而气泡振幅会出现波动, 为确保

分析的有效性, 本文将主要分析流体分散前振幅的

变化.

us1 ub1

us2 ub2

接下来讨论雷诺数的变化对两个界面的尖钉

和气泡的演化速度的影响, 重流体和中等密度流体

之间的相界面的尖钉和气泡的速度记为  和  ,

中等密度流体和轻流体之间的相界面的尖钉和气

泡速度记为  和  , 其中速度是通过尖钉和气泡

的振幅对演化时间差分计算得到的. 通过 (29)式

可以得出尖钉和气泡的 Froude数, 不同雷诺数下

两个界面对应的尖钉和气泡的 Froude数由图 12

给出. 从图 12可以看到, 上层界面在重力的作用

下引起 R-T不稳定现象, 由于 K-H不稳定性的出
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
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(c) 
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
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图 11    雷诺数对气泡与尖钉振幅随时间演化的影响　(a) 界面一尖钉振幅; (b) 界面二尖钉振幅; (c) 界面一气泡振幅; (d) 界面

二气泡振幅

Hs1 Hs2 Hb1 Hb2Fig. 11. Effect of Reynolds number on the temporal evolution of bubble and spike amplitudes: (a)  ; (b)  ; (c)  ; (d)  .
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τ = 5

现, 尖钉在尾部卷起形成旋涡, 尖钉速度在早期呈

现加速的过程, 当尖钉穿透至下层界面时, 会在旋

涡的作用下进行二次加速, 后期旋涡在一定程度上

减小了在尖钉触底前的速度. 而对于下层界面的尖

钉的演化速度, 在卷起部分产生的旋涡的作用下经

历一个先加速的过程, 后期由于旋涡的运动抑制尖

钉速度的增大, 在触底前尖钉速度减小. 从图 12

同样可以观察到, 对于下层气泡的演化速度, 在多

个旋涡作用下, 也同样经历先加速和二次加速的过

程, 而对于上层气泡的演化速度, 在旋涡运动的影

响下, 先加速然后被抑制速度变化. 通过图 12可

以得到与前文相似的结论, 随着雷诺数的增大, 尖

钉和气泡的演化速度增大, 当雷诺数增大到一定程

度后, 其对演化速度的影响不再显著. 而在时间

 之后, 图像出现较大幅度振动, 这是由于流体

发生了混沌破裂, 系统中的流体分散, 本文使用的

对速度的研究方法不再适用.

前文研究的是两个相界面都施加微小扰动的

三相 R-T不稳定性, 接下来研究只有一个相界面

扰动情况下对 R-T不稳定性演化过程的影响, 并

分析雷诺数对相界面演化过程的影响和气泡与尖

钉振幅的变化.

h = 0.1W cos (2πx/W )

首先, 初始时刻仍然是上层为重流体, 下层为

轻流体, 中层流体密度介于重流体和轻流体之间.

先对上层相界面 (上层流体和中层流体之间的相界

面)施加一个为  的余弦扰动.

序参数 ϕ的初始分布为
 

ϕ1 (x, y) = 0.5+0.5 tanh
y−H/6+0.1W cos (2πx/W )

ϵ/2
,

ϕ2 (x, y) = [1− ϕ1 (x, y)]

[
0.5 + 0.5 tanh

y +H/6

ϵ/2

]
,

ϕ3 (x, y) = 1.0− ϕ1 (x, y)− ϕ2 (x, y) . (31)

τ = 3

τ = 6

接下来模拟 4种雷诺数情况下相界面的演化

过程. 从图 13可以看出, 与上面的研究类似, 上层

重流体在重力的作用下向下运动, 不同的是, 由于

下层界面没有扰动, R-T不稳定性首先在上层界面

发展, 随时间推移形成的旋涡会逐渐影响到下层界

面. 在时间   之后, 流体运动产生的旋涡开始

逐渐触发下层相界面的失稳. 此外, 与两个界面扰

动的 R-T不稳定性不同, 随着流体的运动, 上层重

流体会在时间  之后穿透中层流体.
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图 12    雷诺数对无量纲化的气泡和尖钉演化速度的影响　(a) 界面一尖钉; (b) 界面二尖钉; (c) 界面一气泡; (d)界面二气泡

Frs1 Frs2 Frb1 Frb2Fig. 12. Effect of Reynolds number on the normalized growth rate of bubbles and spikes: (a)  ; (b)  ; (c)  ; (d)  .
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下面讨论上述情况下气泡和尖钉振幅的变化,

振幅定义与前文相同. 从图 14可以发现, R-T不

稳定性首先在上层发展, 因此重流体在重力作用下

向下运动产生的尖钉和中层流体向上作用产生的

τ = 3

τ = 3

气泡振幅较为明显. 作为对比, 下层相界面的尖钉

和气泡振幅在  之后才有明显变化, 这是因为

在时间  之后, 中层和下层流体在旋涡的影响

下, 开始参与不稳定运动, 中层流体开始下沉形成
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(d)

Re = 500 Re = 1000 Re = 5000 Re = 20000图 13    上层相界面扰动相界面演化过程　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

Re = 500 Re = 1000 Re = 5000 Re = 20000Fig. 13. Upper interfacial perturbation and evolution: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   .
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图 14    上层相界面扰动时气泡与尖钉振幅随时间的变化　(a) 界面一尖钉振幅 ; (b) 界面二尖钉振幅 ; (c) 界面一气泡振幅 ;

(d) 界面二气泡振幅

Hs1 Hs2 Hb1 Hb2Fig. 14. Bubble and spike amplitude evolution during upper interface perturbation: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   .
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Re = 500

τ = 6 τ = 7

尖钉, 下层则开始产生上升的气泡. 需要注意的是,

图 14(b)中   时下层相界面的尖钉振幅会

有波动, 在时间  到时间  之间, 由于重流

体会穿透中层流体, 中层流体会逐渐分散成斑点,

本文的振幅计算方法不再适用, 因此讨论与分析主

要基于流体分散前.

下面研究第二种情况, 只对下层相界面 (中层

流体和下层流体之间的界面)施加一个同样的余弦

扰动. 序参数 ϕ的初始分布为 

ϕ1 (x, y) = 0.5 + 0.5 tanh
y −H/6

ϵ/2
,

ϕ2 (x, y) = [1− ϕ1 (x, y)]

×
[
0.5 + 0.5 tanh

y +H/6 + 0.1W cos (2πx/W )

ϵ/2

]
,

ϕ3 (x, y) = 1.0− ϕ1 (x, y)− ϕ2 (x, y) . (32)

τ = 3

接下来同样模拟 4种雷诺数情况下相界面的

演化过程. 从图 15可以看出, R-T不稳定性首先

会在下层相界面发展, 中间流体穿透下层流体产生

尖钉, 而下层流体上升生成气泡, 后面随着时间的

推移, 在   之后, 由于旋涡作用触发上层相界

面失稳, 产生 R-T不稳定现象.

图 16则是在下层相界面扰动的情况下流体间

相互作用产生的尖钉和气泡的振幅变化. 由于 R-

T不稳定性首先在下层相界面发展, 尖钉和气泡振

τ = 3

τ = 3

τ = 6 τ = 7

幅的变化能被较早观察到, 而上层相界面的尖钉和

气泡振幅则在  之后才有明显变化, 这也是因

为在时间  之后, 上层和中层才开始参与不稳

定运动. 同样地, 在时间   到   之间, 由于

下层界面上升产生的气泡穿透了中间层流体, 中间

层流体开始分散成斑点, 本文使用的振幅计算方法

同样不再适用.

将图 13和图 15进行对比, 可以发现随着雷诺

数 (Re)的增大, 无论扰动施加在哪一层相界面, 激

发的 R-T不稳定性所产生的向下穿透的尖钉结构

都发生显著涡旋卷曲, 并加速流体的破碎离散化.

通过图 14和图 16可以观察到在不同扰动情况下,

随着雷诺数的增大, 同一时刻尖钉和气泡的振幅也

增大; 当雷诺数增大到一定程度时, 对振幅的影响

将不再显著. 这与两个相界面都施加微小扰动的情

况所产生的结果类似.

 6   结　论

N ⩾ 3

500 ⩽ Re ⩽ 20000

本文首先基于扩散界面模型和梯度流理论发

展了一个能够有效模拟 N 相非混溶不可压流体流

动的正则化相场格子 Boltzmann模型, 该模型能

有效模拟 N 相 (  )非混溶不可压流体流动问

题. 基于此, 本文对三相 R-T不稳定性进行了数值

模拟, 分析了不同雷诺数 (  )对相
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(a)

(c)

=3 =4 =5 =6 =7

(b)

(d)

Re = 500 Re = 1000 Re = 5000 Re = 20000图 15    下层相界面扰动相界面演化过程　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

Re = 500 Re = 1000 Re = 5000 Re = 20000Fig. 15. Lower interfacial perturbation and evolution: (a)   ; (b)  ; (c)   ; (d)   .
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界面的演化过程和尖钉与气泡定量增长的影响. 研

究发现, 在两个相界面都施加扰动的情况下, 雷诺

(Re)数较低时, 流体界面相对光滑, 当雷诺数逐渐

升高时, 由于K-H不稳定性, 相界面会在多个位置卷

起, 流体更易分散破碎. 在较大雷诺数的情况下, 同

一时刻产生的尖钉和气泡振幅也更大, 但雷诺数增

大到一定程度时对振幅的影响不再显著. 另外本文

通过分析 Froude数, 发现雷诺数在一定范围内增

大时, 同一时刻的尖钉和气泡的演化速度也增大.

本文还模拟了不同相界面扰动下 R-T不稳定

性的演化过程, 研究发现 R-T不稳定性会先在受

到扰动的界面发展, 其演化会逐渐引发另一个界面

的失稳. 对于尖钉和气泡振幅, 比起添加扰动的相

界面, 后失稳的相界面的振幅出现变化的时间略微

滞后. 而随着雷诺数的增大, 其呈现的演化规律与

两个相界面都受到扰动相似, 两个相界面的尖钉和

气泡振幅随着雷诺数的增加而增加, 但是当雷诺数

增大到一定程度时对振幅的影响不再显著.
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图 16    下层相界面扰动时气泡与尖钉振幅随时间的变化　(a) 界面一尖钉振幅 ; (b) 界面二尖钉振幅 ; (c) 界面一气泡振幅 ;

(d) 界面二气泡振幅

Hs1 Hs2 Hb1 Hb2Fig. 16. Bubble and spike amplitude evolution during lower interface perturbation: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   .
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Abstract

500 ⩽ Re ⩽ 20000 Re = 20000

This paper develops a regularized lattice Boltzmann method for efficiently simulating the flow of N-phase
immiscible incompressible fluids based on the phase field model that satisfies conservation and compatibility. By
designing auxiliary moments, this method can accurately recover the second-order Allen-Cahn equation and the
modified  momentum equation.  The  correctness  and  effectiveness  of  the  developed N-phase  regularized  lattice
Boltzmann method are validated through numerical simulations of three-phase liquid lens spreading and Kelvin-
Helmholtz  instability  phenomena.  Finally,  numerical  simulations  and  analyses  of  three-phase  Rayleigh-Taylor
instabilities (RTI) are conducted, focusing on the evolution of the phase interface within the Reynolds number

range  of      (particularly  under  high  Reynolds  number  condition  of    ).  Quantitative
analyses are performed on the amplitude variations of bubbles and spikes at the two interfaces, as well as the
changes in dimensionless velocity. We find that as the Reynolds number increases, the phase interface curls up
at  multiple  locations  due  to  Kelvin-Helmholtz  instability,  making  the  fluid  more  prone  to  dispersion  and
fragmentation.  This  study  also  simulates  the  evolutionary  processes  of  RTI  under  different  interface
perturbations. These results demonstrate that RTI first develops at the perturbed interface, with its subsequent
evolution inducing instability at a secondary interface.

Keywords: phase  field  model,  N-phase  incompressible  fluid,  lattice  Boltzmann  method,  Rayleigh-Taylor

instability
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