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本文研究了一类分段光滑不连续一维映像的动力学, 该映像左支是一线性函数, 右支是指数为 z 的幂律

函数. 在   处存在间断   , 其中 μ为控制参数. 当周期轨道失稳时, 系统会进入混沌状态. 而不连

续性的出现导致了边界碰撞分岔的发生, 可以使稳定的周期轨道转变为混沌状态或者另外一个稳定的周期

状态. 在这类转变点的附近, 常常伴随着吸引子共存现象. 此外, 随控制参数减小出现周期递增现象. 得到了

求解这类不连续映像在任意参数 z 和 d 下边界碰撞分岔临界控制参数的一般方法, 将其归结为求解无量纲控

制参数 (  , 其中   为   时的控制参数)的代数方程, 该方程对于简单的有理数或者较小的整数 z, 可

以解析求解; 对于任意实数 z, 可以数值求解. 据此, 解析得到了   周期轨道的稳定性和边界碰撞分岔的

临界控制参数. 基于稳定性和边界碰撞分岔的解析分析, 获得了双参数   平面中系统动力学的相平面, 讨论

了系统的动力学行为, 发现了三类余维-2分岔点, 并给出了坐标通式. 同时, 在相平面中还发现了余维分岔点

的融合, 构成一类特殊的三相点, 并解析得到其存在的条件.
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 1   引　言

混沌现象广泛地存在于自然界中, 已经发展成

为一个非常重要的学科领域, 取得了许多重要进

展. 在这类研究中, 特别是早期, 人们通常关注处

处光滑的动力学系统. 可以说, 混沌动力学的许多

重要结果都来自对这类系统的研究. 而对非光滑动

力系统则研究较少. 近年来, 非光滑动力学系统研

究已经引起国内外学者的重视, 成为一个比较活跃

的研究领域 [1–7]. 在实际系统中, 常常出现由于缓慢

积累所引起的急剧变化, 表现出不光滑或者不连续

性, 可以用不光滑动力学描述. 非光滑动力学研究

已涉及许多系统, 例如冲击振子 [8]、张弛振子 [9,10]、

电子电路领域中的转换器 [11–13] 和张弛振荡器 [14]、

生物领域中的神经元放电模型 [15,16] 和流行病模型 [17]、

金融市场中的经济模型 [18] 等. 通常, 这类系统表现

出分段光滑的性质. 系统相空间被划分为两个或者

多个具有不同动力学特征的子区域, 各个子区域内

的映像函数处处光滑, 在这些区域的界面处映像出

现不光滑或者不连续 [19–22]. 当稳定不动点、周期轨

道或者混沌轨道与不光滑边界碰撞时, 系统动力学

会发生突变, 将这类分岔现象一般地称为边界碰撞

分岔 [23–25]. 不光滑系统中的边界碰撞分岔会导致

一系列具有显著新特征的现象 [9,26–31].

在非光滑系统中, 一维分段光滑映像是一个

重要研究对象, 一直受到研究者的普遍关注. 它相

对简单, 易于解析处理, 并且常常展现丰富的动力
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学 [6,7,19–21,28,32,33]. 其中, 有一类受到特别关注的映

像, 一般可以表示为 

f(x) =

{
αx+ µ, x ⩽ 0,

βxz + µ+ δ, x > 0.
(1)

x = 0

z = 1 z ̸= 1

δ = 0

δ ̸= 0

δ = 0

Ln−1R

z = 3/2 z = 2

z = 1/2

δ = 0 z > 1

z = 1 0 < z < 1 z = 0 z < 0

该映像是一个两分段函数, 左支是线性函数,

右侧是因子为 z 的幂律函数. 在  处出现不光

滑或者不连续. 其中, a, b, d 和 z 为系统参数, μ 为
控制参数. 当  时为分段线性映像, 当  右

侧为非线性映像. 当   时, 映像为不光滑连续

映像; 而当  时, 映像为不连续映像. Nusse等 [24]

研究了来源于激光系统的一维分段连续映像, 相当

于  时的映像 (1). 发现了由于边界碰撞分岔

导致的  型的周期递增现象, 解析得到了其

稳定性和存在条件; Jain和 Banerjee[34] 研究了一

维分段不连续映像, 对于其中的边界碰撞分岔进行

了分类, 并给出了用该映像描述一个具有延时控制

反馈的升压转换器的实例; Halse等 [35] 研究一维分

段光滑连续映像在  和   情况下的边界

碰撞分岔以及由此产生的周期递增现象; Hogan等 [36]

研究了一类一维分段线性不连续映像, 分析了周期

一、周期二及高周期的解; Dutta和 Banerjee[37] 研

究了一个在不连续边界具有平方根奇异性的分段

光滑映像 (即  ), 发现了一类周期递增破缺

现象, 计算了周期递增级联的标度律, 给出了该类

映像的微分方程起源; Qin等 [2] 研究了一般分段光

滑连续映像 (即映像 (1)中  情况), 分析  ,

 ,   ,   , 及   情况下, 边界碰

撞分岔、光滑鞍节点分岔的产生条件及边界碰撞分

岔. 但是, 在任意 z 值和不连续间隔 d 下, 分段不连

续映像系统中边界碰撞分岔的系统研究仍然是一

个有待深入的研究课题, 本文将围绕这一问题展开

研究.

一般而言, (1)式定义的分段线性映像可以看

作实际系统非光滑映像在不连续点附近的线性近

似, 可复现原系统的动力学现象. 然而, 过去的大

量工作都是局限于系统单一控制参数下的分岔行

为研究. 实际上, 这类系统通常需要多个控制参数

来描述其性质, 例如: 对于不光滑动力学广泛存在

的开关电路系统, 一般需要电阻、电容和电感三类

原件, 最少需要三个参数. 因此, 多参数分岔行为

研究就是极其重要的课题 [38]. 对于一个双参数描

述的系统, 其两个系统参数构成一个二维参数平

面, 或称相平面. 无论是光滑还是非光滑分岔, 其

分岔临界线就是相平面上的一条曲线, 称为余维-1

分岔临界线 [39], 它将参数空间分为不同动力学或

稳定性的两个区域, 形成所谓相图. 不同余维-1分

岔临界线的交点就构成余维-2分岔点, 可将相平面

分割为 4个不同动力学特征的区域. 这样, 多个余

维-1分岔临界线就将相平面分割为多个区域, 就可

以得到系统的相图. 显然, 通过建立相图就可以掌

握多参数变化情况下所研究系统动力学的全貌, 易

于选择特定动力学行为的控制参数. 近年来, 多参

数非光滑系统中的余维分岔分析受到研究者的广

泛重视 [38–44]. 在本文研究的系统中, 同时存在光滑

(flip)分岔和边界碰撞 (fold)分岔, 具有复杂的动

力学图景. 在双参数情况下, 其相互作用会产生更

加丰富的动力学现象. 因此, 我们将余维分岔现象

也纳入本文的研究对象.

0 < z < 1 z > 1

z < 0

本文第 2节的主要内容是稳定性分析和边界

碰撞分岔条件的确立, 给出了求解边界碰撞分岔条

件的一般方法; 第 3节分别给出  ,   ,

 时的分岔图和双参数相图, 讨论系统的动力

学行为, 分析周期窗口余维分岔的临界点; 最后

第 4节为结论.

 2   周期轨道的稳定性和边界碰撞分岔
机制

0 < α < 1

β < 0

Ln−1R n(n > 2)

本文将映像 (1)的参数限制为   ,

 , 并且参数 z 和 d 为任意实数. 在这种情况

下, 系统将出现  型的周期  轨道, 其

径迹如下:
 

x1 < x2 < x3 < · · · < xn−1 < 0 < xn.

满足如下迭代关系:
 

x1 = βxz
n + µ+ δ,

x2 = αx1 + µ,

x3 = α2x1 + αµ+ µ,

· · ·

xn−1 = αn−2x1 +
1− αn−2

1− α
µ,

xn = αn−1x1 +
1− αn−1

1− α
µ. (2)

xn由上述方程可得  所满足的周期性条件为
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xn − αn−1βxz
n =

1− αn

1− α
µ+ αn−1δ. (3)

 2.1    稳定性分析

Ln−1R

n− 1

由于   模式的周期 n 轨道在左支迭代

 次, 在右支迭代 1次, 因此其稳定性条件为 

−1 ⩽ αn−1zβxz−1
n ⩽ 1. (4)

z = 1

0 < z < 1 z > 1 z < 0

当  时, 所考虑的映像是分段线性映像, 是最

简单的情况, 已经有很多相关工作, 因此本文不予

讨论. 下面分别就  ,   和  三种情

形展开讨论.

z > 0 αn−1zβxz−1
n ⩽ 1当  时,   恒成立. 因此, 稳

定条件 (4)式变为 

αn−1zβxz−1
n ⩾ −1, (5)

在临界状态: 

αn−1βxz
n = −1

z
xn.

将上式代入 (3)式得:  (
1 +

1

z

)
xn =

1− αn

1− α
µ+ αn−1δ. (6)

0 < z < 1当  时, 由 (5)式得: 

xn ⩾
(
−αn−1βz

) 1
1−z ,

结合 (6)式可得控制参数的下限为 

µ ⩾ µn,flip=
1−α

1−αn

[(
1 +

1

z

)(
−αn−1βz

) 1
1−z −αn−1δ

]
.

(7)

µn,flip

在本文中, 临界控制参数的第一个下标表示周期

数, 第二个下标表示分岔类型. 因此,   表示周

期 n 轨道发生 flip分岔时的临界控制参数, 给出了

该周期轨道失稳的下临界控制参数.

z > 1当  时, 由 (5)式得: 

xn ⩽
(
−αn−1βz

) 1
1−z ,

结合 (6)式可得控制参数的上限为 

µ ⩽ µn,flip=
1−α

1−αn

[(
1 +

1

z

)(
−αn−1βz

) 1
1−z −αn−1δ

]
.

(8)

µn,flip这里,    给出了该周期轨道发生 flip分岔而失

稳的上临界控制参数.

z < 0 0 < α < 1, β < 0 xn > 0

αn−1zβxz−1
n ⩾ −1

当  时, 由于   , 且   ,

因此  恒成立. 因此稳定条件 (4)式

变为 

αn−1zβxz−1
n ⩽ 1, (9)

在临界状态变为 

αn−1βxz
n =

1

z
xn.

将上式代入 (3)式得:  (
1− 1

z

)
xn =

1− αn

1− α
µ+ αn−1δ. (10)

由 (9)式得: 

xn ⩾
(
αn−1βz

) 1
1−z ,

将该式代入 (10)式, 可得控制参数的下限为 

µ⩾µn,fold=
1−α

1−αn

[(
1− 1

z

)(
αn−1βz

) 1
1−z − αn−1δ

]
,

(11)

µn,fold

0 < z < 1

z > 1 Ln−1R

式中,   表示周期轨道失稳的下临界控制参数,

下标 fold表示 fold分岔. 至此, 分别得到了 

和  时,   模式周期 n 轨道发生 flip分岔

时的临界控制参数, 以及 fold分岔的临界控制参

数, 如 (7)式、(8)式和 (11)式.

 2.2    边界碰撞分岔机制及其临界条件

x = 0

x → 0− x →
0+

所谓边界碰撞分岔, 是指当系统的周期或者混

沌吸引子与系统的不光滑边界碰撞时所产生的动

力学行为的突变 [24]. 在这里, 映像在   处出现

不连续, 因此存在两个极值点. 将   和  

 时函数左右极限点分别标为 A 和  B,  如图 1

所示. 随着控制参数的变化, 不动点或者周期轨道

点可能与 A 点发生碰撞, 也可能与 B 点发生碰撞,

两种碰撞都可以产生边界碰撞分岔.

xn−1 → 0−

xn−1 = 0− xn ⩽
µ

当  时, 迭代轨迹与 A 点相碰, 把该

边界碰撞分岔记为 BC–, 图 1(a)显示了周期三与

边界的左极限 A 点相碰撞的情形. 该 BC–边界碰

撞分岔发生的条件是  , 由此可知  

 . 因此, 有如下碰撞条件: 

x1 ⩾ βµz + µ+ δ.

xn−1将此式代入迭代方程 (2)中   的表达式, 可以

得到控制参数 μ满足如下方程: 

µ+
β(1− α)αn−2

1− αn−1
µz +

(1− α)αn−2

1− αn−1
δ ⩽ 0. (12)

δ = 0当    时, 方程 (12) 给出 

µ ⩽ µ0 ≡

[
(1− α)

(
−β/α2

)
1− αn−1

] 1
1−z

α
n

1−z , (13)
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µ0 δ = 0这里,   为  时 BC–边界碰撞分岔发生时的临

界控制参数.

µ = yµ0 C = β−1µ−z
0 δ令  ,   , 方程 (12) 简化为

 

y − yz − C ⩽ 0. (14)

µn,BC−

µn,BC−

δ ̸= 0

ỹ(δ)

δ = 0

这样, 就得到求解   的一般方法, 即将求解

 的问题转化为求解无量纲控制参数 y 满足

的方程 (14). 对于简单的有理数或者较小的整数 z,

可以解析求解. 而对于任意实数 z, 可以数值求解.

显然, 既不光滑又不连续映像系统中 (  时),

边界碰撞分岔的临界控制参数随周期 n 变化的渐

进行为, 除数值因子  外, 与不光滑但连续映像

(  时)的一致, 如下式所示: 

µ⩽µn,BC− = ỹ(δ)µ0

≡ ỹ(δ)

[
(1−α)

(
−β/α2

)
1− αn−1

] 1
1−z

α
n
1−z , (15)

ỹ(δ)其中,    为 a, b 和 z 给定时, 无量纲方程 (14)

的解.

xn → 0+

z < 0 xn = 0+

z > 0

xn = 0+

当  时, 迭代轨迹与 B 点相碰, 将此边

界碰撞分岔记为 BC+, 如图 1(b)所示. 必须指出:

当  时, 映像函数右支在   处趋于无穷

大, 不会发生 BC+边界碰撞分岔. 因此, 这里仅讨

论  的情况. 这时, BC+边界碰撞分岔需满足条

件   . 因此有 

x1 ⩽ µ+ δ, (16)

xn将上式代入 (2)式中的  得到 

xn = αn−1(µ+ δ) +
1− αn−1

1− α
µ ⩾ 0. (17)

x → 0+由此得到  时边界碰撞分岔的下临界控制

参数: 

µ ⩾ µn,BC+ =
αn − αn−1

1− αn
δ, (18)

这里,  BC+边界碰撞分岔的临界参数条件只与

a 和 d 有关, 与 b 和 z 无关.

 3   二维相平面中动力学行为的相图
和余维分岔

Ln−1R

α, β

µ-δ

0 < z < 1 z > 1

z < 0

前两节分析了在不同 z 取值情况下   型

周期轨道稳定性条件, 以及边界碰撞分岔发生的临

界控制参数. 基于此, 可以得到不同  和 z 取值

下, 二维相平面   中系统动力学行为的相图, 以

及相应的余维分岔. 下面分别就   ,   

和  的情形展开讨论.

0 < z < 1 3.1      情形

xn−1 → 0−

µ-δ

Ln−1R

dδ/dµ = 0 µ-δ

首先,  讨论当   时 BC–边界碰撞分

岔. 事实上, 方程 (15)给出了  二维相平面上 BC–

边界碰撞分岔的临界线, 也称为余维-1分岔曲线.

它将相平面分割为上下两部分, 如图 2(a)所示, 其

上方禁止  型周期轨道存在, 下方允许该轨

道存在.  此外 ,  在方程 (12)(或方程 (14))两端对

d 求导, 并令   , 可以发现该临界线在  

相平面上存在极值点, 记为 

µBC−-BC− = µ0z
1

1−z , (19a)
 

δBC−-BC− = βµz
0 (z − 1) z

z
1−z . (19b)

µBC−-BC−显然,    将 BC–边界碰撞分岔的临界

线 (图 2(a)中的红色曲线)分割为两部分, 红色方

框标出在该处的极值点. 因此, 当 d 给定时, 在以 μ
为控制参数的分岔图中, 存在两个可能的 BC–边界

 



-0.10

-0.05



+
1

0

0.05

-0.10 -0.05 0 0.05

A

B

(b)

-0.10 -0.05 0 0.05



0.10
-0.10

-0.05



+
1 0

0.05
A

(a)

B

x = 0− x = 0+图 1    轨道碰撞到    (a)和    (b)时的边界碰撞分岔示意图

x = 0− x = 0+Fig. 1. Illustration of the border collision bifurcation occurs at    (a) and    (b), respectively.
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µ⩾µ′
n,BC− µ⩽µn,BC−

(µBC−-BC− ,

δBC−-BC−)

δBC−-BC−

碰撞临界控制参数, 即  和   . 当

μ和 d 都改变时, 它们在相平面上画出两条BC–-BC–

边界碰撞分岔的临界线. 该两临界线在 

 处交汇, 形成 BC–-BC–余维-2分岔. 在该

余维-2分岔点上, 两个 BC–临界值相等. 在其左右,

 随 μ呈相反的变化趋势, 将分别给出固定

d 情形下分岔图中 μ的下临界和上临界点.

Ln−1R

(µBC−-BC+ = 0, δBC−-BC+ = 0)

µ = 0, δ = 0

其次, 讨论 BC+边界碰撞分岔. 当 μ和 d 都改

变时, 方程 (18)给出了该边界碰撞分岔的临界曲

线, 如图 2(a)中 BC–边界碰撞分岔临界线下方左

侧的紫色直线所示.  该临界线右侧为   周

期轨道允许区 (图中用 P标识), 左侧为禁止区 (图

中用 F标识 ).  它与 BC–分岔的临界线相交于

 点 (用绿色圆圈标记),

形成 BC–-BC+余维-2分岔 .  在该余维-2分岔点 ,

BC–和 BC+两种边界碰撞分岔同时发生, 即出现双

分岔 [45], 要求  . 系统参数沿 BC–分岔临

界线的切线方向出现 BC+分岔, 而沿 BC+分岔临

界线的切线方向出现 BC–分岔.

Ln−1R

0 < z < 1

Ln−1R

(
µBC−-flip, δBC−-flip

)

最后, 讨论  周期轨道的稳定性 (或光滑

分岔). 由于  , 所以仅存在 flip分岔, 其临

界线由方程 (7)确定 .  当 μ和 d 都改变时 ,  该方

程给出了该光滑分岔的临界线, 如图 2(a)中 BC–

边界碰撞分岔临界线下方右侧的蓝色直线所示. 在

相平面上, 该曲线构成了余维-1分岔曲线, 其右侧

为  周期轨道稳定的区间 (图中用 S标识),

左侧为其不稳定区间 (图中用 U标识). 它与 BC–

边界碰撞分岔的临界线相交, 形成 BC–-flip余维-

2分岔 , 交点坐标记为   (用蓝色

xn = µ三角形标记), 可通过碰撞的临界条件  和临

界稳定性条件 (5)得到, 即 

µBC−-flip =
(
−αn−1βz

) 1
1−z , (20a)

 

δBC−-flip = β
(
−αn−1βz

) 1
1−z

[
µz−1
0 +

(
αn−1βz

)−1
]
.

(20b)

在该余维-2分岔点, BC–和 flip两种分岔临界线相

交, 出现双分岔. 系统参数沿 BC–分岔临界线的切

线方向出现 flip分岔, 而沿 flip分岔临界线的切线

方向出现 BC–分岔.

需要指出的是, 在特殊的映像参数下, 会出现

BC–-flip余维-2分岔点与 BC–-BC–余维-2分岔点

重合的情况. 其重合点实际上是三条临界线的交

点, 称其为三相点. 将交点坐标 (19)式代入 flip分

岔的临界控制参数 (7)式中, 可以得到: 

αn − 2α+ 1 = 0. (21)

n = 3 α = (
√
5− 1)/2

该关系仅由周期数 n 和 a 确定, 与其他参数无关.

例如:  当   时 ,    ,  如图 2(b)所

示, 红色方框和蓝色三角重合.

0 < z < 1

Ln−1R

µ-δ
n = 1, 2,

3, · · · , 10

基于上述分析可知, 在  情形下, 稳定

的  周期轨道允许的参数区域是由 flip分岔

临界线和 BC–边界碰撞分岔临界线在  参数空间

围成的区域. 图 3(a)中不同颜色表示  

 周期轨道的稳定区域. 这里, R 周期轨道

是一个特殊存在, 由于它是映像在右侧的一个不动

点, 因此不可能出现 BC–边界碰撞分岔. 在任何不

连续间隔 d 下, 只要将控制参数 μ选择在 flip分岔

临界线 (图中的灰色区域下边沿的蓝色虚线)右侧,

该不动点总会存在, 如图 3(c), (d)所示. 此外, 在相

 





0 3 6 9 12 15
-3

-2

-1

0

1

2

3 (a)

F P

P
F

U S

=1/2, =0.6,
=-3

BC-分岔临界线
BC+分岔临界线
flip分岔临界线

BC--BC-余维二分岔点
BC--BC+余维二分岔点
BC--flip余维二分岔点





-3

-2

-1

0

1

2

3 (b)

0 1 2 3 4

=0.8, =-3

=0.3, =-3

=0.3, =-5

=0.618, =3

µ-δ Ln−1R n = 2 α = 0.6 n = 3, α = 0.618图 2      相平面中   周期轨道的分岔临界线　(a) 临界线   ,   ; (b) 临界线  

Ln−1R µ-δ n = 2 α = 0.6

n = 3 α = 0.618

Fig. 2. Critical curves for bifurcations of     periodic orbits in    :  (a) Critical curves    ,    ;  (b) critical curves

 ,   .
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图中还可以观察到不同周期的稳定区间存在交叠

情况, 表明在分岔图中应该能观察到吸引子共存现

象. 下面将讨论几个典型间隔 d 时系统的分岔行为.

δBC−-flip⩽δ<δBC−-BC− µBC−-flip<µBC−-BC−

Ln−1R [µ′
n,BC− ,

µn,BC− ]

LR

[µ′
2,BC− , µ2,BC− ]

当  , 且 

时,  稳定的   周期轨道存在于区间  

 , 在边界发生 BC–边界碰撞分岔转变到混

沌或者其他周期轨道. 如图 3(b)所示,   周期轨

道在区间  内稳定, 在区间两端经边

界碰撞分岔转变为混沌.

δBC−-flip⩽δ<δBC−-BC− µBC−-flip⩾µBC−-BC−

[µ′
n,BC− , µn,BC− ] Ln−1R

[µ′
4,BC− , µ4,BC− ]

当  , 且 

时, 在区间  仅存在不稳定的 

周期轨道. 如图 3(c)中  区间内的不

稳定 L3R 周期轨道周期 (灰色虚线).

0 ⩽ δ < δBC−-flip Ln−1R

[µn,flip, µn,BC− ]

LR [µ2,flip,

当  时, 稳定的  周期轨道

存在于区间  , 在边界发生 flip和 BC–

边界碰撞分岔转变到混沌或者其他周期轨道. 如

图 3(c)所示 ,    周期轨道稳定地存在于  

µ2,BC− ]

L2R

[µ3,flip, µ3,BC− ]

Ln−1R

[µ′
n,BC− , µn,flip]

 区间, 在其左侧经边界 flip分岔进入混沌, 在

其右侧经边界碰撞分岔转变为周期 1轨道;   

周期轨道稳定地存在于  区间, 在其左

右两侧经边界碰撞分岔进入混沌. 不稳定的  

周期轨道存在于  内.

δ < 0 Ln−1R

[µn,flip, µn,BC− ] LR L2R

L3R [µ2,flip, µ2,BC− ]

[µ3,flip, µ3,BC− ] [µ4,flip, µ4,BC− ]

µ → 0

[µn−1,flip− , µn,BC− ]

Ln−2R Ln−1R Ln−1R

[µn,BC+ , µn,flip]

当  时, 稳定的  周期轨道存在于区

间  内 ,  如图 3(d)所示 ,    ,    ,

 周期轨道分别稳定地存在于   ,

 和  区间, 在区间边界转

变为其他周期. 这里, 随 μ减少形成了周期递增序

列, 直到  时出现无穷周期轨道. 相邻分岔临

界值围成的区间, 例如   内, 出现

周期轨道  和   共存. 不稳定的  

周期轨道存在于  内. 图 3(a), (c)和

(d)相应的分岔临界值见表 1, 这些解析结果与数

值结果很好地符合.
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z = 1/2 α = 0.6 β = −3 µ-δ Ln−1R µ-δ

µn,flip µn,BC−

图 3       ,    ,    时 ,    相平面上   周期轨道分岔临界线和分岔图　 (a)    相平面上分岔临界线 ,

Ln–1R 稳定周期轨道存在区域. (b)—(d) 不同 d 取值时的分岔图. 绿色水平虚线标识不连续边界, 蓝色和红色和粉红色竖直虚线分

别标识 flip分岔和 BC–边界碰撞分岔临界控制参数的解析值   和  

z = 1/2 α = 0.6 β = −3

µ-δ Ln−1R

µn,flip µn,BC−

Fig. 3. Critical bifurcation curve of period Ln–1R and bifurcation diagrams when    ,     and    : (a) Critical bi-

furcation curve in the     plane. The regions where the stable     orbits exit. (b)–(d) Bifurcation diagrams for different d.
The green dashed horizontal lines mark the discontinuous border of the map. The vertical dashed-lines of blue and red colors indic-

ate the analytical values    and    of the critical control parameters for the flip and BC– border collision bifurcations, re-

spectively.
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z = 1/2 α = 0.6 β = −3表 1      ,   和  时, 三种分岔的临界

控制参数

z = 1/2 α = 0.6 β = −3

Table 1.    Critical  control  parameters  for  three  kinds  of

bifurcations when   ,    and   .

d n µn,BC+ µ′
n,BC– µn,BC– µn,flip

2 1 — — — 4.75000

2 2 — 1.00000 4.00000 —

0.4005 1 — — — 6.3495

0.4005 2 — 0.01961 8.17939 1.36856

0.4005 3 — 0.02396 0.94129 0.37277

0.4005 4 — 0.05157 0.10493 —

–3 1 3.00000 — — 9.75000

–3 2 1.12500 — 14.3739 2.64375

–3 3 0.551020 — 3.10847 0.997347

–3 4 0.297794 — 1.13912 0.442522

–3 5 0.168633 — 0.510583 0.217806

–3 6 0.0978786 — 0.253545 0.115003
 

z > 1 3.2      情形

z > 1 Ln−1R

µ′
n,BC− µn,BC−

(µBC−-BC− , δBC−-BC−)

(µ = 0,

δ = 0)

(
µBC−-flip, δBC−-flip

)

当  时,   周期轨道边界碰撞分岔的

临界线与 3.1节的情况类似, 只是 BC–边界碰撞分

岔临界线变为上凹. 而 flip分岔临界线的左侧为不

稳定区, 右侧为稳定区, 如图 4(a)所示. 两条 BC–

边界碰撞分岔临界线  和  相汇于极值

处 (用红色方框标记), 形成 BC–-BC–余维-2分岔,

分岔点记为  , 由 (19)式确定.

BC+分岔与 BC–分岔的临界线相交于  

 点, 形成 BC–-BC+余维-2分岔; flip分岔与

BC–分岔的临界线相交 ,  形成 BC–-flip余维-2分

岔, 其交点坐标   由 (20)式确定.

0 < z < 1

此外,  这里也会出现 BC–-BC–和 BC–-flip余维-2

分岔点重合的情况, 即所谓的三相点. 其满足的条

件与  相同, 由 (21)式确定.

Ln−1R

n = 1, 2,

3, · · · , 10

[µ1,BC+ , µ1,flip]

鉴于上述性质, 稳定的   周期轨道存在

区间是由 BC–, BC+边界碰撞分岔和 flip分岔围成

的区域. 图 4(b)中不同颜色表示周期  

 时的稳定区域. 需要指出, 由于 R 周期轨

道是映像在右侧的一个不动点, 因此不可能出现BC–

边界碰撞分岔, 但是可以出现 BC+边界碰撞分岔.

在任何不连续间隔 d 下, 只要将控制参数 μ介于BC+

边界碰撞分岔和 flip分岔临界线之间 ,  即区间

 , 该不动点总会存在, 见图 5(a), (b).

此外, 还可以看到不同周期轨道稳定区域交叠的情

形, 表明存在吸引子共存的现象. 下面将讨论几种

典型间隔 d 下, 系统的分岔行为.

δBC−-flip > 0 LR

0 ⩽ δ < δBC−-flip LR

[µ2,BC− , µ2,flip]

δBC−-BC− ⩽ δ < 0

LR

[µ2,BC+ , µ′
2,BC− ] [µ2,BC− , µ2,flip] δ<δBC−-BC−

LR [µ2,BC+ , µ2,flip]

首先, 考虑   情形 (仅存在于   周

期轨道). 当   时, 稳定的   周期轨

道存在于区间  , 如图 5(a)中蓝实线

所示. 当  时, 如图 5(b)所示, 稳定

的  周期轨道 (图中的蓝色实线)分别出现在

 和  区间. 当 

时,    周期轨道存在于   区间 ,  如

图 5(c)所示.

δBC−-flip<0 µBC−-flip>µBC−-BC−

δBC−-flip ⩽ δ < 0 Ln−1R

[µn,BC+ , µ′
n,BC− ]

L2R [µ3,BC+ , µ′
3,BC− ]

δBC−-BC− ⩽ δ < δBC−-flip Ln−1R

[µn,BC+ , µ′
n,BC− ] [µn,BC− , µn,flip]

其次, 考虑   , 且  

情形. 当   时, 稳定的周期   轨

道存在于  . 例如: 在图 5(b)中, 稳

定 的 周 期  轨 道 存 在 于   .  当

 时 ,  稳定的   周期轨

道分别出现  和   区间.

 


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

0
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-0.3

-0.4
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µ-δ Ln−1R z = 1.5 α = 0.6 β = −3 n = 2 Ln−1R图 4      相平面中   周期轨道的分岔临界线 (  ,   ,   )　(a) 临界线   ; (b)   周期轨道稳

定存在区域

Ln−1R µ-δ z = 1.5 α = 0.6 β = −3

n = 2 Ln−1R

Fig. 4. Critical  curves  for  bifurcations  of      periodic  orbits  in      phase  plain  when    ,      and    :

(a) Critical curves   ; (b) the regions where the stable    orbits exit.
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L2R

[µ3,BC+ , µ′
3,BC− ] [µ3,BC− , µ3,flip] δ <

δBC−-BC− Ln−1R

[µn,BC+ , µn,flip] L2R L3R

[µ3,BC+ , µ3,flip] [µ4,BC+ ,

µ4,flip]

例如: 图 5(c)中的两个   周期轨道 ,  分别存

在于  和   区间 .  当  

 时 ,  稳 定 的   周 期 轨 道 出 现 在

 区间, 如图 5(d)中的   和   周

期轨道, 它们分别存在于   和  

 区间.

δBC−-flip < 0 µBC−-flip ⩽ µBC−-BC−

δBC−-flip ⩽ δ < 0 Ln−1R

[µn,BC+ , µ′
n,BC− ]

L3R L4R [µ4,BC+ , µ′
4,BC− ]

[µ5,BC+ , µ′
5,BC− ] L4R

L5R L6R [µ5,BC+ , µ′
5,BC− ] [µ6,BC+ ,

µ′
6,BC− ] [µ7,BC+ , µ′

7,BC− ] δ < δBC−-flip

Ln−1R [µn,BC+ , µ′
n,flip]

L2R L3R

[µ3,BC+ , µ′
3,flip] [µ4,BC+ , µ′

4,flip]

最后, 考虑  ,   情

形. 当   时, 稳定的周期   轨道

存在于  . 例如: 在图 5(c)中, 稳定

的周期  和   轨道存在于   和

 ;  在图 5(d)中 ,  稳定的周期   ,

 和   轨道存在于   ,   

 和   区间 .  当   时 ,

稳定的周期  轨道存在于   . 例

如: 在图 5(d)中, 稳定的周期   和   分别存

在于区间  和   .  由图 5

可以观察到周期递增和吸引子共存的现象. 相应分

岔临界值见表 2, 理论结果和数值结果很好地符合.

z < 0 3.3      情形

x → 0+ αn−1z ×
βxz−1

n ⩾ −1

µ-δ
n = 2, 3, 4, · · · , 10 Ln−1R

xn ⩽ µ αn−1zβxz−1
n = 1

由于当  时, 映像的右支发散, 且 

  恒成立, 所以不存在 BC+边界碰撞分

岔和 flip分岔. 只有 fold分岔和 BC–边界碰撞分

岔. 由 (11)式和 (15)式可分别在   相平面中画

出  时,   周期轨道的 fold分

岔和 BC–边界碰撞分岔的临界线. 在图 6中, 分别

用蓝色和红色曲线表示. 由图可知, fold分岔和 BC–

边界碰撞分岔的临界线相切, 形成 BC–-fold余维-

2分岔. 分岔点记为 BC–-fold. 结合边界碰撞条件

 和 fold分岔的临界条件   ,

可得到该切点坐标, 即  
µBC−-fold =

(
αn−1βz

) 1
1−z ,

δBC−-fold =

β
(
αn−1βz

) 1
1−z

[
µz−1
0 −

(
αn−1βz

)−1
]
.

(22)

δ ⩽ δBC−-fold

由上述两临界线围成的区域为这类周期轨道稳

定存在的区域, 图中用彩色标出. 当  时,
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z = 1.5 α = 0.6 β = −3

µn,flip µn,BC− µn,BC+

图 5      ,   ,   , d 取值不同时的分岔图. 绿色水平虚线标识不连续边界, 蓝色、红色和粉红色竖直虚线分别

标识 flip分岔、BC–和 BC+边界碰撞分岔临界控制参数的解析值   ,   和  

z = 1.5 α = 0.6 β = −3

µn,flip

µn,BC− µn,BC+

Fig. 5. Bifurcation diagrams for different d when    ,     and    . The green dashed horizontal lines mark the dis-

continuous  border  of  the  map.  The  vertical  dashed-lines  of  blue,  red  and  magenta  colors  indicate  the  analytical  values    ,

  and    of the critical control parameters for the flip, BC– and BC+ border collision bifurcations, respectively.
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Ln−1R
[
µn,fold, µn,BC−

]
稳定的  周期轨道存在于区间 

内. 在此区间以外, 这类周期轨道被禁止, 系统转

变为混沌或者其他类型的周期运动.
 4   结　论

Ln−1R

µ-δ

Ln−1R 0 < z < 1

z > 1

z < 0

对于一类两分段不连续映像, 在任意映像参

数 z 和不连续间断 d 下解析求解了   周期模

式的稳定性条件和边界碰撞分岔条件, 确定了该类

周期窗口存在的控制参数范围. 当周期轨道失稳

时, 系统会进入混沌状态. 不连续性的出现导致了

边界碰撞分岔的发生, 常常使得稳定的周期轨道转

变为混沌状态或者另外一个稳定的周期状态. 在这

类转变点的附近, 常常伴随着吸引子共存现象. 此

外, 还发现控制参数从大变小时周期递增现象. 基

于稳定性和边界碰撞分岔条件, 得到  参数空间

相平面中  周期的相图 .  发现当  

时, 在相平面上可以观察到 BC–-flip余维-2分岔点

和 BC–-BC–余维-2分岔点; 当   时, 可观察到

BC–-flip余维-2分岔点和 BC–-BC–余维-2分岔点;

当  时, 可观察到 BC–-fold余维-2分岔点. 给

出了这三类余维-2分岔点的坐标通式. 此外, BC–-

flip余维-2分岔点和 BC–-BC–余维-2分岔点在某

些参数条件下会重合, 出现三相点. 三相点的存在

条件可以解析得到, 由映像函数左支斜率 a 唯一

确定.
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z = 3/2 α = 0.6 β = −3表 2       ,    和   时, 三种分岔

的临界控制参数

z = 3/2 α = 0.6

β = −3

Table 2.    Critical  control  parameters  for  three

kinds  of  bifurcations  when    ,      and

 .

d n µn,BC+ µ′
n,BC− µn,BC− µn,flip

0.002 1 — — — 0.08031

0.002 2 — — 0.11501 0.14214

–0.01 1 0.01 — — 0.0923

–0.01 2 0.00375 0.01617 0.08705 0.14664

–0.01 3 0.00184 0.00404 — —

–0.01 4 0.000993 0.001882 — —

–0.01 ··· ··· ··· ··· ···

–0.312 1 0.312 — — 0.39431

–0.312 2 0.117 — 0.25989

–0.312 3 0.05731 0.34237 0.36 0.38132

–0.312 4 0.03097 0.06682 — —

–0.312 5 0.01754 0.03273 — —

–0.312 ··· ··· ··· ··· ···

–10.5 3 1.92857 — — 2.25258

–10.5 4 1.04228 — — 1.85297

–10.5 5 0.59022 1.70563 — —

–10.5 6 0.34258 0.68604 — —

–10.5 7 0.2016 0.36408 — —

–10.5 ··· ··· ··· ··· ···
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图 6         相 平 面 中   周 期 的 分 岔 曲 线 ,  其 中 ,

 ,    ,    . 彩色区域为周期轨道稳定

区域, 其蓝色左边界为 fold分岔的临界线   , 其红色

右边界为碰撞分岔临界线   , 区间外为禁止区域

µ-δ
z = −0.6, α = 0.6 β = −3

Ln−1R

µn,fold µn,BC−

Fig. 6. Critical  bifurcation  curves  in  phase  space    ,

where      and    .  The  stable

  periodic orbits are permitted in the colored areas,

in  which  the  blue-lines  and  the  red-lines  mark  the  critical

curves     and     of the fold and border collision

bifurcations, respectively. Those orbits are prohibited out of

the colored regions.
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Abstract

The study of chaos is an important field in science and has achieved many significant results. In the earlier

days  of  the  field,  the  study  mainly  focused  on  the  systems  that  exhibit  smooth  behaviors  throughout.

Nonsmooth  systems,  by  contrast,  have  received  less  attention.  Nonsmooth  dynamical  systems  are  widely

encountered in practical  applications,  such as  impact oscillators,  relaxation oscillators,  switch circuits,  neuron

firing, epidemic models, and even economic models. They have become an active field of study in recent years.

The typical characteristics of those systems are the abrupt variation of dynamics following a slow evolution over

a longer period of time. Piecewise smooth maps are important models frequently used to describe the dynamics

of those systems. Among them, much attention is paid to a class of generally one dimensional piecewise linear

discontinuous mappings, as they are easy to handle and can display a rich variety of dynamical phenomena with
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[µ, µ+ δ] x = 0

Ln−1R

new characteristics.

　　Included in this work is a discontinuous two-piece mapping function. The left branch is a linear function

with  slope a,  and  the  right  branch  is  a  power  law  function  with  exponent  z.  There  exists  a  gap  limited  by
  at    , where μ is the control parameter and d is the width of the gap. Even though the dynamics

of  nonsmooth  and  continuous  mapping  have  been  extensively  studied  at  some  special  z  values,  their

discontinuous  counterparts  have  not  been  investigated  at  any  z  and  discontinuous  gap  d.  The  presence  of  a
discontinuity may induce border collision bifurcations. The interplay between these bifurcations associated with

stability analysis and the border collision bifurcations may produce complex dynamics with new characteristics.

Therefore, this work investigates the dynamics of those mappings in which periodic increments, periodic adding

and coexistence of attractors are observed. The border collision bifurcation often disrupts a stable periodic orbit,

causing it transition into either a chaotic state or a different periodic orbit. Near the critical parameters of this

bifurcation, a periodic orbit often coexists with a chaotic or another periodic attractor. A general approach is

proposed to analytically and numerically calculate the critical control parameters at which the border collision

bifurcations  happen,  which transform the  problem into  the  solution of  an algebraic  equation of  dimensionless

control  parameter μ/μ0,  where μ0  is  the  critical  control  parameter  when d = 0.  The solution can be obtained
analytically when z is a simple rational number or small integer, and numerically for an arbitrary real number.

In  this  way,  the  stability  condition  and  critical  control  parameters  for  the  periodic  orbit  of  type      are

analytically or numerically obtained under the arbitrary exponent z and discontinuous gap d. The results are in
accordance  with  the  numerical  simulations  very  well.  Based  on  the  stability  and  border  collision  bifurcation

analysis, the phase diagrams in the plane of two dimensional parameters μ−d are built for different ranges of z.
Their dynamical behaviors are discussed, and three types of co-dimension-2 bifurcations are observed, and the

general  expressions  for  the  coordinates  at  which  those  phenomena  occur  are  obtained  in  the  phase  plane.

Meanwhile, a specular tripe-point induced by merging of co-dimension-2 bifurcation points BC−-flip and BC−-BC−

is observed in the phase plane, and the condition for its existence is analytical obtained.
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