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浅海波导中的非线性声传播问题是声波在复杂海洋环境中传播的基本问题, 在水下非线性声场控制与

目标探测等领域具有重要意义. 针对波导中的非线性声传播问题建立了理论分析模型与数值计算方法, 研究

了非线性互作用过程中差频波束在波导界面发生反射的物理特性. 首先, 基于非线性波动方程的准线性理论,

通过引入高精度的非近轴近似方法, 利用镜像源方法对波导中的非线性声场进行分析, 提出了可以精确计算

大掠射角情况下非线性声场广角信息的理论模型. 研究了波导中多种因素对非线性声传播特性的影响. 研究

结果表明: 频率的提升会增强非线性波束的定向性能, 从而进一步提升其在波导中的抗干涉能力; 当声源靠

近波导界面时, 非线性波束在靠近该边界的一侧区域内出现旁瓣, 原本集中于声轴附近且均匀变化的波束能

量出现明显的间断现象; 声源掠射角会直接影响波束发生界面反射的先后次序, 并对声场的能量分布产生影

响; 波导界面通过影响非线性虚源的空间幅值和相位分布来决定最终的声场结构.
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 1   引　言

声学传感技术作为社会发展的重要科技驱动

力量, 已广泛应用于目标探测、通信等诸多领域 [1,2].

在低频、大功率成为水声工程发展主要趋势的今

天, 非线性效应引起了越来越多的重视. 与线性声

学相比, 非线性声学给海洋声学领域带来新现象和

新能力. 一方面, 声波由于非线性效应会发生波形

畸变并产生各阶谐波, 可以利用低频、穿透性强的

低频声波在指定区域远程产生高频谐波. 而传统线

性声学中高频声波衰减极快, 无法远程传播, 因此

利用非线性效应有望在海洋中实现远程产生高频

声波的技术. 另一方面, 利用传统线性方法产生低

频窄波束需要巨大的物理换能器阵列, 而基于非线

性效应的参量阵 (parametric array, PA)可以实现

小型化, 因此可以很方便地实现声学高分辨率探

测. 综合来看, 非线性声学解决的核心问题是: 利

用一个小型化的系统实现低频声波的定向发射与

高频声波的远程生成, 而这是一个线性声学框架下

无法解决的根本性矛盾.

参量阵产生的高指向性波束可以实现低频定

向声发射, 具有高空间分辨率、抗混响能力强等优

点 [3], 但其也有明显的缺点, 比如极低的能量转换

效率、对介质特性的敏感性较高等. 目前, 参量阵

技术已在空气声学中广泛应用于多种高级音频应

用 [4], 例如虚拟声源创建 [5]、立体声重现 [6]、声场再

现等 [7], 而水声参量阵技术的应用受到了很多限制,

例如海水介质中参量阵具有较长的吸收距离 [8],

非线性声场需要在较远距离处才能完成积累; 浅海
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环境中需要考虑波导界面对非线性声波的反射影

响. 目前水下参量阵的应用主要有海底剖面测量 [9]、

声学材料测量 [10] 等, 尚未有针对波导条件下定向

波束的精细化调控, 因此, 研究波导中的非线性声

传播问题具有重要意义.

自由场中针对非线性声场的建模技术已相当

成熟, 除了各种有限差分 [11]、有限元 [12] 等常规手段

外, 较为精确快捷的方法是在准线性解 [13] 的基础

上使用高斯波束展开 (Gaussian beam expansion,

GBE)技术 [14], 然而, 早期的 GBE方法存在以下问

题: 在声场远离声轴的广角位置处或者差频波频率

较低时, 采用近轴近似计算非线性虚源积分会导致

较大的误差, Cervenka与 Bednarik[15], Zhuang[16]

等相继对 GBE方法进行了改进, 对非线性声场的

虚源积分采用非近轴近似以计算相控 PA产生的

非线性声场, 但在计算高频声场时仍使用了近轴近

似, 这将使得高频声场的广角计算仍存在一定误

差, 并在计算非线性声场时出现误差累积 [17].

20世纪 80年代以来, 陆续有学者采用简正波

方法, 从模态域分析定向声源辐射非线性声场的垂

直和水平结构 [18–20]. 但相关研究将高频声波近似

为准直波束, 这使得该理论有频率限制条件, 而且

会忽略掉声源辐射的指向性波束特征, 从而具有较

大的局限性. 后来Muir等 [21] 研究了压力释放表面

对非线性相互作用过程的影响, 研究表明, 差频波

束在经过反射后会发生相位反转从而导致干涉效

应. 最近, Zhong等 [22] 研究了空气中差频波束的反

射问题, 但局限于单一界面情形.

随着水下声学应用的低频化, 准确获取广角非

线性声场信息在波导中 PA的相关应用中变得更

加重要. 以往的大多数研究都是在空气介质中开展

的, 鲜有考虑水介质尤其是海洋波导环境的特性.

本文针对波导中的非线性声传播问题建立了理

论分析模型与数值计算方法, 研究了非线性互作用

过程中差频波束发生界面反射的物理特性, 与之前

的工作 [23] 相比, 本文着重研究了不同声源频率、大

掠射角、不同声源深度情况下的非线性声传播特

性, 并深入地分析了内在影响机制. 所提出的模型

具有很好的广角信息精度, 从而可以准确地获取大

掠射角情况下非线性声场中差频波束的界面反射

特性, 为水下波导环境中的主动噪声控制、低频主

动探测等定向波束的精细化调控技术提供了理论

支撑.

 2   理论模型

本节将基于非线性声场的控制方程和准线性

近似理论, 利用镜像源方法分析波导中非线性声场

的构成, 进一步给出计算非线性声场的非近轴模型,

并引入一种改进的高斯波束展开系数求解方法.

 2.1    非线性声场控制方程和准线性近似
理论

从均匀介质中的Westervelt方程出发: 

∇2p− 1

c20

∂2p

∂t2
= −δ0

c40

∂3p

∂t3
− β

ρ0c40

∂2p2

∂t2
, (1)

p t c0

δ0

ω α

α(ω) = ω2δ0/(2c
3
0)

ρ0 β

β = 3.5

其中,   是声压;   是时间变量;   是小信号下的绝

热声速; 等号右边第一项表征流体热黏度;    是

耗散系数, 与频率  处的声衰减系数  有关, 关系

式为  . 等号右边第二项表征非线

性,    是环境流体密度 ,    是非线性参数 (水中

 ).

z

fi (i = 1, 2)

如图 1所示, 以 PA声源辐射面的几何中心为

原点建立空间直角坐标系 O-xyz, 声轴与  轴重合.

假设声源产生频率为  的高频波, 声源表

面的边界条件为 

vz(rs, t) =
∑
i=1,2

vi(rs) exp(−jωit), (2)

j vz

rs = (xs, ys, 0) vi(rs)

rs ωi = 2πfi

其中,   为虚数单位;   表示垂直于声源表面的振

速;   为 PA声源表面某点坐标;  

为点  处的振速;   是高频波的角频率.
 
 

场点

声源辐射面上某点
rs=(s, s, 0)






虚源点
rv=(v, v, v)

r=(, , )

声源
辐射
面

O

图 1　矩形 PA声源辐射声场示意图

Fig. 1. Sketch of  sound field  radiated by a  rectangular  PA

sound source.
 

根据准线性近似理论有 

∇2pi(rv) + k2i pi(rv) = 0, i = 1, 2, (3)
 

∇2pd(r) + k2dpd(r) = q(rv), (4)

ki = ωi/c0 + jαi kd其中,   是高频复波数;   是差频复
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pi(rv) pd(r)

q(rv) rv = (xv, yv, zv)

r = (x, y, z)

波数;   是高频声场解;   是非线性声场解;

 为非线性虚源的密度函数;   为

非线性虚源位置;   为空间场点位置.

(3)式的解可以表示为瑞利积分 (Rayleigh

integral, RI)[15]: 

pi(rv) = − jρ0ωi
2π

∫∫
S

vi(rs)
exp(jkids)

ds
dxsdys, (5)

ds S rs rv其中,   是声源表面  上点  到点  的距离.

由 PA辐射的差频声压可认为是由介质中的

无限非线性虚源产生声压的叠加 [16]: 

pd(r) = − jρ0ωd
4π

∫∫∫
V

q(rv)
exp(jkddv)

dv
drv, (6)

dv rv r ωd

= 2πfd

其中,   是非线性虚源点  到空间场点  的距离;  

 是差频波的角频率. 非线性虚源密度函数为 

q(rv) =
βω2

dp1(rv)p
∗
2(rv)

ρ0c40
. (7)

对于典型海洋环境而言, 判断非线性效应是否

显著, 主要看非线性效应能否在声波衰减之前有效

积累. 产生显著差频波有两个决定性条件: 1)高声

源级, 两个高频波的声压必须足够大, 只有当初始

声压振幅足够大, 非线性效应才会在传播初期就较

为明显; 2)合适的频率选择, 高频波频率应足够高,

以保证声波的非线性相互作用效应较强, 但又不能

太高, 否则高频波自身会因海水吸收而迅速衰减.

一般而言, 水声中通常选择几十到几百 kHz作为

高频波频率. 差频波频率通常较低 (几百 Hz到几

kHz), 频率参数可以根据实际需要进行合理选择.

 2.2    波导场中的镜像源方法

y

y = 0 y = D

D

y = H

θ > 0

如图 2所示的波导空间,   方向为波导深度方

向,   平面为波导的上界面,   平面是下界

面,    是波导总深度. PA声源 (图 2中蓝色矩形)

在深度  处. 假设声源向海底辐射声波 (掠射

角  ), 为简化分析, 根据入射角度和几何关系,

A B C
假设此时从声源到接收点之间经过界面反射共有

三条主声线  ,    和   (声源沿主波束轴方向辐射

的声线), 在仅考虑一次镜像过程时, 每条主声线都

分别关于上下两个界面存在两个像源, 因此共对

应 9个分量.

pi,sum(rv) pd,sum(r)高频声场  和非线性声场   分

别可以表示成: 

pi,sum(rv) = pAi (rv) + pAi,up(rv) + pAi,down(rv)

+ pBi (rv) + pBi,up(rv) + pBi,down(rv)

+ pCi (rv) + pCi,up(rv) + pCi,down(rv), (8)
 

pd,sum(r) = pAd (r) + pAd,up(r) + pAd,down(r)

+ pBd (r) + pBd,up(r) + pBd,down(r)

+ pCd (r) + pCd,up(r) + pCd,down(r), (9)

pAi (rv) pAd (r) A

pAi,up(rv) pAd,up(r) A

pAi,down(rv) pAd,down(r) A

B C

其中,   和  是主声线  对应的高频和差

频分量;   和  是主声线  关于上界面

的镜像源 (非线性虚源)对应的高频和差频分量;

 和  是主声线  关于下界面的镜

像源 (非线性虚源)对应的高频和差频分量, 主声

线  ,    同理. 另外, 非共线的波束由于存在相位

失配导致对应的非线性虚源密度较小, 因此将忽略

非共线高频波束之间的非线性相互作用 [22].

y = 0 ξ

(0, Y ξup, 0)

当波束在波导中倾斜入射并发生多次反射时,

每次反射都将会引入诸多分量, 根据几何关系可

知, 位于   平面之上的第   个镜像源的坐标为

 :
 

Y ξup =

{
− [(ξ − 1)D +H], ξ = 1, 3, 5 · · · ,

− (ξD −H), ξ = 2, 4, 6 · · · .
(10)

y = D ξ

(0, Y ξdown, 0)

同理, 位于  平面之下的第  个镜像源的

坐标为  :
 

Y ξdown =

{
(ξ + 1)D −H, ξ = 1, 3, 5 · · · ,

ξD +H, ξ = 2, 4, 6 · · · .
(11)

n δ

M

假设此时从声源到接收点之间经过界面反射

共有  条主声线, 对于   次镜像过程, 观测区域内

的高频 (差频)分量数  为 

M = (2δ + 1)n. (12)

每多考虑一次镜像过程, 相当于在总声场中多

计算了一次海面或海底的反射声线. 最终叠加合成

的声场便按一定规律交替满足波导的上下边界条

件. 因此, 声源位置、波导深度、声源掠射角和观测

 

PA

A

B

C







场点
(, , )

=





图 2    波导中声源倾斜入射声场示意图

Fig. 2. Sketch of the sound field of the inclined radiation of

the sound source in the waveguide.
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区域范围都将会决定波导中经过界面反射的主声

线数量, 并间接决定所需要计算的高频 (差频)分

量个数, 从而影响最终波导中非线性声场的分布.

值得注意的是, 镜像源方法能够严格适用的核

心条件是: 1)波导边界是理想几何形状, 界面必须

是无限大、绝对平行且平坦的平面. 只有满足该条

件, 反射波才与镜像源产生的波完全等效. 若界面

是弯曲、不平整或有限长度, 则会破坏镜像源的精

确性, 引入衍射效应. 2)波导边界是理想的声学边

界, 最常见的情况是上软下硬边界, 如海洋中的压

力释放海面和刚性海底. 此时, 镜像源的相位会交

替变化, 但该方法依然严格适用. 3)波导内介质均

匀, 波导内的声速和密度需要恒定不变. 如果介质

不均匀, 标准的镜像源法不再严格适用, 需要对其

进行修正.

 2.3    非近轴模型

yoz xv = xs = 0如图 3所示, 在  平面中,   , 

ds =

√
(xv − xs)

2
+ (yv − ys)

2
+ z2v .

在传统 GBE模型 [16] 中 , 通常对 (5)式采用近轴

近似: 

ds ≈ |zv|+
(xv − xs)

2
+ (yv − ys)

2

2 |zv|
. (13)

ds |zv| ds

z

即使用 (13)式代替 (5)式中分子上指数函数中的

 , 而使用   近似分母中的   . 这种近似将在偏

离  轴的位置处引入误差, 且误差随偏离程度增

加而增大, 因此导致声场的广角信息精度严重下降.

 
 

虚源点
(0, v, v)

s

s



v




声源上某点
(0, s, 0)

图 3　近轴近似与非近轴近似中的几何关系

Fig. 3. Geometric relationship between paraxial approxima-

tion and non-paraxial approximation.
 

本文对高频声场采取非近轴近似, 可以进一步

提升非线性声场的广角计算精度. 非近轴近似的形

式如下: 

ds =

√
(xv − xs)

2
+ (yv − ys)

2
+ (zv − zs)

2

≈ Rs +
(xv − xs)

2
+ (yv − ys)

2

2Rs
− x2v + y2v

2Rs
, (14)

Rs =
√
x2v + y2v + z2v其中,  .

ds Rs ds

即使用 (14)式代替 (5)式中分子上的指数函

数中的  , 而使用  近似分母中的  .

将矩形 PA声源表面振速表示为高斯函数展

开形式: 

vi(xs, ys) = Vi

N∑
m=1

Amexp(−Bmx2s /a2x)

×
N∑
n=1

Anexp(−Bny2s /a2y), (15)

Vi Am Bm An Bn

N

N = 10

其中,   是振幅;   ,   和  ,   是高斯波束

展开系数;   是高斯展开系数的数量. 要有效地拟

合矩形声源表面的振速分布, 一般   即可满

足要求 [24]. 由于高斯函数的非正交性, 高斯波束展

开系数一般通过非线性最优化方法得到, 但在优化

过程中往往会面临局部最优的情形, 因此本文将

在 2.4节中引入一种改进的高斯波束展开系数求

解方法 [25].

为简化计算引入下列无量纲变量:  

x̃s = xs/ax, ỹs = ys/ay, x̃v = xv/ax,

ỹv = yv/ay, z̃v,ψ,i = zv/Rψ,i,

R̃s,ψ,i = Rs/Rψ,i, Rψ,i = kia
2
ψ/2,

ψ = x, y; i = 1, 2.

(16)

将 (14)式—(16)式代入 (5)式, 可以得到如下形式: 

pi(rv) = Pi exp
{
jki
[
Rs −

x2v + y2v
2Rs

]}

×
N∑

mi=1

Ami√
jπR̃s,x,i

∫ ∞

−∞
exp

[
j(x̃v−x̃s)2

R̃s,x,i
−Bmi x̃s

2

]
dx̃s

×
N∑

ni=1

Ani√
jπR̃s,y,i

∫ ∞

−∞
exp

[
j(ỹv − ỹs)

2

R̃s,y,i
−Bni ỹs

2

]
dỹs,

(17)

Pi = ρ0c0Vi其中,   . 将指数积分转化为指数函数:  ∫ ∞

−∞
exp

[
j(x̃v − x̃s)

2

R̃s,x,i
−Bmi

x̃s
2

]
dx̃s =

√
jπR̃s,x,i√

1 + jR̃s,x,iBmi

exp

(
− Bmi x̃v

2

1 + jR̃s,x,iBmi

)
. (18)
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再引入高斯波束函数: 

G(X,Y, Z) =
1√

1 + jY Z
exp

(
−ZX2

1 + jY Z

)
,

Re[Z] > 0, Y ̸= 0, (19)

G(X,Y, Z)

X Y Z

ψ̃v R̃s,ψ,i Bm(n)i

其中, 高斯波束函数  的用途是为简化公

式表达, 在推导过程中, 函数自变量  ,   和  分

别取  ,   和  .

将 (18)式和 (19)式应用到 (17)式, 经过推导

可以得到非近轴近似下的高频声场解: 

pi(rv) = Pi exp
{
jki
[
Rs − (x2v + y2v )/(2Rs)

]}
×

N∑
mi=1

[
Ami

×G
(
x̃v, R̃s,x,i, Bmi

)]

×
N∑
ni=1

[
Ani

×G
(
ỹv, R̃s,y,i, Bni

)]
. (20)

当考虑波导的影响时, 对于每一个镜像源辐射

y = D

的声场, 都需要考虑其在镜像过程中满足的边界反

射条件. 以位于  平面之下的第一个镜像源为

例, 其形成的高频声场为 

pAi,down(rv) =

−jρ0ωi
2π

∫∫
S

[
Ri,down(ωi)vi

exp(jkidAi,down)
dAi,down

]
dS, (21)

Ri,down(ωi) Ri,down(ωi)

ωi dAi,down

其中,   为下界面的反射系数,  

与角频率  有关; 距离  为
 

dAi,down =√
(xv − xs)

2
+(yv − ys − Y 1

down)
2
+(zv−zs)2. (22)

(21)式以及 (8)式中的每一项都可以通过推

导得到类似于 (20)式的形式 ,  由此得到波导中

PA产生的高频声场的非近轴模型.

将 (20)式和 (7)式代入 (6)式, 经过推导可以

得到非近轴近似下的非线性声场解为 

 

pd(r) =
−βω2

dP1P2

4πρ0c40

∫∫∫
V

exp
{
jkd
[
Rs −

(
x2v + y2v

)
/ (2Rs)

]}ejkddv
dv

drv

×
N∑

m1=1, m2=1

Am1
G(x̃v, R̃s,x,1, Bm1

)
[
Am2

G(x̃v, R̃s,x,2, Bm2
)
]∗

×
N∑

n1=1, n2=1

An1G(ỹv, R̃s,y,1, Bn1)
[
An2G(ỹv, R̃s,y,2, Bn2)

]∗
. (23)

y = D当考虑波导的影响时, 以位于  平面之下

的第一个镜像非线性虚源为例, 其形成的非线性声

场为 

pAd,down(r)=
−jρ0ωd
4π

∫∫∫
V

Rd,down(ωd)qd
exp(jkddAv,down)

dAv,down
dV,

(24)

Rd,down(ωd) dAv, down其中,   为下界面的反射系数, 距离  为
 

dAv,down =

√
(x− xv)

2
+ (y − yv − Y 1

down)
2
+ (z − zv)

2
.

(25)

(24)式以及 (9)式中的每一项都可以通过推

导得到类似于 (23)式的形式 ,  由此得到波导中

PA产生的非线性声场的非近轴模型.

至此便建立起波导中非线性声场的非近轴模

型. 对比 (5)式和 (20)式 , 以及 (6)式和 (23)式 ,

可以看出高频声场表达式由二重积分化为了求和

的形式, 非线性声场的求解也由原先的五维积分简

化成三重积分, 这将为后续的非线性声场求解提供

便利. 该声场模型的计算量与传统 GBE方法相当,

并且由于打破了近轴近似的限制可以实现广角声

场的准确计算.  所提出的非近轴模型与传统的

GBE模型的适用范围是统一的: 1)该方法适用于

声源表面振速可以用一组高斯系数来拟合的情形,

例如, 振速均匀分布的声源. 当难以用高斯系数来

拟合声源振速时, 该方法的适用性下降. 2)在高频

情形下该方法有效且精确, 在低频时则需要进一步

调整并优化高斯波束展开系数以提高适用性.

 2.4    改进的高斯波束展开系数求解方法

x y

如图 1所示, 对于一般的二维矩形声源, 声源

振速分布函数在  轴和  轴方向均具有对称性, 正

如 (15)式中将二维振速函数表示成两个一维函数

的乘积, 这里仅对一维情况进行分析: 

v(η) =

N∑
n=1

An exp(−Bnη2), (26)

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 4 (2026)    041002

041002-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


An Bn η

J

其中,    和   是待求解的高斯波束展开系数,   

是归一化空间变量. 定义目标函数  为 

J(An, Bn, N) =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣v(η)−
N∑
n=1

An exp(−Bnη2)

∣∣∣∣∣
2

dη.

(27)

J An Bn J通过最小化目标函数  来求解  和  . 当 

最小时需满足: 

∂J

∂A∗
i

= 0, i = 1, 2, · · · , N, (28)

其中*表示复共轭, 并可推出: 

A = C−1D. (29)
 

A =

 A1

...
AN

 , C =

 C1,1 · · · C1,N

...
...

CN ,1 · · · CN,N

 ,

D =

 D1

...
DN

 ,

Ci,n =

∫ ∞

−∞
exp[−(B*

i +Bn)η
2]dη,

Di =

∫ ∞

−∞
v(η) exp(B*

i η
2)dη.

(30)

将 (29)式代入 (27)式得 

J(Bn, N) =

∫ ∞

−∞
|v(η)|2 dη −DTC−1D∗. (31)

Bn Bn此时, J 只与  和 N 有关. 对  进行如下构造: 

Bn = µ− jmε, (32)

µ > 0 m = n− (N + 1)/2

µ

µ µ

ε

ε

ε

其中,    ,    . 这里引入的参

数  称为高斯函数基函数的衰减参数, 控制主瓣和

旁瓣的误差大小,    若过小将导致旁瓣很大,    过

大将导致主瓣振荡.   为高斯函数基函数的频率参

数, 控制基函数的频率成分,   若过小将导致过渡

区域不陡峭, 而  过大将会导致拟合误差变大.

J(Bn, N) µ ε N

µ ε Bn An

至此  只与参数  ,   和  相关, 通过

二维搜索即可得到  和  , 进而可得到  和  .

 3   数值计算方法与验证

本节将对 2.2节和 2.3节中的镜像源方法和非

近轴模型进行分析验证. 然后对 2.4节中提出的改

进高斯波束展开系数求解方法进行验证, 并与传统

的非线性优化方法进行对比, 以验证所提出理论的

适用性.

 3.1    镜像源方法的验证

D = 100 m
为了验证镜像源方法的有效性, 利用所提出模

型计算  深的波导中声源直接产生的频

率为 200 Hz的线性声场, 并将 Bellhop[26] 声场软

件的计算结果作为对比. Bellhop通常用于海洋中

点声源声场的求解, 但可以提供一个*.sbp文件,

该文件中包含以“角度-振幅”来定义的波束模式,

即可完成“声源波束模式”的仿真. 具体步骤如下.

θ

θ ∈ [−π/2,π/2]

1)利用瑞利积分获得矩形声源辐射的线性声

场的指向性数据, 数据包含角度  和对应的振幅在

内的两个列向量, 其中角度  .

2) 创建一个*.sbp文件, 内容为步骤 1)中计

算的声源的指向性数据.

3) 修改 Bellhop的*.env环境文件, 在对应的

*.env文件中, 将 OPTIONS3(选项 3)的第三个字

母设置为“*”, 即可启用 Bellhop的“声源波束模式”

对矩形声源辐射声场进行求解 (注意: 环境*.env文

件和声源波束模式*.sbp文件的文件名应该相同).

c0 =

1 482 m/s ρ0 = 998 kg/m3

(0 m, 50 m, 0 m)

Lx = Ly = 0.214 m
x ∈ [−50 m, 50 m] y ∈ [0 m, 100 m] z ∈

[0 m, 100 m]

设置仿真参数如下:  海水介质声速  

 , 密度  , 声吸收衰减按经验

公式计算 [27]; 假设声源的坐标为   ,

声源表面振速均匀分布, 表面峰值声压为 100 kPa,

声源辐射面边长为  . 声场空间

计算范围:   ,   ,  

 ,  对于理想海洋波导 ,  波导上界面为

Dirichlet边界, 声反射系数为–1, 下界面为 Neu-

mann边界, 声反射系数为 1. 结果如图 4所示, 所

提出模型的结果与 Bellhop软件计算结果基本吻

合, 两者之间的误差可能来源于 Bellhop软件计算

声场时所采用的几何波束种类和数量.

需要注意的是, 一般无法直接利用 Bellhop软

件计算非线性声场, 因为 Bellhop基于线性声学,

它所依赖的线性波动方程无法用于求解非线性声

场并捕捉非线性效应, 也无法描述非线性虚源的积

累过程.

 3.2    镜像过程次数对计算精度的影响

根据 2.2节中的分析, 镜像过程次数也会对声

场计算准确性产生影响. 假设声源参数和声场观测

空间范围与 3.1节相同. 分别计算声源在波导中直
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接产生的频率为 200, 500和 1000 Hz的线性声场, 其

中镜像过程分别取 1次、2次和 3次, 得到声场轴

向 SPL分布和 50 m处的指向性, 结果如图 5所示.

随着频率的升高, 1次镜像过程计算结果的精

度提高. 当频率确定时, 定义 1次镜像过程和 2次

镜像过程的轴向 SPL的平均误差为“一级误差”,

2次镜像过程和 3次镜像过程的轴向 SPL的平均

误差为“二级误差”, 表 1给出了三种频率对应的具

体计算误差. 可以看出频率越高, 一级误差越小,

二级误差则越大, 因此随着频率的提高, 为了保证

计算精度需要增加镜像过程的次数.

 

表 1    计算误差
Table 1.    Calculation error.

频率 一级误差/dB 二级误差/dB

200 Hz 2.6 0.3

500 Hz 2.4 0.7

1 kHz 2.0 1.2

 3.3    非近轴方法的验证

2.3节中所提出的非近轴模型在非线性声场的

计算中采用严格的虚源积分, 并未进行任何额外近

似, 高频声场的计算精度将直接影响最终非线性声

场的计算精度, 因此这里针对高频声场进行研究.
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图 4    声场计算结果　(a) 所提出模型; (b) Bellhop软件

Fig. 4. Sound field calculation results: (a) Proposed model; (b) Bellhop software.
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图 5    声场轴向 SPL和指向性　(a) 200 Hz轴向 SPL; (b) 200 Hz指向性 ; (c) 500 Hz轴向 SPL; (d) 500 Hz指向性 ; (e) 1 kHz轴

向 SPL; (f) 1 kHz指向性

Fig. 5. Axial SPL and directivity of the sound field: (a) Axial SPL at 200 Hz; (b) directivity at 200 Hz; (c) axial SPL at 500 Hz;

(d) directivity at 500 Hz; (e) axial SPL at 1 kHz; (f) directivity at 1 kHz.
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fc = 30 kHz

z ∈ [0 m, 10 m] φ ∈ [−60◦, 60◦]

将瑞利积分模型 ((5)式)得到的结果作为精确解,

传统 GBE模型 [16] 作为对比来说明所提出非近轴

模型的适用性. 其中, 介质参数与 3.1节中一致, 高

频中心频率为  , 声场的计算范围: 轴向

范围  , 角度范围  .

∆SPL = |20 lg(|p′|/|p|)|

仿真中通过逐步缩小声源表面的积分步长得

到 RI积分数值解, 当声压级 (sound pressure level,

SPL)误差小于 0.1 dB时认为结果收敛. 计算声轴

方向的 SPL、距离声源 10 m处的指向性以及它们

和精确解之间的误差, 结果如图 6所示. 其中, SPL

误差定义为  .

如图 6(a)和图 6(c)所示, 通过 2.3节中的分

析, 非近轴模型和传统 GBE模型在声轴上的计算

结果是一致的,  随着从 Fresnel区逐渐过渡到

Fraunhofer区, 二者与精确解的误差也快速收敛.

在图 6(b)和图 6(d)中, 由非近轴模型计算得到的

指向性与 RI精确解在±25°范围内的平均误差为

0.3 dB, 最大误差仅为 2.5 dB, 并且在更大离轴角

度上也基本一致; 而传统 GBE模型的结果在±15°

以内的平均误差为 0.7 dB, 最大误差达到了 6.1 dB,

且随着离轴角度的增大误差也逐渐变大. 由此可

见,  传统 GBE模型只适用于近轴区域 (通常指

±15°)的高频声场计算, 而非近轴模型适用于广角

高频声场的计算.

 3.4    改进高斯波束展开系数求解方法的
验证

如图 1所示, 假设 PA声源参数同 3.1节, 分

别采用 2.4节中的改进方法和传统的非线性优化

方法对声源振速函数进行高斯波束展开.

J

由改进方法得到的高斯波束展开系数以及目

标函数  在参数空间的分布分别如表 2和图 7

所示.
  

表 2    振速分解复系数
Table 2.    Complex  coefficients  of  vibration  velocity  de-

composition.

i编号 Ami = Ani Bmi = Bni

1 –0.201–0.056j 2.939+24.245j

2 0.033–0.515j 2.939+18.857j

3 0.883–0.386j 2.939+13.469j

4 1.465+1.077j 2.939+8.082j

5 –1.665+3.884j 2.939+2.694j

6 –1.665–3.884j 2.939–2.694j

7 1.465–1.077j 2.939–8.082j

8 0.883+0.386j 2.939–13.469j

9 0.333+0.515j 2.939–18.857j

10 –0.201+0.056j 2.939–24.245j
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图 6    声场计算结果与误差　(a) 轴向 SPL; (b) 指向性; (c) 轴向误差; (d) 指向性误差

Fig. 6. Sound field calculation results and errors: (a) Axial SPL; (b) directivity; (c) axial error; (d) directivity error.
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两种方法对实际声源振速的拟合结果如

图 8(a)和图 8(b)所示, 改进方法对声源振速实部

的拟合效果与传统非线性优化方法相比, 旁瓣更加

平缓, 而对虚部的拟合前者更加贴近实际振速. 由

两种方法得到高斯波束展开系数后, 结合所提出的

非近轴模型分别仿真得到距离声源 10 m处的指向

性以及它们和精确解之间的误差, 结果如图 8所

示, 改进方法对指向性旁瓣的预测精度明显优于传

统非线性优化方法, 有效地降低了广角位置处的预

测误差, 故后续仿真均采用改进方法.

 4   数值仿真结果与分析

本节将利用所提出的模型研究不同声波频率、

声源深度和声源掠射角条件下波导中非线性声传

播的特性, 并分析其内在物理机制.

 4.1    不同声波频率条件下非线性声传播
特性

fd

fc = 30 kHz

f1 = fc + fd/2 f2 = fc − fd/2

首先研究声波频率对波导中非线性声传播特

性的影响. 设置仿真参数如下: 声源、环境参数和

声场观测空间与 3.1节中一致, 根据波导深度和海

洋非线性声学领域所关注的低频频段 [28,29], 按照

1/3倍频程选择差频频率   分别为 200, 250, 400

和 500 Hz, 高频中心频率为  , 两列高频

波频率分别为  和  .

fc

需要说明的是, 对于本节设置的频率参数, 高

频声波 (以中心频率  为例) 和差频声波的自由场

轴向 SPL分布如图 9所示. 可见在 100 m距离内,

高频声波由于声吸收和波扩展引起的声衰减约为

40 dB, 基本符合球面波衰减规律 ;  差频波轴向

SPL随着差频频率的提升而增加, 并且随距离呈
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图 7    目标函数在参数空间的分布

Fig. 7. Distribution of objective function in parameter space.

 

0 0.2 0.4
-3

0

3

/m

(b)

Im
a
g
[

(
)]
/
(1

0
-

3
 m
Ss

-
1
)

实际振速分布
非线性优化方法
改进方法

5

10

15

(d)

0

20

0 30 60

/(O)

D
S
P
L
/
(d

B
Sm

P
a

-
1
)

非线性优化方法
改进方法

0 0.2

/m
0.4

(a)
0.08

0.04

R
e
a
l[

(

)]
/
(m
Ss

-
1
)

0

实际振速分布
非线性优化方法
改进方法

0 30 60
-60

-40

-20

(c)

0

/(O)

归
一
化

S
P
L
/
(d

B
Sm

P
a

-
1
)

RI

非线性优化方法
改进方法

图 8    拟合效果对比　(a) 实部拟合效果; (b) 虚部拟合效果; (c) 指向性; (d) 指向性误差

Fig. 8. Comparison of fitting effect: (a) Fitting effect of real part; (b) fitting effect of imaginary part; (c) directivity; (d) directivity error.
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现先增后减的趋势, 本质上是产生差频波的非线性

效应与高频波声衰减效应之间相互竞争的结果. 对

于所研究的频率组合, 差频波均在声场观测空间内

得到了有效积累.

下面利用所提出的模型仿真不同频率下波导

中的非线性声场分布, 并将声源直接产生的线性低

频声场作为对比, 同时计算了在波导中距离声源

50 m处的声指向性, 结果如图 10所示.

声源直接产生的低频线性声波在波导中会随

频率呈现不同强度的干涉现象. 如图 10(i)所示,

线性声场指向性的不均匀性会随着频率升高而变

大. 而声源由于非线性效应产生的非线性波束则不

同, 随着频率升高, 波束的能量更加集中于声轴附

近, 这使得其定向性能和抗干涉能力得到提升. 如

图 10(j)所示, 虽然波导界面同样会使得非线性声

场产生干涉现象, 并在非线性波束的广角位置处引

入旁瓣, 但由于非线性波束的抗干涉能力, 其指向

性随频率提升而更加尖锐.
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Fig. 9. Distribution of axial SPL.
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图 10    频率对声传播特性的影响　(a) 200 Hz线性场 SPL; (b) 250 Hz线性场 SPL; (c) 400 Hz线性场 SPL; (d) 500 Hz线性场

SPL; (e) 200 Hz非线性场 SPL; (f) 250 Hz非线性场 SPL; (g) 400 Hz非线性场 SPL; (h) 500 Hz非线性场 SPL; (i) 线性场指向性 ;

(j) 非线性场指向性

Fig. 10. The  influence  of  frequency  on  sound propagation  characteristics:  (a)  Linear  field  SPL at  200 Hz;  (b)  linear  field  SPL at

250 Hz; (c) linear field SPL at 400 Hz; (d) linear field SPL at 500 Hz; (e) nonlinear field SPL at 200 Hz; (f) nonlinear field SPL at

250 Hz; (g) nonlinear field SPL at 400 Hz; (h) nonlinear field SPL at 500 Hz; (i) linear field directivity; (j) nonlinear field directivity.
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 4.2    不同声源深度条件下非线性声传播
特性

非线性波束因尖锐的指向性而具有抗干涉能

力, 为进一步研究波导界面反射带来的影响, 将

PA声源放置在 20 m和 80 m两个不同深度, 研究

其分别靠近波导上界面和下界面时非线性声场的

分布特性, 并将自由场结果作为对比, 结果如图 11

所示. 可以发现当声源靠近波导界面时, 图 11(b)

和图 11(d)中的非线性波束将显著地受到界面的

影响, 波束在靠近该界面的一侧区域内出现旁瓣,

原本集中于声轴附近且均匀变化的波束能量出现

明显的间断现象 (图中黑色圆圈标记处). 而这种反

射也会在声轴上带来声压的振荡.

 4.3    不同声源掠射角条件下非线性声传播
特性

θ = 60◦

θ = −60◦

(0 m, 60 m,−10 m) x ∈
[−50 m, 50 m] y ∈ [0 m, 100 m] z ∈ [−20 m, 100 m]

最后研究声源掠射角对波导中非线性声传播

特性的影响. 假设声源分别向海底 (掠射角  )、

海面 (掠射角   )倾斜入射, PA声源的坐

标为  , 声场观测空间范围:   

 ,   ,   ,

其余参数与 3.2节中一致.

声源分别向海底、海面掠射的声场结果如图 12

和图 13所示. 为详细分析上下界面对非线性声传

播特性的影响, 在图 12和图 13中依次展示了自由

场、仅有上界面、仅有下界面和两界面同时存在时

(即波导情形)非线性声场的分布.

与图 12(a)和图 13(a)中的自由场相比, 图 12(d)

和图 13(d)中非线性声场显然会因为界面反射而

产生明显的干涉效应. 另外, 由于掠射角的不同,

将会直接影响到主波束与界面相互作用的先后次

序, 这将产生不同的物理特性: 若波束首先与下界

面 (硬界面)作用, 声源直接辐射的高频声波互作

用产生的非线性波束经界面反射后, 其相位和被界

面反射的高频波互作用产生的非线性波束符号相

同, 反射波束的能量会干涉增强, 因此可以在图 12(b)

和图 12(d)中明显地观察到经下界面反射的波束,

并且入射和反射波束的能量均较强, 且集中在入射

轴线和反射轴线上; 而对于向海面 (软界面)掠射

的波束, 声源直接辐射的高频声波互作用产生的非

线性波束经界面反射后, 相位符号改变, 而被界面

反射的高频声波互作用产生的差频波相位符号不

变, 反射波束的能量会干涉减弱, 因此在图 13(b)

和图 13(d)中可以观察到经过上界面反射后的波
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图 11    声源深度对声传播特性的影响　(a) PA位于 20 m深, 自由场; (b) PA位于 20 m深, 波导场; (c) PA位于 80 m深, 自由场;

(d) PA位于 80 m深, 波导场; (e) 20 m深度处的轴向 SPL; (f) 80 m深度处的轴向 SPL

Fig. 11. The influence of source depth on sound propagation characteristics: (a) PA at 20 m depth, free field; (b) PA at 20 m depth,

waveguide field; (c) PA at 80 m depth, free field; (d) PA at 80 m depth, waveguide field; (e) axial SPL at 20 m depth; (f) axial SPL

at 80 m depth.
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束能量较弱, 反射波束的能量不再集中于反射轴线

上, 而是呈现扩散的趋势.

为了体现界面反射对于线性声场和非线性声

场影响的差别, 仿真计算了在仅有下界面、仅有上

界面时, 声源直接产生的 200 Hz线性低频声波向

界面掠射的声场结果, 并将相对应的自由场声场分

布作为参考, 结果如图 14所示.

通过与图 12、图 13中结果对比可以发现, 与

非线性声场不同, 界面对线性声场的影响比较简

单. 声源直接辐射产生的低频线性声场无法观察到

明显的波束特征, 也并不存在像非线性声场那样的

干涉增强或减弱现象, 声场仅存在干涉引起的明暗

相间的条纹.

 4.4    波导界面对非线性声传播特性影响的
内在机理

声源深度和掠射角从本质上可以归为声源空

间几何位置这一因素, 为了深入地研究波导界面对

非线性声传播特性产生影响的内在机制, 从决定非

线性声场分布的关键因素, 即非线性虚源密度函数
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图 12    掠射角为 60°时的非线性声场分布　(a) 自由场; (b) 仅有下界面; (c) 仅有上界面; (d) 波导场

Fig. 12. Distribution of nonlinear sound field when oblique angle is 60°: (a) Free field; (b) only the bottom boundary; (c) only the

top boundary; (d) waveguide field.
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图 13    掠射角为–60°时的非线性声场分布　(a) 自由场; (b) 仅有上界面; (c) 仅有下界面; (d) 波导场

Fig. 13. Distribution of nonlinear sound field when oblique angle is –60°: (a) Free field; (b) only the top boundary; (c) only the bot-

tom boundary; (d) waveguide field.
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图 14    线性低频声波向界面掠射的声场分布　(a) 自由场 , 掠射角为 60°; (b) 仅有下界面 , 掠射角为 60°; (c) 自由场 , 掠射角

为–60°; (d) 仅有上界面, 掠射角为–60°

Fig. 14. Sound field distribution of linear low-frequency acoustic wave grazing on the boundary: (a) Free field, oblique angle is 60°;

(b) only the bottom boundary, oblique angle is 60°; (c) free field, oblique angle is –60°; (d) only the top boundary, oblique angle

is –60°.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 4 (2026)    041002

041002-12

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


 

0

50

100
10040-20

/m


/
m

1

0

-1

P
h
a
se
/
p

(b)0

50

100
10040-20

/m


/
m

(a)

0

50

100
10040-20

/m


/
m

120

60

0

S
P
L
/
(d
B
Sm
P
a
-
1
)

(d)0

50

100
10040-20

/m


/
m

(c)

图 15    被积函数的相位和幅值 (掠射角为 60°)　(a) 自由场相位; (b) 波导场相位; (c) 自由场 SPL; (d) 波导场 SPL

Fig. 15. Phase and amplitude of the integrand function (oblique angle is 60°): (a) Phase of free field; (b) phase of waveguide field;

(c) SPL of free field; (d) SPL of waveguide field.
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图 16    被积函数的相位和幅值 (掠射角为–60°)　(a) 自由场相位; (b) 波导场相位; (c) 自由场 SPL; (d) 波导场 SPL

Fig. 16. Phase and amplitude of the integrand function (oblique angle is –60°): (a) Phase of free field; (b) phase of waveguide field;

(c) SPL of free field; (d) SPL of waveguide field.
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(0 m, 100 m, 13 m)

(0 m, 0 m, 25 m)

着手考虑, 并对 (6)式中被积函数的幅度和相位分

布进行了仿真, 将自由场结果作为对比, 结果如

图 15和图 16所示. 其中, 仿真参数同 4.3节, 声源

掠射角为±60°时选取的观察点分别是差频波束的

首次反射点, 它们的坐标分别为  

和  .

图 15(a)和图 16(a)中被积函数的相位在“声

源中心-观察点”连线附近区域是稳定的, 而在该区

域外将呈现均匀的振荡现象, 图 15(c)和图 16(c)

中被积函数的幅值在声源中心与观察点处所占权

重更大, 这反映出“声源中心-观察点”连线附近区

域是非线性虚源积累的重要区域, 该区域内的任何

细微变化都会对最终非线性声场的分布产生较大

影响. 图 15(b)和图 16(b)中波导界面的反射破坏

了相位在连线附近区域乃至整个区域的均匀性;

图 15(d)和图 16(d)中由于界面的存在可以直接观

察到“虚源波束”的反射, 因此从相位和幅值两方面

都体现出波导界面将会改变观测区域内非线性虚

源的累积过程, 从而对非线性声场的最终分布产生

深刻影响.

 5   结　论

本文针对波导中非线性声传播问题建立了理

论分析模型与数值计算方法, 研究了非线性声波发

生界面声反射的特性. 得到的具体结论如下.

1)频率的提升会增强非线性波束的定向性能,

从而进一步提升其在波导中的抗干涉能力, 非线性

波束的指向性随着频率升高而更加尖锐.

2)当声源靠近波导界面时, 波束在靠近该界

面的一侧区域内出现旁瓣, 原本集中于声轴附近且

均匀变化的波束能量出现明显的间断现象.

3)声源倾斜入射时不同的掠射角将会直接影

响到波束与界面相互作用的先后次序, 并影响声场

的能量分布. 波导界面通过影响非线性虚源的空间

幅值和相位分布来决定最终的声场结构.

本文所建立的理论模型考虑了实际声源辐射

衍射波束的特性和声场广角信息精度, 有助于揭示

大掠射角情况下非线性互作用过程中差频波束在

波导界面反射作用下的传播规律. 本文在建立模型

时使用了理想的边界条件, 但真实的海洋波导界面

会更加复杂. 当考虑阻抗界面时, 声反射系数将与

频率、声源、入射角和边界阻抗等多种因素有关, 每

个镜像源的强度不再是原始声源的简单复制, 而是

需要乘以一个累积的反射系数的乘积. 每次反射都

会使镜像源的强度减弱, 并引入相位偏移. 此外, 本

文所使用的镜像源方法通常用于解决静态光滑界

面的声反射和传播问题. 对于动态界面的情形, 以

海洋波导环境为例, 当界面经历深度方向的运动或

位移时, 镜像源由于多普勒效应而发生频移, 从而

改变观察到的频率. 未来我们将考虑使用改进的镜

像源方法 [30] 进行声场建模; 对于界面非光滑的情

形, 比如起伏的海面或不平整的海底, 从严格意义

上来说镜像源方法不再适用, 因为声波被粗糙界面

反射后, 入射声线和反射声线之间的关系不再是一

一对应的. 未来我们将考虑利用小斜率近似方法 [31]

建立粗糙界面的声散射模型, 并引入与粗糙界面相

关的平均反射系数, 然后结合镜像源方法对粗糙界

面影响下的非线性声传播特性开展研究, 并通过与

有限差分方法 [32] 进行对比, 分析界面平整性偏差

对镜像源方法适用性的影响, 并给出界面平整性的

量化判断标准.
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Abstract

The  nonlinear  acoustic  propagation  in  shallow-water  waveguides  is  a  fundamental  problem  in  the

propagation of sound waves in complex marine environments. It is of significant importance for applications in

fields  such  as  underwater  nonlinear  sound  field  regulation  and  target  detection.  In  this  study,  a  theoretical

model and a numerical method are established to investigate nonlinear sound propagation in waveguides. The

physical characteristics of the reflection of difference-frequency beams at the waveguide boundaries in nonlinear

interaction processes are examined. Based on the quasi-linear theory of nonlinear wave equation, a theoretical

model capable of accurately computing wide-angle sound field information at large grazing angles is developed

by  introducing  a  high-precision  non-paraxial  approximation  approach  and  using  the  image  source  method  to

analyze the nonlinear sound field in the waveguide.  The effects of  frequency (200—500 Hz),  source depth (20
and  80  m),  and  grazing  angle  (±60°)  on  nonlinear  sound  propagation  are  studied,  and  their  underlying

mechanisms  are  analyzed.  The  results  indicate  that  increasing  the  frequency  can  improve  the  orientation

performance of  the nonlinear beam, thereby enhancing its  interference resistance in the waveguide.  When the

sound source  is  near  a  waveguide  boundary,  the  nonlinear  beam develops  side  lobes  in  the  area  close  to  this
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boundary.  The  beam  energy,  which  was  originally  concentrated  near  the  sound  axis  and  varied  uniformly,

exhibits obvious discontinuity, and the sound pressure distribution along the sound axis shows fluctuations. The

grazing  angle  of  the  source  directly  affects  the  sequence  of  boundary  reflections,  which  in  turn  changes  the

sound  energy  distribution  and  leads  to  enhanced  or  weakened  interference  effects.  Waveguide  boundaries

influence  the  spatial  amplitude  distribution  and  phase  distribution  of  the  nonlinear  virtual  source,  thereby

modifying  the  spatial  accumulation  process  and  significantly  affecting  the  final  sound  field  distribution.  The

model developed in this work takes into account the diffraction characteristics of beams emitted by real sources

and  ensures  accuracy  in  wide-angle  sound  field  modeling.  It  helps  reveal  the  propagation  laws  of  difference-

frequency beams under waveguide boundary reflection during the nonlinear interaction at large grazing angles,

and provides theoretical support for fine regulation technologies of directional beams such as active noise control

and low-frequency active detection in underwater waveguide environments.

Keywords: shallow-water  waveguide,  nonlinear  acoustic  propagation,  difference-frequency  beam,  nonlinear
acoustics
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