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为澄清铜氧化物高温超导材料具有不同超导转变温度的原因以及自旋条纹序和超导电性之间的关系,

基于铜基二轨道哈伯德模型, 采用大尺度无偏差的约束路径量子蒙特卡罗方法研究了  的  轨道对 

和   两类典型的铜基超导体中的超导电性和自旋条纹序的影响. 首先, 研究不同类型的铜基超导材料的

轨道能级差的差异. 数值结果显示, 相比于   超导材料,   超导材料中的 d波超导电子配对对称性的

配对关联函数和有效配对关联函数的强度表现出更为显著的优势, 表明   超导材料的超导转变温度高

于   超导材料的超导转变温度的原因与   的   轨道的作用有关. 其次, 考察   和   两类

超导材料中自旋条纹序的形成情况. 数值模拟结果显示,   体系的自旋条纹序呈现出相对较长的单个畴

区, 而   体系的自旋条纹序呈现出周期性且具有多个畴区, 表明   体系存在局域有序的自旋条纹序,

 体系存在非局域长程有序的自旋条纹序. 更为重要的是,   超导材料中 d波超导电子配对对称性

的配对关联函数和有效配对关联函数在长程序上表现出明显的优势, 这说明长程有序的自旋条纹序有利于

提高材料的超导电性, 即自旋条纹序和超导电性存在协同效应.
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 1   引　言

铜氧化物高温超导体作为最典型的非常规超

导体, 理解其超导机理一直是凝聚态物理学的重

要研究课题 [1–4]. 其重要性在于, 不同于利用 Bar-

deen-Cooper-Schrieffer (BSC)理论 [5,6] 解释常规超

导体的超导机制为各向同性的 s波超导电子配对

对称性 [6], 当前最大的共识是铜基超导体的电子配

对对称性为各向异性的 d波超导电子配对对称性 [7,8].

在理解铜氧化物高温超导体超导电性的过程中, 普

遍认同的观点是铜氧化物高温超导材料具有与钙

钛矿晶体相似的结构, 该结构通常是扭曲的氧缺失

CuO2
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CuO2

Cu2+ Cu2+

d9

dx2−y2 d3z2−r2

eg dxy, dxz, dyz t2g
Cu

d3z2−r2 Cu dx2−y2

Cu2+

Cu

dx2−y2 Cu

的多层结构, 导电性主要发生在   平面层, 因

此, 准二维的  平面层被认为是铜基材料表现

出超导电性的关键 [9]. 为了对铜基材料的超导电性

有更清楚的认识, 先前的研究工作分析了  平

面中  的外层电子排布, 发现  的外层电子

构型为  填充, 在八面体配合体晶体场的作用下

5条 d轨道发生劈裂, 形成由   和   组

成的  轨道以及  组成的  轨道, 进一

步地, 姜-泰勒效应或顶点氧原子的缺失使得  的

 轨道能量低于  的  轨道能量 [10]. 正

是由于  的外层电子呈现这样的轨道排布, 早

期的理论研究采用单轨道哈伯德模型 [11–14](由  

的  构成)以及三轨道哈伯德模型 [15–18](由 
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dx2−y2 O px py的  轨道和  的  和  轨道构成)成功解释

了实验上观测到铜氧化物高温超导体的超导电子

配对对称性为 d波超导电子配对对称性的结果 [7,8].

La2−x(Sr/Ba)xCuO4

Tc ≈ 40 K HgBa2CuO4+δ

Tc ≈ 90 K
δ ≈ 0.12 Tc ≈

100 K

Emery Vitali
∆ = εp−

εd LSCO
∆ = 4.4 eV HBCO ∆ = 1.9 eV

HBCO LSCO

虽然人们已经很清楚地知晓铜氧化物高温超

导体的超导电子配对形式为 d波配对对称性, 但是

不同类型的铜基超导体的超导特性差异很大, 其中

典型的  (L(S/B)CO)[19,20] 的超

导转变温度  ,  而   (HBCO)

的超导转变温度  
[21], 甚至调节合适的氧

占比  , 该系统的超导转变温度可接近 

 
[22]. 目前, 不同类型的铜氧化物高温超导体

为何具有不同的超导转变温度仍是一个广泛争论

的问题. 近期, 基于描述铜基超导体基态物理性质

的  模型, 即所谓的三轨道哈伯德模型,  

等 [17] 指出铜轨道和氧轨道间的在位能量差 

 的大小对应不同类型的铜基超导体, 例如  的

能量差  , 而  的能级差  .

值得注意的是, 他们利用约束路径量子蒙特卡罗方

法模拟的数值结果显示, 随着铜轨道和氧轨道能量

差的减小, d波超导电子配对对称性对应的配对关

联函数的数值逐渐增大, 这确实可以帮助解释为何

 的超导转变温度高于   的超导转变温

度. 然而, 进一步观察 d波超导电子配对对称性的

配对关联函数的变化情况, 发现其长程部分表现出

随模拟晶格尺寸增大而急剧减小的行为, 可以预

见, 在热力学极限下 d波超导电子配对对称性很难

存活. 此结果也说明从铜基三轨道模型难以准确捕

获铜氧化物高温超导材料的准确物理信息.

Ba2CuO4−y

Ba2CuO3+δ

Ba2CuO3+δ

Tc ≈ 73 K La2−xSrxCu4
30 K
X X

μ

CuO6

在解决铜氧化物高温超导材料具有不同超导

转变温度的问题上, 近些年来实验上取得了重要的

新进展, Li等 [23] 报道了在极高压与高温条件下合

成的铜氧化物  (Ba214, 或者等效地记

为  )材料表现出独特的性质. 其一, 高

压合成的  材料的超导转变温度达到

 , 比典型的铜氧化物  材料的

超导转变温度高出约  ; 其二, 该材料在磁化

率、比热、中子散射、   射线散射、   射线吸收谱、

 自旋旋转以及共振非弹性散射等实验上测出的

结果表现出一系列的异常性质, 使其展现出一系列

与传统铜氧化物高温超导材料迥然不同的特征 [23,24].

这些特征主要表现为: 1)顶点氧键长显著缩短 ;

2)局域  八面体呈现独特的压缩构型; 3)超导

电性发生在极高空穴掺杂位置. 这些显著特征表明

Ba2CuO3+δ La2−xSrxCu4
B2+ CuO6

Oδ

Cu d3z2−r3 dx2−y2

Cu d3z2−r2 dx2−y2

Cu d3z2−r2

Cu d3z2−r2

Cu d3z2−r2

La2CuO4 HgBa2CaCu2O6

Tc

La2CuO4
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d3z2−r2

d3z2−r2

Cu d3z2−r2

 的原子结构虽然与   类似 ,

但由于  离子半径过大, 使得  八面体压缩

导致晶格参数呈现显著差异. 其主要原因在于顶点

氧的键长显著缩短, 使得额外的  原子进入平面

氧点位, 使得  的  轨道能级上移至 

轨道之上, 从而引发  的  和  轨道能

级发生反转. 上述结果毫无争议地说明  的 

轨道在影响材料的超导特性方面扮演着关键作用.

受此工作的启发, 在理解铜氧化物高温超导材料的

特性时是否也应考虑  的  轨道的影响. 我

们注意到早期的理论工作指出过  的   轨

道的重要性. Sakakibara等 [25] 利用第一性原理计

算对比了  ,    等八种不同类

型的铜氧化物高温超导材料的能带结构. 第一性原

理计算结果表明, 铜基超导体的超导转变温度  

和费米面的翘曲程度存在密切关联. 对于超导转变

温度较低的  超导材料, 费米面翘曲程度明

显小于超导转变温度较高的  超导材

料的费米面翘曲程度. 细致分析能带结构发现, 导

致上述情况的原因在于  轨道在费米面附近

的贡献权重不同,    轨道贡献越小费米面翘

曲程度越严重. 该理论充分说明了  的  轨

道在理解铜氧化物高温超导材料的物性中具有关

键作用.

Tc

为了对铜基超导材料有更全面的认识, 除了要

理解不同类型的铜基材料为何具有不同的超导转

变温度, 还要理解这类材料中呈现出的各个物相与

超导电性之间具有何种关系. 原因在于非常规类超

导体一个典型的共同特征是都具有电子-电子关联

效应所导致的丰富且复杂的物理相图. 对于铜氧化

物高温超导材料而言, 其相图独特之处为在欠掺杂

区域超导转变温度  之上存在赝能隙区域 [26,27].

X射线散射、核磁共振谱学、扫描隧道显微镜、角

分辨光电子能谱和输运测试等实验数据都表明, 赝

能隙区域除具有向超导区域演化的趋势之外, 同时

伴随着形成其他各种有序相的趋势, 这些有序相包

含电荷密度波序 [28,29]、自旋密度波序 [30]、配对密度

波序 [31,32] 以及向列序态等新奇的关联态 [33–35]. 自

然地, 在赝能隙区间向超导演化的过程中, 这些有

序态和超导态之间必然存在密切关联. 这些有序态

中条纹序是一种特殊的电子基态, 其特征在于电荷

有序和磁有序的耦合共存, 并且其波矢受到特定的
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t-J

约束 [29]. 这意味着条纹序同时携带自旋和电荷调

制, 可以预见其对材料的超导电性具有重要的影

响. 目前多数的欠掺杂铜氧化物高温超导材料都普

遍观测到稳定的电荷条纹序, 但在各类铜氧化物高

温超导材料中自旋条纹序至少在静态长程有序的

形式下未出现, 因此自旋条纹序是否以短程和涨落

的形式存在还是一个有争议的话题. 铜氧化物高温

超导材料中自旋条纹序涨落的实验证据主要集中

在普遍观测到的“沙漏型”磁激发谱 [36]. 理论方面

基于强关联标准模型 (Hubbard模型或   模型),

平均场理论 [37,38]、密度重整化群理论 [39,40]、张量网

络 [41]、量子蒙特卡罗方法 [42–45] 都预言了自旋条纹

序的存在, 然而这些工作都主要集中讨论自旋条纹

序的起源以及演化过程, 而没有过多地重视自旋条

纹序与超导电性之间的关系.

LSCO HBCO

Cu d3z2−r2

LSCO HBCO

HBCO

受上述一系列研究工作的启发, 本文利用大尺

度无偏差的约束路径量子蒙特卡罗方法研究铜氧

化物高温超导材料的两轨道哈伯德模型中自旋条

纹和超导电性之间的关系, 以典型的  和 

为例进行研究. 首先, 从不同类型的铜氧化物高温

超导材料具有不同的超导转变温度的层面, 数值结

果表明,   的  轨道对超导电性具有重要影

响. 其次, 从自旋条纹序和超导电性关系的层面,

分析了  和   两类铜氧化物高温超导材

料中是否存在稳定的自旋条纹序, 在旋转对称性破

缺的晶格中, 本文的数值结果显示,   高温超

导材料中容易形成稳定且长程有序的自旋条纹序.

该结果表明在铜氧化物高温超导材料中自旋条纹

序和超导电性之间存在协同关系.

 2   模型和计算方法

 2.1    理论模型

Ĥt

Ĥint

该工作进行数值模拟时使用的铜氧化物高温

超导材料两轨道哈伯德模型包括动能部分  和相

互作用部分  , 在动量空间内系统的动能部分描

述为 

Ĥt =
∑
kσ

εxxk d̂†kxσd̂kxσ +
∑
kσ

εzzk d̂†kzσd̂kzσ

+
∑
kσ

εxzk (d̂†kxσd̂kzσ+h.c.)+ez
∑
kσ

d̂†kzσd̂kzσ, (1)

d̂ασ(d̂
†
ασ) α(α = x, z) σ =式中,   表示  轨道上自旋为 

↑, ↓ Cu

dx2−y2 Cu d3z2−r2 ez =

Ez − Ex Cu dx2−y2

d3z2−r2 εα,β(α, β = x, z)

 的湮灭 (产生)算符, 这里的 x 指标代表   的

 轨道 , z 指标代表   的   轨道 ;   

 表示由于晶体场劈裂导致   的   和

 轨道之间形成的能级差 ;   

表示轨道内和轨道间电子跳跃的动能, 在最远考虑

到第三近邻电子跳跃强度的基础上, 电子的动能可

以描述为 

εxxk = − 2tx(cos kx + cos ky)

− 4t′x cos kx cos ky

− 2t′′x(cos 2kx + cos 2ky),

εzzk = − 2tz(cos kx + cos ky)

− 4t′z cos kx cos ky

− 2t′′z (cos 2kx + cos 2ky),

εxz = 2txz(cos kx − cos ky)

+ 2t′′xz(cos 2kx − cos 2ky). (2)

tα, t
′
α, t

′′
α(α = x, z)

txz t′′xz

LSCO HBCO

Cu d3z2−r2

eV LSCO

HBCO

Cu d3z2−r2

LSCO d3z2−r2 dx2−y2

HBCO d3z2−r2 dx2−y2

这里  分别代表 a 轨道内的最近

邻、第二近邻以及第三近邻格点之间的电子跳跃强

度;   和  代表轨道间最近邻和第二近邻格点之

间的电子跳跃强度. 对于典型的  和  两

类铜氧化物高温超导材料, 参考先前的工作 [46–49],

两类铜氧化物高温超导材料的能带结构最重要的

不同在于轨道间的能级差. 因此数值模拟时针对此

两类材料, 本文选择的电子跳跃强度参数相同, 通

过不同的轨道间能量差来重点反映  的  

轨道的影响. 具体参数见表 1, 其中电子跳跃强度

单位为  . 依据表 1的参数, 图 1分别给出了 

和  铜氧化物高温超导材料的能带结构以及

态密度. 可以清楚看到, 由于轨道能级差的不同,

 的  轨道对态密度的贡献完全不同. 对于

 高温超导材料,   轨道靠近  轨道;

而  高温超导材料,    轨道远离  

轨道.

Ĥint

为了抓住系统最基本的物理信息, 哈密顿量的

相互作用部分只考虑了在位库仑排斥相互作用项,

该部分的哈密顿量  描述如下:
 

Ĥint = U
∑
iα

n̂iα↑n̂iα↓, (3)

x, z

n̂iασ = d̂†iασd̂iασ

α

式中 a 表示  轨道, U 表示轨道内的在位库仑排

斥相互作用强度,   代表位于 i 格点

 轨道上的密度算符.
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 2.2    计算物理量和方法简介

为了理解铜基二轨道哈伯德模型中的超导特

性, 本文主要计算了 s波和 d波超导电子配对对称

性的配对关联函数, 定义为
 

C(R = |ri − rj |) =
1

N

∑
ri=rj+R

⟨∆†(ri)∆(rj)⟩, (4)

∆†(ri) ∆(ri)

ri rj

式中,      (  )为电子配对产生 (湮灭 )

算符,   和  为位于格点 i 和 j 的位置矢量, N 为

晶格包含的总晶胞数. 方程 (4)中的电子配对产生

算符定义为
 

∆†(ri) =
1√
2

∑
δαβ

f(δ)
(
d̂†riα↑d̂

†
ri+δβ↓−d̂†riβ↓d̂

†
ri+δα↑

)
,

(5)

d̂†iασ i

α = x, z σ =↑, ↓ f(δ)

δ=±x f(±)=1

δ = ±y f(±) = 1

δ=±x f(±)=1 δ=±y f(±)=−1

同样地, 方程 (5)中的  表示产生一个位于格点  ,

在  轨道上自旋为   的电子 ;    是

形状因子, 用于区别不同类型的配对方式. 对于

s波超导电子配对对称性 ,    时 ,    ;

 时,   . 而对于 d波超导电子配对对

称性,    时,    ;    时,    .

在考察超导电子配对关联函数的基础上, 为了

更全面地证实超导电子配对对称性的实质变化行

为, 还可以忽略哈密顿量中的非相互作用部分对关

联函数的贡献 [50–52], 以有效配对关联函数, 进一步

反映电子之间的相互作用对超导电子配对关联函

数的影响. 这里, 有效配对关联函数的定义为 

Vα(R) = C(R)− C̃(R), (6)

C̃α(R)

⟨d̂†i↓d̂j↓d̂
†
k↑d̂l↑⟩ ⟨d̂†i↓d̂j↓⟩⟨d̂

†
k↑d̂l↑⟩

式中,   是非关联的单粒子贡献, 可以通过将

 解耦为  得到.

针对系统可能呈现出自旋条纹序的情况, 本文

通过计算交错的自旋关联函数来表征自旋条纹序

的变化情况, 其定义为 

S∗(R = |ri − rj |)

= (−1)ri+rj
1

N

∑
rirj+R

⟨Ŝz(ri)Ŝz(rj)⟩, (7)

Ŝz(ri) = (n̂ix↑ − n̂ix↓)/2

Cu dx2−y2

式中,    表示格点 i 位置上

 的  轨道上自旋 z 方向的分量.

|ΨT⟩
|Ψg⟩

为了求解上述物理量, 本文基于铜基二轨道哈

伯德模型, 使用能够精确获得关联电子系统基态信

息的大尺度无偏差的约束路径量子蒙特卡罗方法

进行数值模拟. 该方法的核心思想是在约束的斯莱

特行列式空间中通过多分支的随机游走投影一个

试探波函数  , 得到关联电子系统的基态波函数

 , 投影方程写为 

|Ψg⟩ ∝ lim
τ→∞

e−τĤ |ΨT⟩, (8)

Ĥ 0这里,   表示系统的哈密顿量, t 是实数且大于  .

 

表 1    参考文献 [46,49]选定的铜基两轨道哈伯德模型动能部分的电子跳跃参数
Table 1.    Electronic hopping parameters in the kinetic-energy part of the two-orbital Hubbard model for cuprate supercon-

ductors are chosen according to Refs. [46,49].

跳跃参数
LSCO HBCO

1st(t) t′2nd(  ) t′′3rd(  ) 1st(t) t′2nd(  ) t′′3rd(  )

tx轨道内 0.471 –0.0923 0.0734 0.471 –0.0923 0.0734

tz轨道内 0.0682 0.0 0.0 0.0682 0.0 0.0

txz轨道间 0.178 0.0 0.0258 0.178 0.0 0.0258

ez轨道间能级差 –0.91 –2.19
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
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图 1    (a) LSCO铜氧化物高温超导材料的能带和态密度

图; (b) HBCO铜氧化物高温超导材料的能带和态密度图

Tc

Tc

Fig. 1. (a) Band structure and density of states of the high-

   cuprate  superconductor  LSCO;  (b)  band structure  and

density  of  states  of  the  high-    cuprate  superconductor

HBCO.
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数值模拟时该投影方程通过反复迭代的方式来实

现, 即 

|Ψ (n+1)⟩ = e−∆τĤ |Ψ (n)⟩. (9)

|Ψ (0)⟩ = |ΨT⟩ ∆τ首次迭代时  ,  对于很小的   利用

Trotter-Suzuki (TS)分解 [53,54], 忽略高阶近似的情

况下, 方程 (9)可近似写为 

|Ψ (n+1)⟩ ≈ e−∆τĤt/2e−∆τĤinte−∆τĤt/2|Ψ (n)⟩, (10)

Ĥt

Ĥint

式中,   是二次型费米算符, 故其指数形式的算符

作用到迭代波函数上仅仅是将一个斯莱特行列式

转换成另一个斯莱特行列式. 对于四次型费米算符

 ,  借助于离散 Hubbard-Stratonovich (HS)变

换 [55] 可将其转换成二次算符形式, 即 

e−∆Un̂iα↑n̂iα↓ =
1

2
×∑

xiα=±1

eγxiα(n̂iα↑−n̂iα↓)e−∆τU(n̂iα↑+n̂iα↓)/2, (11)

U > 0

cosh(γ) = exp(∆τU/2)

对于方程 (11), 当  时方程中的g 满足关系式

 .

在 TS分解和 HS变换的帮助下, 迭代方程 (9)

可以写为多维辅助场的求和, 相应的表达式为 

|Ψ (n+1)⟩ =
∑
x

P (x)B(x)|Ψ (n)⟩, (12)

P (x) = (1/2)2N

x = (x1,x/z, x2,x/z, · · · , xN,x/y)

B(x)

Ĥt Ĥint

|Ψ (n)⟩

|Ψ (n)⟩ =
∑Nwalkers

k=1
χn
k |ϕn

k ⟩ |ϕn
k ⟩

χn
k Nwalkers

式中,    是关于 x 的概率密度函数,

 是HS辅助场的集合;

 代表 HS变化的辅助场传播因子, 由哈密顿量

 和  的指数形式的乘积构成; N 是轨道的数目;

波函数  通常写成斯莱特行列式的线性集合,

即  ,   称为随机游走者,

 和  分别表示随机游走者的权重和随机游

走者的总数.

P (x) |ϕn
k ⟩

B(x)

|Ψg⟩

对于辅助场量子蒙特卡罗方法而言, 该方法是

对辅助场 x 的多维求和. 具体来说, 根据概率密度

函数  , 对每个随机游走者   的辅助场 x 进

行抽样以及对辅助场传播子  进行更新. 对所

有的随机游走者进行求和可以得到基态波函数

 , 利用得到的波函数基于回传技术来计算物理

量的期望值 [56], 即 

⟨O⟩BP =
⟨ΨT|e−lBP∆τĤO|Ψg⟩
⟨ΨT|e−lBP∆τĤ |Ψg⟩

, (13)

lBP

lBP = 40

式中,   为回传步数, 先前的一系列研究表明, 数值

计算时  足以保证计算结果的准确性 [51,52,57].

m = 20000

Nbin = 40

Oi(i = 1, 2, · · · , Nbin)

对于达到平衡的系统, 物理量的测量通常需要进行

上万次的测量, 然后进行统计平均, 本文对测量的

物理量进行  次测量. 对于 m 次的测量,

又将其均分成  块, 分别对每一块求平均

值  , 即 

⟨O⟩i =
(
⟨O⟩n+1 + ⟨O⟩n+2 + · · ·+ ⟨O⟩n+N

)
/N.
(14)

本文计算时每个块内进行 500 次的测量, 最后对所有

块内的平均值再平均, 就可以求得最终的期望值: 

⟨O⟩ = 1

Nbin

Nbin∑
i=1

⟨O⟩i. (15)

O
每个块内的计算都是相互独立的, 以有效地降低系

统的误差, 关于物理量   的误差可以通过标准误

差来进行评估, 即 

σ(⟨O⟩) ≈ 1√
Nbin − 1

σ(⟨O⟩i)

=
1√

Nbin − 1

√
1

Nbin

∑
i
⟨O⟩2i − ⟨O⟩2. (16)

|ΨT⟩

N ′

|ΨT⟩ |ϕn
l ⟩

⟨ΨT|ϕn
l ⟩ > 0

通过以上描述看出, 初始波函数  的选择在

数值模拟过程中起着重要的作用. 而约束路径量子

蒙特卡罗方法的优势在于, 无论是以自由电子波函

数为初始波函数, 还是以其他类型的波函数为初始

波函数, 得到的统计误差和结果一致 [58–61]. 该方法

有此优势的原因在于, 约束路径量子蒙特卡罗方法

在进行计算时为了避免负符号问题, 通过合理定义

一个界面  将抽样样本局限在一个特定的抽样空

间, 始终要求试探波函数  和抽样样本  有正

的交叠积分  . 这就是所谓的约束路径近

似, 也是约束路径量子蒙特卡罗方法的核心优势.

9000

∆τ = 0.04 2000

500

40

最后, 针对本文模拟的铜基二轨道哈伯德模

型, 为了保证计算结果的快速收敛以及精确度, 使

用约束路径量子蒙特卡罗方法进行数值模拟时选

择电子闭壳层填充以及自由电子波函数为初始波

函数, 模拟中的主要参数为随机游走数  , 投影

步长  . 在测量物理量之前进行  步的

蒙卡抽样, 测量物理量时设置为  步的蒙卡抽样,

 次独立测试确保统计的独立性.

 3   计算结果与讨论

Cu d3z2−r2 3.1      的  轨道对超导电性的影响

本节以铜氧化物高温超导材料的正晶格模型
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Cu d3z2−r2

8× 8

U = 2.0 n =

0.156

R ⩾ 3

LSCO HBCO

HBCO

系统讨论  的  轨道对超导电性的影响. 图 2

展示了数值模拟在  的正方晶格中, 当在位库

仑相互作用强度  以及空穴掺杂浓度  

 时, 配对关联函数和有效配对关联函数在配

对长程距离  情况下的函数演化曲线. 首先,

从图 2(a)展示的配对关联函数出发可以有两点发

现: 第一, d波超导电子配对对称性的配对关联强

度大于 s波超导电子配对对称性的配对关联强度.

该结果表明, 基于铜基二轨道哈伯德模型铜氧化物

高温超导材料中主导的超导电子配对对称性是

d波超导电子配对对称性, 同时该结果也与先前采

用单轨道 [11–14] 和三轨道哈伯德模型 [15–18] 得出的

结论一致. 第二, 针对   和   两种典型的

铜氧化物高温超导体,   高温超导材料的 d波

超导电子配对对称性的配对关联函数的强度在几

LSCO

HBCO
LSCO

Cu d3z2−r2

R ⩾ 3

HBCO

LSCO

Cu d3z2−r2

dx2−y2

乎所有的长程距离上都大于  高温超导材料

的 d波超导电子配对对称性的配对关联函数的强

度, 该数值模拟结果直接说明了  超导体的超

导转变温度高于  超导体的超导转变温度. 更

为重要的是, 该结果表明  的  轨道是影响

铜氧化物高温超导体超导转变温度的关键因素. 其

次, 为了能够充分证实上述结论, 还考察了有效配

对关联函数的演化情况, 图 2(b)展示了 s波和

d波超导电子配对对称性的有效配对关联函数随

配对距离 R 的演化曲线. 可以观察到, 长程距离

 上 d波超导电子配对对称性的有效配对关

联函数的强度大于 s波超导电子配对对称性的强

度, 以及  体系中 d波超导电子配对对称性的

有效配对关联函数的强度在所有长程距离上都大

于  体系中 d波超导电子配对对称性的有效

配对关联函数的强度. 结合配对关联函数和有效配

对关联函数, 此数值模拟结果从理论上说明了铜

氧化物高温超导材料中主导的电子配对对称性为

d波超导电子配对对称性, 以及  的  轨道

与  轨道的能级差会影响不同类型的铜氧化

物高温超导材料具有不同的超导转变温度.

16× 16

U = 2.0

⟨n⟩ = 0.148

HBCO
LSCO

HBCO

Cu d3z2−r2

HBCO

为了保证数值模拟结果不受晶格尺寸效应的

影响, 我们还在晶格大小为   的正方晶格中

进行了数值模拟, 图 3(a)和图 3(b)展示了在位库

仑相互作用强度  情况下, 配对关联函数和

有效配对关联函数关于长程距离 R 的函数演化曲

线, 这里选择的电子填充浓度   . 从图 3

可以观察到, d波超导电子配对对称性的配对关联

函数以及有效配对关联函数的强度都大于 s波超

导电子配对对称性对应的配对关联函数和有效配

对关联函数的强度. 与此同时, 针对 d波超导电子

配对对称性, 在更大的格子上从关联函数出发, 发

现在长程距离上较难判断  体系的超导电性

是否优于  体系的超导电性. 这明显说明哈密

顿量中无相互作用部分对关联函数的影响大于相

互作用部分对关联函数的影响. 鉴于关联函数在分

析超导电子配对对称性方面的不足,  从图 3(b)

所示的有效配对关联函数的演化曲线可以看出, 几

乎所有的长程距离上  体系下的 d波超导电

子配对对称性的有效配对关联强度都处于领先地

位. 该结果进一步证实了在铜氧化物高温超导体系

中  的   轨道对于调控超导电性具有重要

作用, 这为解释  超导体的超导转变温度高于

 

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5

LSCO-d wave

HBCO-d wave

LSCO-s wave

HBCO-s wave

6.0








0.04
=8T8, =2.0,
<>=0.156

(a)

0.03

0.02

0.01

0

-0.01

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0








0.004
=8T8, =2.0,
<>=0.156

(b)

0.003

0.002

0.001

0

-0.001

LSCO-d wave

HBCO-d wave

LSCO-s wave

HBCO-s wave

C(R)

V (R)

8× 8

U = 2.0 n = 0.156

图 2    (a)配对关联函数   关于配对距离 R 的函数曲

线; (b)有效配对关联函数   关于配对距离 R 的函数曲

线. 数值模拟选择的参数为晶格大小   , 在位库仑相互

作用强度   , 掺杂浓度  

C(R)

V (R)

8× 8

U = 2.0

Fig. 2. (a) Pairing correlation function     as a function

of pairing distance R; (b) effective pairing correlation func-

tion    as a function of pairing distance R. The simula-

tions  are  performed  on  an      lattice  with  an  on-site

Coulomb interaction strength of     and doping con-

centration n = 0.156.
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LSCO  超导体的超导转变温度提供了合理的理论

依据.
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V (R)
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图 3　(a)配对关联函数   关于配对距离 R 的函数曲

线; (b)有效配对关联函数   关于配对距离 R 的函数曲

线. 数值模拟选择的参数为晶格大小为   , 在位库仑

相互作用强度   , 掺杂浓度  

C(R)

V (R)

16× 16

U = 2.0

Fig. 3. (a) Pairing correlation function     as a function

of pairing distance R; (b) effective pairing correlation func-

tion    as a function of pairing distance R. The simula-

tions  are  performed on an      lattice  with an on-site

Coulomb interaction strength of     and doping con-

centration n = 0.148.
 

 3.2    自旋条纹序与超导电性的关系

除了讨论不同类型的铜氧化物高温超导材料

的超导转变温度存在差异之外, 当前铜氧化物高温

超导材料体系中一个重要的研究课题是澄清超导

电性与其他物相之间的关系, 尤其是赝能隙态、电

荷序、自旋序、配对密度波等物态与超导电性之间

的关系 [62–68]. 其中自旋条纹序因与磁性和超导电

子配对紧密联系而受到特别关注. 与电荷序在欠掺

杂区域的普适性相比, 自旋条纹序的普适性尚不明

确, 其存在形式随材料类型和掺杂水平的不同而显

著变化 [69,70], 因而澄清自旋条纹序和超导电性之间

的关系十分重要. 考虑到自旋条纹序会自发破缺晶

格的旋转对称性, 形成沿单一方向的自旋密度周期

性调制, 其周期性结构通常与正方晶格的周期性结

构不相容而产生自旋排布的各向异性. 因此, 数值

模拟中若采用正方晶格, 将无法通过周期性边界条

件准确反映自旋条纹序的各向异性. 为克服该限

制, 数值模拟中采用矩形晶格来描述自旋条纹序的

排布情况, 这样的晶体结构选择保证了在横向方向

上能够容纳多个条纹周期, 从而能够真实地刻画电

子自旋排布自发形成的自旋条纹结构, 同时也可分

析其与超导电性之间的相互关系.

16× 4

⟨n⟩ = 0.156

S∗(R)

LSCO

HBCO

HBCO

图 4展示了在   的矩形晶格中空穴掺杂

浓度  的条件下通过计算交错自旋关联

函数  得到的两类典型的铜氧化物高温超导

材料体系 LSCO和 HBCO的自旋条纹序. 首先从

图中标识的绿色虚线可以清楚看到自旋条纹畴壁

的存在, 这表明空穴的引入导致局域反铁磁序的调

制, 从而形成沿晶格方向周期性排列的条纹序. 其

次, 对于   体系, 自旋条纹序表现出相对较长

的畴区, 这说明其容易形成局域有序的自旋条纹

序; 对于  体系, 自旋条纹序表现出周期性且

具有多个畴壁, 畴间距相对较短, 这说明相同空穴

掺杂浓度下  的条纹序更为稳定, 且容易形成

非局域长程有序的自旋条纹序.
 

3
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3

(b)
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16× 4 U = 2.0

⟨n⟩ = 0.156

S∗(R)

5× 10−5—3× 10−4

图 4    在  的矩形晶格中, 在位库仑相互作用 

以及空穴掺杂浓度   条件下 , 通过数值模拟计

算的交错自旋关联函数   描绘的不同体系的自旋条

纹序　(a) LSCO体系 ; (b) HBCO体系 . 图中的绿色虚线

标示了自旋反相畴壁的大致位置, 所有的关联函数的数值

都为非零值, 统计误差范围为  

16× 4

U = 2.0

⟨n⟩ = 0.156

S∗(R)

5× 10−5 3× 10−4

Fig. 4. Spin stripe order on a     rectangular lattice at

on-site  Coulomb  interaction      and  hole  doping

 ,  characterized  by  the  staggered  spin  correla-

tion function    : (a) LSCO; (b) HBCO. Green dashed

lines  indicate  the  approximate  positions  of  antiphase  spin

domain  walls.  All  correlations  remain  nonzero  within  stat-

istical  uncertainties,  which  are  bounded  in  the  range

  to   .
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S(q)

S(q)

为了进一步说明条纹序的稳定性问题, 我们

还分析了自旋结构因子  在布里渊区内的演

化趋势. 这里自旋结构因子  定义为 

S(q) =
1

N

∑
ij

eiq(ri−rj)⟨Ŝz(ri)Ŝz(rj)⟩.

16× 4

⟨n⟩ = 0.156 LSCO HBCO

LSCO S(q)

(π,π)

HBCO LSCO

S(q) (π,π)

(
3π
4
,π) (

5π
4
,π)

La1.875Ba0.125CuO4 YBa2Cu3O6.6

(π,π)

图 5展示了在  的矩形晶格中, 空穴掺杂

浓度为  情况下,   和  两类体

系的自旋结构因子在布里渊区高对称性线上的演

化曲线.  对于   体系 ,  自旋结构因子   在

 位置呈现出明显的峰值, 这表明该体系呈现

出有序的反铁磁态以及局域的自旋条纹序. 对于

 体系, 相比于   体系最显著的变化是,

自旋结构因子  在   位置的强度显著降低,

但是在  和  处出现了非共度的微小峰

值, 这两个峰值与早期实验上采用中子散射实验在

空穴掺杂的  和   超

导体中发现在  附近出现的低能非共度峰一

致,  这是体系呈现出稳定自旋条纹序的直接证

据 [71,72]. 结合交错自旋关联函数和自旋结构因子在

不同体系中的变化情况, 可以说明相比于 LSCO

体系, HBCO体系会形成更加长程且稳定的自旋

条纹序.
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图 5　在  的矩形晶格中, 在位库仑相互作用  以

及空穴掺杂浓度   条件下 , 自旋结构因子  

在布里渊区内的演化曲线

S(q)

16× 4

U = 2.0

⟨n⟩ = 0.156

Fig. 5. Evolution  of  the  spin  structure  factor     within

the Brillouin zone for a    rectangular lattice at onsite

Coulomb  interaction      and  hole  doping  level

 .
 

16× 4

U = 2.0 n = 0.156

分析完两类典型的铜氧化物高温超导材料中

自旋条纹序的稳定性问题, 接下来更为关心的是自

旋条纹序的形成是否有利于超导电性. 图 6所示为

在  的晶格中同样选择在位库仑相互作用

 , 空穴掺杂浓度   的情况下, 数值

R ⩾ 3 LSCO HBCO

HBCO

LSCO

HBCO

LSCO

模拟的超导配对关联函数和有效配对关联函数在

长程距离  上的演化曲线. 对于  和 

两个体系, 无论是从配对关联函数还是从有效配对

关联函数出发, d波超导电子配对对称性的强度都

大于 s波超导电子配对对称性的强度, 此结果再次

说明铜基材料体系中主导的电子配对对称性为

d波超导电子配对对称性. 此外, 针对 d波超导电

子配对对称性,   超导体系内的 d波超导电子

配对对称性的关联函数和有效配对关联函数在大

部分的长程距离上都明显强于  超导体系内

的 d波超导电子配对对称性. 这同样说明  的

超导电性优于  的超导电性. 更为重要的是,

联系两类铜氧化物超导材料体系内自旋条纹序的

稳定情况, 可以说明稳定且长程有序的自旋条纹序

有利于提高体系的超导电性, 故自旋条纹序和超导

电性之间存在协同关系.
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图 6    (a)配对关联函数   关于配对距离 R 的函数曲

线; (b)有效配对关联函数   关于配对距离 R 的函数曲

线. 数值模拟选择的参数为晶格大小为   , 在位库仑

相互作用强度   , 掺杂浓度  

C(R)

V (R)

16× 4

U = 2.0

Fig. 6. (a) Pairing correlation function     as a function

of pairing distance R; (b) effective pairing correlation func-

tion    as a function of pairing distance R. The simula-

tions  are  performed  on  an      lattice  with  an  on-site

Coulomb interaction strength of     and doping con-

centration n = 0.156.
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 4   结　论

LSCO

HBCO

Cu d3z2−r2

HBCO

LSCO

Cu d3z2−r2

本文采用无偏差的大尺度约束路径量子蒙特

卡罗方法研究了两类典型的铜氧化物高温超导材

料中的超导电性以及超导电性与自旋条纹序之间

的关系. 首先, 基于二轨道哈伯德模型讨论了 

和  超导材料的超导转变温度不同的原因. 从

 的  轨道对不同材料超导电性调控的角度

出发, 数值模拟结果表明铜氧化物高温超导材料中

主导的电子配对对称性为 d波超导电子配对对称

性; 另外从 d波超导电子配对对称性的关联函数和

有效配对关联函数的强度出发, 发现  超导材

料的超导电性优于  超导材料的超导电性. 该

结果说明了  的   轨道在决定材料的超导

转变温度方面具有重要作用.

HBCO

HBCO

LSCO

Cu d3z2−r2

其次, 在矩形晶格模型中数值模拟结果显示,

 超导材料中能够形成更为稳定且长程有序

的自旋条纹序, 联系两类体系中的 d波超导电子配

对对称性的关联函数和有效配对关联函数随长程

距离的变化, 同样也发现  超导材料的超导电

性优于  超导材料的超导电性. 该结果说明了

稳定的自旋条纹序有利于提高材料的超导电性. 这

一系列的结果不仅有助于理解铜氧化物高温超导

材料具有不同超导转变温度的原因以及物相之间

的关联, 还说明了  的  轨道在调控铜基材

料的超导电性以及自旋涨落方面扮演着重要的角

色, 这为研究该类关联系统提供了新的研究思路和

理论视角.

感谢湖北第二师范学院杨辉博士的积极讨论.
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To clarify  the origin of  the distinct  superconducting transition temperatures  in  cuprate  high-temperature
superconductors and to elucidate the relationship between spin stripe order and superconductivity, we conduct
large-scale, unbiased constrained-path quantum Monte Carlo simulations based on a two-orbital Hubbard model

for  copper  oxides.  We investigate  the  influences  of  the  Cu      orbital  on  the  superconducting  properties
and spin stripe order in two prototypical cuprates, LSCO and HBCO.

　　First, within the frame of square lattice models of sizes    and   , we examine the effect of the Cu

   orbital  on  superconductivity,  and  simulate  them  by  using  the  differences  in  orbital  energy-level
separations among different cuprate materials.  The numerical results demonstrate that compared with LSCO,
the  HBCO  exhibits  that  both  the  pairing  correlation  function  and  the  effective  pairing  correlation  function
associated with d-wave superconducting symmetry are greatly enhanced. This result indicates that the higher

superconducting transition temperature of  HBCO than LSCO is  closely related to the role  of  the Cu   

orbital.
　　Second,  as  spin  stripe  order  spontaneously  breaks  the  rotational  symmetry  of  the  lattice  and  forms
unidirectional,  periodically  modulated spin-density  structures  whose  periodicity  is  generally  incompatible  with
that  of  a  square  lattice,  traditional  periodic  boundary  conditions  cannot  accurately  capture  the  intrinsic
anisotropy  of  spin  stripe  order.  To  overcome  this  limitation,  we  use  rectangular  lattices  in  our  numerical
simulations to describe the spin stripe configurations. This approach allows for accommodating multiple stripe
periods  along  the  transverse  direction,  thereby  faithfully  capturing  the  spontaneously  formed  spin  stripe
structures  in  the  electronic  spin  distribution  and  enabling  the  reliable  analysis  of  their  interplay  with
superconductivity. According to this approach, we investigate the formation of spin stripe order in LSCO and

HBCO by  using  a      rectangular  lattice.  The  numerical  results  show that  the  LSCO develops  relatively
long single-domain spin stripes, whereas the HBCO exhibits periodic spin stripe structures consisting of multiple
domains.  These  findings  indicate  that  the  LSCO  possesses  locally  ordered  spin  stripes,  while  the  HBCO
supports a nonlocal, long-range ordered spin stripe order. More importantly, the pairing correlation function and
effective pairing correlation function related to d-wave superconductivity in HBCO maintain an obvious long-
range  enhancement,  demonstrating  that  long-range  ordered  spin  stripes  are  beneficial  for  enhancing
superconductivity. This result reveals a cooperative interplay between spin stripe order and superconductivity.
　　Taken  together,  these  results  not  only  provide  insight  into  the  origin  of  the  distinct  superconducting
transition  temperatures  in  cuprate  high-temperature  superconductors  and  the  correlations  between  different

ordered  phases,  but  also  demonstrate  that  the  Cu      orbital  plays  a  crucial  role  in  tuning
superconductivity and spin fluctuations in cuprate materials. Our study thus offers a new theoretical perspective
for exploring strongly correlated cuprate systems.

Keywords: d-wave superconducting state, spin stripe order, constrained-path quantum Monte Carlo method

DOI: 10.7498/aps.75.20251362　 　　　　CSTR: 32037.14.aps.75.20251362
 

*  Project supported by the Doctoral Research Start-up Fund Project of Nanyang Institute of Technology, China (Grant No.

NGBJ-2022-43).

†  Corresponding author. E-mail:  shichaofang@nyist.edu.cn 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 6 (2026)    060712

060712-11

http://doi.org/10.7498/aps.75.20251362
https://cstr.cn/32037.14.aps.75.20251362
mailto:shichaofang@nyist.edu.cn
mailto:shichaofang@nyist.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


铜基二轨道哈伯德模型中自旋条纹序与超导电性相互关系的量子蒙特卡罗研究

方世超   朱佳芮

Quantum Monte Carlo study of interplay between spin stripe order and superconductivity in copper based two-
orbital Hubbard model

FANG Shichao      ZHU Jiarui

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 75, 060712 (2026)    DOI: 10.7498/aps.75.20251362    
CSTR: 32037.14.aps.75.20251362

在线阅读 View online: https://doi.org/10.7498/aps.75.20251362

当期内容 View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

扭角双层石墨烯中磁性和手性d + id超导态的量子蒙特卡罗研究

Quantum Monte Carlo study of magnetism and chiral -wave superconducivity in twisted bilayer graphene

物理学报. 2025, 74(12): 120201   https://doi.org/10.7498/aps.74.20250305

强关联电子体系的量子蒙特卡罗计算

Quantum Monte Carlo study of strongly correlated electrons

物理学报. 2022, 71(12): 127101   https://doi.org/10.7498/aps.71.20220079

基于哈伯德模型的超冷原子量子模拟研究进展

Recent research progress of ultracold-atom quantum simulation of Fermi-Hubbard model

物理学报. 2025, 74(1): 017101   https://doi.org/10.7498/aps.74.20241595

铜氧化物超导体电荷序的共振X射线散射研究进展

Research progress of resonant X-ray scattering of charge order in cuprate superconductors

物理学报. 2025, 74(8): 087402   https://doi.org/10.7498/aps.74.20241402

高温热辐射输运模拟的蒙特卡罗全局降方差方法

Global variance reduction method for Monte Carlo simulation of thermal radiation transport

物理学报. 2023, 72(13): 139501   https://doi.org/10.7498/aps.72.20230218

镍基超导体中电荷序的实验研究进展

Experimental research progress of charge order of nickelate based superconductors

物理学报. 2024, 73(19): 197104   https://doi.org/10.7498/aps.73.20240898

https://wulixb.iphy.ac.cn
https://doi.org/10.7498/aps.75.20251362
http://wulixb.iphy.ac.cn
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.74.20250305
https://doi.org/10.7498/aps.74.20250305
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.71.20220079
https://doi.org/10.7498/aps.71.20220079
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.74.20241595
https://doi.org/10.7498/aps.74.20241595
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.74.20241402
https://doi.org/10.7498/aps.74.20241402
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.72.20230218
https://doi.org/10.7498/aps.72.20230218
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.73.20240898
https://doi.org/10.7498/aps.73.20240898

	1 引　言
	2 模型和计算方法
	2.1 理论模型
	2.2 计算物理量和方法简介

	3 计算结果与讨论
	3.1Cu的d3z2-r2轨道对超导电性的影响
	3.2 自旋条纹序与超导电性的关系

	4 结　论
	参考文献

