
 

专题: 量子光学原理与应用

二次型玻色系统中非厄米动力学的研究进展*
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非厄米物理是近年来快速发展的重要前沿研究领域, 揭示了诸多新奇物理现象与功能应用. 然而, 当前

非厄米物理的研究多集中于经典系统, 非厄米特性对量子效应的影响作为亟待探索的关键科学问题, 已发展

为非厄米物理与量子物理交叉领域的新兴研究方向. 无耗散二次型玻色系统中的压缩作用, 既能使系统动力

学演化呈现等效非厄米特性, 又能诱导系统产生量子关联效应. 因此, 该系统不仅为实现量子体系中多样化

的非厄米动力学提供了天然载体, 更为深入探究非厄米动力学与量子关联等效应的内在联系、实现基于非厄

米特性的量子调控提供了重要平台. 本文介绍了二次型玻色系统中实现非厄米动力学的物理原理, 回顾非厄

米动力学诱导的典型物理效应, 并总结了基于非厄米动力学调控系统量子关联的近期研究进展.
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 1   引　言

在标准量子力学中, 通常用厄米哈密顿量来描

述封闭物理系统的幺正演化. 随着近年来理论和实

验的发展, 研究发现利用非厄米哈密顿量可以有效

描述诸如存在增益耗散的光学或声学系统、与环境

有耦合的开放系统, 以及包含相互作用或杂质的凝

聚态系统等一系列非厄米物理系统 [1–4]. 由于哈密

顿量具备非厄米特性, 这类非厄米系统具有许多不

同于厄米系统的新奇性质. 例如, 在一定条件下, 系

统满足宇称-时间 (parity-time, PT)对称和反对称

性 [5–7], 存在实能谱, 能够发生 PT对称和破缺的相

变 [8]. 相变点出现在本征值和本征态都简并的非厄

米奇异点 (non-Hermitian exceptional point, EP),

该点对信号具有非线性响应特性 [9–11]. 在非厄米系

统中还会出现非互易 [12–14]、非厄米趋肤效应 [13,15,16]、

非厄米拓扑相变 [17,18] 和非厄米 Aharonov-Bohm

笼 [19,20] 等现象. 这些丰富的物理现象不仅有助于

进一步发展非厄米物理基础理论, 而且在光场调控

新方法、新型光学器件设计、测量灵敏度提升等方

面具备广阔的应用前景. 因此, 非厄米物理学已发

展成为广受关注的研究方向, 引起了人们的极大兴

趣. 传统的非厄米系统通过在模型中引入非对称耦

合 (绝对值不相等的非对角矩阵元)[21–23]、在位能引

入增益或耗散 (对角矩阵元有虚部)[10,24] 或者耗散

耦合 (非对角矩阵元的相位不满足复共轭关系)[25,26]

来实现, 上述方法普遍都是从系统出发构造非厄米

哈密顿量, 使得系统演化出现非厄米特性.

a†jaj a†jak

a†ja
†
k ajak (j ̸= k)

(a1, ..., aj , a
†
1, ..., a

†
j)

T

(ak, a
†
−k)

T

然而, 非厄米特性并非只出现在非厄米哈密顿

量中. 人们在二次型费米模型的研究中发现, 除了

在位能量项  和跃迁相互作用项   , 该模型

的哈密顿量中还会存在由成对产生或湮灭算符构

成的配对项  和  . 将哈密顿量嵌入

以  作为实空间基底向量或以

 作为动量空间基底向量的 Bogoliubov-
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de Gennes (BdG)框架中 [27,28], 可以发现此时虽然

系统具有厄米的二次型哈密顿量, 但配对项的出现

使其在 BdG框架下的动力学行为出现等效的非厄

米特性. 如基于最近邻跃迁和配对项构成的一维费

米 Kiteav链 [29–32] 由厄米哈密顿量描述, 却同时在

BdG框架下具有非厄米动力学演化矩阵, 从而具有

非厄米Majorana零模 [33,34]、非厄米趋肤效应 [35,36]、

非布洛赫拓扑相变 [37–40] 和非阿贝尔统计 [41] 等新

奇物理现象. 这些研究进展奠定了“非厄米拓扑超

导”的理论与实验基础, 已经发展为相对成熟的研

究方向.

a†jaj+1

a†ja
†
j+1

近几年研究者开始将上述二次型费米模型映

射到二次型玻色系统 (quadratic bosonic system,

QBS)中. 如图 1所示, 2018年 Clerk等 [13] 研究了

玻色 Kiteav链 (Bosonic Kitaev chain, BKC): 在

一维玻色链上,  相邻玻色模式间的分束器型

(beam-splitter,  BS)相互作用   和双模压缩

(two-mode-squeezing, TMS)相互作用  对应

费米模型中的跃迁项和配对项, 揭示了二次型玻色

哈密顿量中TMS作用诱导的等效非厄米动力学[42–46].

之后, 基于两体 QBS[12,47–49] 以及 BKC[13,14,50–58]、玻

色 Su-Schrieffer-Heeger (SSH)模型 [15,59] 对应的多

体 QBS, 人们也发现了诸多基于非厄米动力学的

新奇物理效应 [12,49,51]. 例如在两体系统和 BKC模

型中, 通过正交场算符变换得到正交非互易和相位

可控的手性传输以及传输信号的缩放 [12–14], 为量

子线路和片上集成等量子信息技术提供了新思路;

在 BKC模型和引入压缩项的玻色 SSH模型中, 由

近邻 TMS诱导的非厄米动力学可用于实现双边趋

肤效应 [13,15,16]、边界敏感放大和拓扑相变 [59,60] 等.

进一步地, QBS本身作为量子系统, 压缩作用的存

在会诱导系统中产生量子关联等量子效应. 有别于

在传统开放量子系统中基于量子轨迹等方法消除

量子跳跃效应的影响构造等效非厄米哈密顿量 [61,62]

以及保留量子跳跃效应基于刘维尔谱来实现非厄

米特性的方式 [63,64], 含有压缩作用的 QBS作为无

耗散或增益的量子平台能够免受量子噪声或跳跃

的影响, 为研究非厄米动力学与量子效应的内在联

系提供了天然载体 [65–67], 如近年来人们发现基于

动力学 EP诱导系统中压缩和纠缠的动力学行为

突变 [49,68]、增强量子 Fisher信息上限 [69], 以及由拓

扑相诱导产生稳态纠缠及相变 [70,71] 等. 上述进展

不仅极大丰富了玻色系统的非厄米动力学图像, 也

为纠缠调控、量子传感和量子计算等领域提供了新

的思路和实验平台.

 2   二次型玻色系统

[aj , a
†
k] = δjk

玻色子是自旋量子数为整数倍的粒子, 其产生

湮灭算符满足对易关系  . 光子、磁振

子、声子、极化激元和冷原子等均是现代物理研究

中的常见玻色子, 光学微腔、波导腔和声子-极化激
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图 1    由厄米哈密顿量描述的 QBS在实空间和动量空间下具有等效的非厄米动力学演化矩阵, 可诱导出正交性非互易、EP、手

性传输, 以及点隙拓扑相变、非厄米趋肤效应和非厄米 Aharonov-Bohm笼等新奇物理现象

Fig. 1. The  QBS described  by  a  Hermitian  Hamiltonian  exhibits  equivalent  non-Hermitian  dynamical  evolution  matrices  in  both

real and momentum space, which can induce novel physical phenomena such as quadrature nonreciprocity, EP, chiral transport, as

well as point-gap topological phase transitions, the non-Hermitian skin effect, and non-Hermitian Aharonov-Bohm cages.
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(a†j)
2

元腔等也是典型的玻色场系统. 因此玻色子在光与

物质相互作用、量子计算和处理、量子通信、冷原

子研究和量子超流等诸多领域都有广泛应用. 由于

玻色系统不受泡利不相容原理的限制, 其还能在单

格点处出现费米系统中被禁止存在的单模压缩

(single-mode-squeezing, SMS)项  . QBS的普

适哈密顿量有如下表达: 

HQBS =

N∑
j,k=1, j ̸=k

(
JeiϕJa†jak + κeiϕκa†ja

†
k

)

+

N∑
j=1

ηeiϕη (a†j)
2 + H.c., (1)

a†jak, a
†
ja

†
k(j ̸= k)

ϕJ

ϕκ (a†j)
2

ϕη

a†jaj

i∂tΨ = MΨ(ℏ = 1)

其中  分别代表任意两个不同模式

之间的 BS相互作用 (强度 J,  可调相位   )和

TMS相互作用 (强度 k, 可调相位  ),   则代

表每个模式的 SMS相互作用 (强度 h, 可调相位  ).

此处省略所有模式自身的在位能项  , 其对体

系的结构与能谱特征等不产生影响.  通过玻色

BdG框架 [50,51,60,72–80] 和海森伯动力学方程 [12–14,49]

 得到实空间下 QBS的非厄米动

力学演化矩阵有如下区块化特征: 

M =

(
ξ ∆

−∆† −ξ†

)
2N×2N

, (2)

Ψ = (a1, . . . , aN , a†1, . . . , a
†
N )T

2N

ξ = ξ†

∆ = ∆†

其中  是 BdG框架下

的  维实空间基底向量 , N 维区块厄米矩阵

 代表哈密顿量中的 BS相互作用项和玻色子

的自身能量项, 区块对称矩阵  中包含 TMS

和 SMS相互作用项. 在对 QBS进行实空间到动量

空间 (q)的投射过程中, 需要对每个格点的产生湮

灭算符做傅里叶变换: 

ak =
1√
N

∑
q

eiqkaq, a†k =
1√
N

∑
q

e−iqka†q,

q = 2πn/N,n = 0, 1, 2, . . . , N − 1其中  . 经过归一化

公式: 

1

N

∑
k

ei(q
′−q)k = δqq′ ,

1

N

∑
q

ei(k
′−k)q = δkk′ ,

动量空间的二次型哈密顿量在 BdG框架下有 

H(q) =
1

2
Ψ †(q)HBdG(q)Ψ(q).

M(q)而动量空间动力学演化矩阵  为 

M(q)=σzHBdG(q)=

(
ξ(q) ∆(q)

−∆∗(−q) −ξ∗(−q)

)
, (3)

Ψ(q) = (aq, a
†
−q)

T

(−q)

HBdG(q)

σz ξ(q), ξ∗(−q)

∆(q),∆∗(−q)

其中  是 BdG框架下的二维动量

空间基底向量, 负动量   是为了满足体系动量

守恒而自然出现的结果;   为动量空间哈密

顿矩阵;   为泡利 z 算符;   代表 BS相

互作用项和玻色子能量项;    中包含

SMS和 TMS相互作用项.

η = 0

k = j + 1

在规定 QBS即方程 (1)中的 SMS系数  

且保留最近邻相互作用  后得到如图 2(a)

所示的一维 BKC模型, 其哈密顿量为 

HBKC=

N∑
j

(
JeiϕJa†jaj+1+κeiϕκa†ja

†
j+1+H.c.

)
, (4)

H†
BKC = HBKC显然该哈密顿量本身满足厄米关系  .

当同种相互作用取相同系数, BKC可以看作是如

图 2(b)所示的两体二次型玻色单元在一维的拓展,

其厄米哈密顿量为 

H = JeiϕJa†1a2 + κeiϕκa†1a
†
2 + H.c..

i∂t(a1, a2, a†1, a
†
2)

T =

M(a1, a2, a
†
1, a

†
2)

T(ℏ = 1)

在 BdG框架下通过海森伯方程 

 对该体系作动力学描述得

到其动力学演化矩阵: 

M=


0 JeiϕJ 0 κeiϕκ

Je−iϕJ 0 κeiϕκ 0

0 −κe−iϕκ 0 −Je−iϕJ

−κe−iϕκ 0 −JeiϕJ 0

 .

(5)
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2

†2

HH†

 Dynamical

(c)(b)

SMS†1

ei

ei

ei
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M  M†
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ϕJ ϕκ

η = 0

图 2    (a) BKC模型示意图. (b) 两模 QBS示意图. 两个玻

色模式由强度为 J 的 BS相互作用和强度为 k 的 TMS相互

作用耦合, 分别伴随可调耦合相位   和   , BKC中 SMS

的强度为   . (c) QBS具有厄米哈密顿量 H 和 BdG框

架下的非厄米动力学演化矩阵 M

ϕJ ϕκ

η = 0

Fig. 2. (a) Schematic of BKC. (b) Schematic of a two-mode

QBS. The two bosonic modes are coupled by a BS interac-

tion  of  strength  J  and  a  TMS  interaction  of  strength  k,
both accompanied by tunable coupling phases    and   .

In BKC, the strength of SMS is   . (c) The Hamiltoni-

an H of the QBS is Hermitian, whereas its dynamical evolu-

tion matrix M under BdG framework is non-Hermitian.
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H

M † ̸= M

与系统自身的哈密顿量  相比, 其动力学演化矩

阵 M 在次对角线上的矩阵元不再互为复共轭, 导

致厄米哈密顿量中出现非厄米动力学演化矩阵

 .

2N

Ψ = (a1, ..., aN , a†1, ..., a
†
N )T

i∂tΨ = MBKCΨ(ℏ = 1)

2N

对格点数为 N 的 BKC模型则以  维的列向

量  作为基底进行描述 .

通过海森伯方程  得到关于

BKC的  维非厄米动力学演化矩阵: 

 

MBKC =

[
J
(
e−iϕJM↓ + eiϕJM↑

)
κeiϕκ

(
M↓ +M↑

)
−κe−iϕκ

(
M↓ +M↑

)
−J
(
eiϕJM↓ + e−iϕJM↑

) ]
2N×2N

, (6)

其中, 

M↓ =



0 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

...
...

. . . . . .
...

0 0 · · · 1 0


N×N

, M↑ =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

...
...

. . . . . .
...

0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 0 0


N×N

. (7)

MBKC

M †
BKC ̸= MBKC

  是由 4个 N 维矩阵构成的分块矩阵, 主对角

线上代表 BS相互作用的矩阵块为厄米矩阵, 而次

对角线上代表 TMS相互作用的两个矩阵块不再互

为复共轭, 因此 BKC动力学演化矩阵为非厄米矩

阵  .

det(M − λI) = 0

ϕJ , ϕκ

λ±=±
√
J2 − κ2. |J | < |κ|

λ± = ±i
√
κ2 − J2

|J | > |κ|
|J | = |κ|

在厄米矩阵中, 矩阵的本征值一般为纯实数且

本征态之间线性无关. 然而在非厄米矩阵中, 本征

值往往是复数且本征态之间线性相关. 非厄米矩阵

的本征值与本征态发生简并的地方即 EP, 这也是

独属于非厄米动力学的重要特征.  对于两体

BKC单元, 通过求解其动力学演化矩阵 (5)的特

征方程  , 得到两个互为相反数且

二重简并、与相位  无关的动力学矩阵本征值

  如图 3(a), 在  的情况下, M

具有两个纯虚数本征值  . 与之相

反, 在   的情况下 M 具有两个纯实数本征

值. 在两个区域的分界点  处本征能谱完全

重叠, 即为系统动力学演化矩阵的二阶 EP.

CMC−1 = −M C = τxK

τx = σx ⊗ IN σx IN

2N

N = 7

λ = 0 λ± = ±A(j)
√
J2 − κ2

对比动力学矩阵 (5)和 (6), 实际上这两种矩

阵都保持了完全相同的区块化特征, 满足粒子空穴

对称性  ,    为反幺正算符 ,

其中  ,   为泡利 x 矩阵,   为 N 阶

单位矩阵, K 为复共轭操作. 粒子空穴对称性会导

致矩阵出现关于零能对称的正负本征值,   维非

厄米动力学矩阵则会具有 N 个二重简并的本征值.

如图 3(b), 以  为例, 其动力学演化矩阵具有

7个二重简并的本征值, 除去一对本征值为 0, 其余 6

对本征值都关于  对称:   ,

A(j) N = 2

|J | < |κ|
|J | > |κ|

|J | = |κ|

其中  是关于格点数 j 的常系数. 与  的情

况相同, 这些本征值在  的情况下为纯虚数,

而在  的情况下本征值由纯虚数转化为纯

实数. 同样地, 所有本征值在  点处重叠, 即

动力学演化矩阵的高阶 EP. 显然, 对于 N 维 BKC
 

0 0.5 1.0 1.5

-1

0

1(a)

 +
/


/

0

(b)

-2

-1

0

1

2

 +
/


0.5 1.0 1.5

/

N = 2 N = 7

λ± κ/J

Re(λ±) Im(λ±)

图 3    (a)    和 (b)    的 BKC动力学演化矩阵

本征值   随耦合系数   的分布 . 蓝色实线代表本征值

的实部   , 红色虚线代表本征值的虚部  

λ±

N = 2 N = 7

κ/J

Re(λ±)

Im(λ±)

Fig. 3. Distribution  of  eigenvalues      for  a  BKC  with

(a)      and  (b)    as  functions  of  the  coupling

coefficient    . The blue solid line indicates the real part

 ,  and  the  red  dashed  line  indicates  the  imaginary

part   .
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|J | = |κ|模型, 其动力学演化矩阵总是在  处出现一

个 N 阶 EP.

 3   非互易

洛伦兹互易性是在电磁学、光学等领域已经被

广泛认知的普适性质. 在电磁学中互易性被定义为

在只含一个电压源 (电流源)的线性电阻电路中,

电压源 (或电流源)与电流表 (电压表)互换位置,

电流表 (电压表)读数不变. 光学互易性指的是在

光波传播过程中交换光源与探测器的位置, 探测结

果不变, 即光路传播的可逆性. 与之相反, 非互易

性是指波信号或能量等的传输受到传播方向的影

响, 即在相同传播路径上的正向和反向传输具有不

同的传输效率 [81,82]. 判断一个系统互易与否, 最直

接的方法是通过分析输入与输出信号之间的散射

矩阵是否为对称矩阵. 基于洛伦兹互易定理的成立

条件, 非互易的常见实现方法也可以归为打破对称

性 [83]、打破线性 [84] 和打破非时变性 [85] 等三类物理

机制.

xj = (aj + a†j)/
√
2 pj = −i(aj − a†j)/

√
2

a1 a2

2023年, Wanjura 等 [12] 在不打破系统时间反

演对称性的前提下, 于纳米腔光力系统中采用正交

基变换  和  

实现了 x 和 p 算符之间的正交性非互易传输. 如

图 4(a)所示为两个机械模   和   通过光力耦合

BS相互作用 (强度 J)与 TMS相互作用 (强度 l)

进行耦合. 在机械模频率的旋转框架下, 该系统的

有效哈密顿量为 

H = Ja†1a2 + λa†1a
†
2 + H.c..

q̇ = Mq−
√
γqin γ = 2π ×

3.7 kHz
(a1, a2, a

†
1, a

†
2)

T

(x1, p1, x2, p2)
T

qout = qin +
√
γq

系统的动力学演化通过朗之万方程 

 得到, 其中 M 是动力学演化矩阵,   

 是两个机械模的衰减率. 在这项工作中, 基

底向量 q 并不是   , 而是经过正交场

算符变换后的新基底向量  . 通过频

域下的输入输出理论  
[86] 得到的散

射矩阵 

S(ω) = I + γ(iωI +M)−1 = I + γχ(ω)

χ(ω) = (iωI +M)−1

S(ω) χ(ω)

是对系统传输特性的解析体现, 其中响应函数矩阵

 同样反映系统的传输特性. 若

 或  为对称矩阵则为互易传输, 反之非对

称矩阵元代表非互易传输. 在经过以上正交场算符

变换和动力学分析后, 两模 BKC的正交算符动力

学方程为
 

ẋ1 = −γ

2
x1 + (J − λ)p2 −

√
γx1,in,

ṗ1 = −γ

2
p1 − (J + λ)x2 −

√
γp1,in,

ẋ2 = −γ

2
x2 + (J − λ)p1 −

√
γx2,in,

ṗ2 = −γ

2
p2 − (J + λ)x1 −

√
γp2,in. (8)

J = λ ẋ1 p2 ṗ2 x1在  下,    与   之间发生了解耦, 而   与  

 

BS

1







2

 

TMS



Quadrature non-reciprocity

Nanocavity

(a)

Quadrature angle 

0

0 p/2 p 3p/2 2p

0.5

T
ra

n
sm

is
si

o
n

2
|


|2
/
4

2
|

 
|2
/
4

1.0
(c)

(b)

0

1
1

1 1 2 2

1

2

2

1

1 1 2 2

1

2

2

1

1 1 2 2

1

2

2

=p/2=p/4=0

in

|χ| ̸=
|χ|T p2 → x1 x1 → p2

J = λ = γ/4

ϕ = π/4
ϕ = π/2

图 4    (a) 正交非互易实验示意图 . 左侧为沿相对参考规

范 (黑色)旋转角度 ϕ的正交分量 (红色)施加的相干激发 .

(b) 正交非互易 . 实验测得的极化率矩阵振幅随相位角 ϕ
的演化非互易体现在极化率矩阵的非对称特征, 即  

 . (c) 绿色 (  )与蓝色 (  )框内的矩阵

元行为表明入射正交分量角度 ϕ是否可调控非互易. 两机

械模经等强度的 BS与 TMS相互作用 (  ), 系

统呈现正交非互易传输. 当   时 , 非互易性消失 ; 当

 时, 传输方向反向 [12]

|χ| ̸= |χ|T

J = λ = γ/4

ϕ = π/4
ϕ = π/2

Fig. 4. (a)  Experimental  schematic  of  quadrature  nonre-

ciprocity.  Leftmost:  coherent  excitation  along  quadratures

(red)  rotated  by  ϕ  from  the  reference  gauge  (black).

(b)  Quadrature  nonreciprocity,  which  corresponding  meas-

ured  susceptibility  matrix  amplitudes  evolve  differently

with  ϕ.  Nonreciprocity  manifests  in  an  asymmetric  modu-
lus  of  the  susceptibility    .  (c)  The  behaviour  of

the elements within the green and blue boxes shows wheth-

er nonreciprocity can be tuned by the incoming quadrature

angle.  Two  modes  interact  through  BS  and  TMS of  equal

strength  (  ),  showing  quadrature  nonrecipro-

city.  Nonreciprocity  vanishes  for    .  Furthermore,

setting    inverts the transmission direction[12].
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x2 p1仍然耦合,    与   之间同样如此. 这种情况在响

应函数矩阵中展现出来 (图 4(b)): 

χ(ω=0)=


−γ/2 0 0 0

0 −γ/2 8J/γ2 0

0 0 −γ/2 0

8J/γ2 0 0 −γ/2

 . (9)

x1 a1 a2 p2

响应函数矩阵在次对角元上的非对称项意味着非

互易传输的存在. 当一个输入信号被编码在正交算

符  上, 该信号从模  传输到  并在算符  产生

响应: 

Sx1→p2
= γχ41 = 8J/γ ̸= 0.

x1 p2然而在反向过程中,   却不能对来自  的输入信

号产生响应: 

Sp2→x1
= γχ14 = 0.

x2 p1 Sx2→p1 ̸= 0,

Sp1→x2 = 0

J = λ > γ/8 Sx1→p2(x2→p1) = γχ41(14) > 1

Sx1→p2(x2→p1) < 1

在  和   之间发生同样的情况: 

 . 除了在不同正交算符中形成单向非互易

传输, 当耦合强度与机械模衰减率之间的强度关系

满足  时,   ,

反之则有  , 这意味着该系统还能

够实现单向的信号放大或抑制.

{xj , pj}

正交非互易对正交变换的相位有灵敏响应, 通

过相位调控可以对非互易实现控制. 当正交算符

 做旋转角为 ϕ的旋转操作后:
 

  xj(ϕj)

pj(ϕj)

 =

(
cosϕj sinϕj

− sinϕj cosϕj

)(
xj(0)

pj(0)

)
= R(ϕj)

(
xj(0)

pj(0)

)
. (10)

χ(J = λ)系统响应函数矩阵  对应变换为 

χϕ=[⊕N
j R(ϕj)]χ[⊕N

j R(ϕj)]
T=


−γ/2 0 −4J sin(2ϕ)/γ2 −8J sin2(ϕ)/γ2

0 −γ/2 8J cos2(ϕ)/γ2 4J sin(2ϕ)/γ2

−4J sin(2ϕ)/γ2 −8J sin2(ϕ)/γ2 −γ/2 0

8J cos2(ϕ)/γ2 4J sin(2ϕ)/γ2 0 −γ/2

 . (11)

x1 p2

χx1→p2 = 8J cos2(ϕ)/γ χp2→x1 = −8J sin2(ϕ)/γ

ϕ = 0

x1 → p2

ϕ = π/4 χx1→p2
= χp2→x1

=

4J/γ ϕ = π/2 ϕ = 0

p2 → x1

如图 4(c)所示 , 仍然以   和   之间的传输效率

 ,   为

例: 当  时, 旋转后的响应函数矩阵 (11)退化

为原始矩阵 (9)并伴随从   的单向传输; 当

 时, 非互易性完全消失:  

 ; 当   时, 系统产生了与   时传输

方向完全相反的单向非互易  .

以上结果是利用光力腔系统在实验上实现两

体模型中场算符的正交非互易. McDonald等 [13]

研究了近邻纯虚数耦合的 BKC模型 

HB =
∑

j
(ita†j+1aj + i∆a†j+1a

†
j + H.c.).

xj=
aj+a†j√

2
pj=−i

aj − a†j√
2

以正交场算符  和  进行变

换得到等效哈密顿量为 

HB≡
∑

j
[−(t−∆)xj+1pj + (t+∆)pj+1xj ] . (12)

系统正交算符的动力学演化可以通过海森伯方程

得到: 

ẋj =
t+∆

2
xj−1 −

t−∆

2
xj+1,

ṗj =
t−∆

2
pj−1 −

t+∆

2
pj+1. (13)

t = ∆

xj xj−1 pj

pj+1

显然 x 和 p 在动力学上是完全独立的 .  当  

时,    仅受到其左侧近邻   的驱动, 而   仅受

到其右侧近邻  的驱动, 这种动力学上的非对

称性会导致非互易传播的出现.

N = 13

θ = 0

图 5为一条总格点数  的 BKC, 且中间

格点 (M)、最左端格点 (L)和最右端格点 (R)均与

波导耦合以进行信号输入与输出. 当在中间格点加

入一个伴随有相位 q 的激发信号, 通过调节 q 能够

协调输入信号中 x 激发和 p 激发的比例. 如图 5(a),

当  时输入信号完全为 x 激发, 在 M, L, R 三

个格点均能检测到 x 信号输出, 通过对散射矩阵的

计算可以得到信号在不同传播方向上的传输效率.

图 5(b)反映了当输入信号为 x 激发时, 其在向右

传播的过程中被明显放大, 而在左侧波导得到的输

出信号被明显抑制. 反之如图 5(c), (d)所示, 当

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 4 (2026)    040606

040606-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


θ = π/2

N = 4

 时 p 激发在输入信号中达到完全占比, 此

时在输入输出波导检测所得均为 p 信号. 与 x 信号

相反, p 信号在向右传播的过程中被不断抑制, 而

在向左传播过程中得到放大. 这一结果证明 BKC

中能够存在非互易传输, 还提出了一种通过参数调

控实现信号放大器或抑制器的新思路. 2024年 ,

Slim等 [14] 也在光力腔系统中成功实现一条长度

 的 BKC, 在实验上证明了 BKC的非互易传

输特性, 也通过对光学微腔衰减速率以及耦合强度

的调控实现了信号的放大与抑制.

 4   非厄米拓扑与趋肤效应

非厄米趋肤效应 (non-Hermitian skin effect,

NHSE)是非厄米系统中一种奇特的物理效应, 它

描述了非厄米系统在开放边界条件 (open boundary

condition, OBC)下本征态波函数局域在系统边界

附近的行为, 体现出非厄米哈密顿量的能谱和本

征态波函数在周期边界条件 (periodic boundary

condition, PBC)和 OBC下的显著差异 [87–90].  从

拓扑能带理论角度分析, NHSE体现的边界敏感性

表明在非厄米系统中, PBC下的拓扑不变量不再

能准确地描述开放边界条件下系统边界态的性质,

证明厄米系统中描述拓扑性质的中心原理“体边对

应关系”在非厄米系统中失效 [91–93]. 因此, 如何基

于不同物理系统实现并调控 NHSE, 探索并理解其

中的新奇拓扑特性, 已发展成近年来非厄米物理领

域中的热点问题.

H =
∑

j
(teiϕta†j+1aj + i∆a†j+1a

†
j + H.c.)/2

EO
q =

√
t2 −∆2 cos q t > ∆

Yokomizo和 Murakami[50] 研究了 BKC模型

 的动力

学矩阵能谱结构,  该模型的动力学演化矩阵的

OBC本征值为  , 在  的范

围内其始终为纯实数本征值, 在复平面上表现为一

条虚部为零的开放曲线; 而 PBC动力学演化矩阵

本征值为 

EP
q,± = t sinϕt sin q ± i

√
∆2 − t2 cos2 ϕt cos q,

∆ ̸= t| cosϕt|
ϕt = π/2

0

t >
√
t2 −∆2

在  的情况下能谱在复平面上形成闭

合环绕结构. 图 6是  下的复平面能谱, 由

于 OBC本征值虚部为  , 而两种能谱在实部的最

大值上具有如下关系:    ,  因此 PBC

能谱必定会相对 OBC能谱形成有非零绕数的环绕

结构.

在探究该系统的非厄米趋肤效应时,  形如
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图 5    BKC散射特性　(a) 示意图: 左端、中间、右端三个格点分别耦合到波导, 波导-格点耦合率为   ,   和   . 向中间波

导输入频率 w 的输入信号, 其全局相位   , 对应 x 正交分量激发. 信号向右传播时被放大, 向左传播时被抑制. (b) 散射矩阵

元模平方随输入信号频率的变化. 向右 (左)传输分量被放大 (抑制). 黑色曲线给出反射概率 , 其值始终小于等于 1. (c) 与图 (a)

相同设置, 但输入信号相位改为   , 对应 p 正交分量激发. (d) 此时信号向左传播被放大, 向右传播被抑制. 图 (b)和图 (d)

的计算参数: 链长   , 耦合参数强度   , 统一腔内损耗   , 波导耦合   [13]

κL κM κR θ = 0

θ = π/2
N = 13 ∆ = t/2

κ = 10−2t κM = 2κL = 2κR = 2t

Fig. 5. Scattering  properties  of  the  BKC:  (a)  Schematic  of  the  setup.  The  leftmost,  middle,  and  rightmost  sites  are  attached  to

waveguides (coupling rates    ,    , and    , respectively). A signal with a frequency w and global phase     corresponding

to an x excitation is injected in the middle waveguide and is amplified (deamplified) as it propagates to the right (left). (b) Amp-

litude  squared  of  the  scattering  matrix  elements  plotted  as  a  function  of  the  frequency  of  the  input  signal.  As  expected,  signals

propagating to the right (left)  are amplified (deamplified).  Note the reflection probability (black) is  bounded by unity.  (c)  Same

setup as in panel (a), except the phase of the signal is now     corresponding to a p excitation. (d) The signal is now ampli-

fied (deamplified) as it propagates to the left (right). For panels (b), (d), we take    sites,   , uniform on-site internal

loss rate  , and waveguide couplings   [13].
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(a a†) = (α α†)T †

a = (a1, · · · , aN ),α = (α1, · · · , αN )

(6)式的实空间非厄米动力学演化矩阵 M 能够通

过 Bogoliubov基矢变换  进行对

角化, 其中  : 

M

(
U V ∗

V U∗

)
=

(
U V ∗

V U∗

)(
Λ 0

0 −Λ

)
2N

, (14)

其中 L 为对角矩阵, 变换矩阵为 

T =

(
U V ∗

V U∗

)
, (15)

±Λ

Hp =∑
j
µa†jaj

W = ±1

W = 0

W = ±1

α† = a†U − aV

α†
k

对角化后的动力学演化矩阵由两个对角化矩阵 

分别描述. 在此基础上为 BKC加入扰动项  

 , 此时两个对角矩阵的 PBC复平面能谱

会由于扰动项的加入而产生劈裂, 导致两种绕数分

别为  的环绕结构在能谱中同时出现并发

生部分相交, 其中相交部分的内部绕数为   ,

而未相交部分的绕数仍然为  . 这种对角矩

阵的特殊能谱现象所导致的非厄米趋肤效应在对

角变换后的新基底空间中体现. Bogoliubov基矢

变换直接导致新基底向量  , 其中的

任一元素  都是原基底向量的线性组合:
 

α†
k =

∑
j

(
uk
j a

†
j − vkj aj

)
, (16)

uk
j , v

k
j

N = 50

uk
j , v

k
j

变换矩阵 T 中的系数   代表了旧基矢在新基

矢中的空间分布, 也能反映出系统中是否存在趋肤

效应. 图 7为一条链长   的一维 BKC动力

学演化矩阵在经过对角化后的系数  在空间

上的分布, 显然系数模平方产生向两侧的对称积

累, 这种特征被称为双边趋肤效应. 图 7(a)所示在

(µ = 0.01)

(µ = 0.1)

ϕt = π/2
∆ ̸= 0 ∆ = 0

扰动较小  的情况下能谱劈裂较弱, 本征

态的双边趋肤效应并不明显.  在逐渐增大扰动

 的情况下 (图 7(b)), 两种绕数结构的劈

裂程度增加, 双边趋肤效应的程度增减增强. NHSE

的存在对应其 PBC能谱出现非零绕数, 在纯虚数

耦合  的情况下环绕结构的必要条件是

TMS相互作用系数   .  一旦   ,  PBC能

谱会从闭合环结构退化为虚部为零的开放曲线,

NHSE也会随之消失, 这证明压缩相互作用的引入

为厄米系统带来了非厄米动力学特性.
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图 7　双边趋肤效应 ,   的 BKC在不同扰动强度下的

本征态系数向空间两端积累 [50]　(a)   ; (b)  

N = 50

µ = 0.01 µ = 0.1

Fig. 7. Bilocal  skin  effect  in  a  BKC  with      under

different  parameters,  and  the  eigenstate  distribution  accu-

mulates at the two edges[50]: (a)  ; (b)   .
 

在 BKC的基础上对模型进行改造会诱导出更

丰富的非厄米拓扑特性. 如图 8(a)所示, 2023年

Wan和 Lü[59] 在玻色 SSH模型的基础上, 向单元

内部格点间、不同单元间引入强度不同的 TMS相

互作用, 得到二次型玻色 SSH模型: 

HSSH =
∑
j

(t1a
†
j,Aaj,B + t2a

†
j+1,Aaj,B

+ g1aj,Aaj,B + g2aj+1,Aaj,B + H.c.). (17)

 

Re()
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Im
(
)
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0

0.5

Open

Periodic

EP
q,± = t sin(q)± i∆ cos(q)

EO
q =

√
t2 −∆2 cos(q) t = 1,

∆ = 0.7

t > ∆

图 6     系统能谱 :  PBC能谱   ,

OBC能谱   , 耦合强度参数取  

 . 对于任意非零 D, PBC能谱始终为复数, 意味着

系统存在参量不稳定性; 相反只要   , OBC能谱始终

为纯实数, 无论系统尺寸如何, 系统均保持稳定 [50]

EP
q,± = t sin(q)±

i∆ cos(q) EO
q =

√
t2 −∆2 cos(q) t = 1,

∆ = 0.7

t > ∆

Fig. 6. Spectrum of the system with PBC  

  versus OBC    with  

 .  The  spectrum  with  PBC  is  complex  for  any

nonzero D,  indicating  parametric  instability.  In  contrast,
the  system with  OBC is  stable  as  long  as    ,  regard-

less of system size[50].
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在经过同样的傅里叶变换后, 该系统的动量空

间动力学矩阵有两个双重简并的本征值: 

E±(k) = ∆2+2(t1t2−g1g2) cos k±2i(t1g2−t2g1) sin k,

∆ =
√
t21 + t22 − g21 − g22

g1 = 0, g2 ̸= 0

t2 = 3t1/2

g2

g2 = 0

其中  . 如图 8(b)所示, 当仅

保留单元间的 TMS相互作用即   后,

在  的参数空间下压缩 SSH模型的动量

空间动力学矩阵能谱随  展现出连续拓扑相变,

包括 3个能隙闭合或张开的临界点以及 3种拓扑

结构. 当   时, 系统中不存在 TMS相互作用,

能谱收缩为两条不相连的开放线条, 体系不具备非

g2 ∈ (0, 0.5)t1

ReE = 0

g2 > 2.5t1

ImE = 0

g2 = 0.5t1, 2.5t1

E = 0

厄米动力学特征. 当  时, 由于压缩相互

作用的引入为本征值带来非零虚部, 导致能谱出现

两个被实数隙  分隔的孤立环状谱 (图 8(c)).

当  时, 能谱依然为两个孤立环状结构, 但

能隙由实数隙转变为纯虚数隙  (图 8(e)).

在  处, 能谱发生能隙闭合, 此时两

个孤立的环状谱合并为一条绕能量原点  具

有稳定绕数的对称环形谱, 即产生了稳定的点隙拓

扑结构 (图 8(d)), 此时动力学矩阵的 Kramers态

出现双边趋肤效应.

 5   非厄米动力学与量子关联

在量子光学领域, SMS[94–96] 和 TMS作用 [97,98]

不仅被用来降低光场正交分量的量子噪声, 还被广

泛应用于量子纠缠、关联的制备以及量子隐形传态

等 [99]. 因此含有压缩作用的 QBS为研究非厄米动

力学与量子关联等效应的内在联系、实现基于非厄

米特性的量子调控提供了重要平台.

2022年 , Luo等 [49] 在两模 QBS中发现压缩

因子在非厄米动力学演化矩阵的 EP点附近出现

动力学行为改变, 考虑系统 

H = δ(a†1a1 + a†2a2) + iκ(a†1a
†
2 − a1a2),

λ± =

±
√
δ2 − κ2 |δ| = |κ|

其非厄米动力学演化矩阵有二重简并本征值 

 以及在  处的二阶 EP. 通过海森

伯动力学方程能够得到产生湮灭算符随时间的演

化为  (
a1(t)

a†2(t)

)
=

(
A B

B∗ A∗

)(
a1(0)

a†2(0)

)
, (18)

其中, 

A =
∑
s=±

(λs − δ)eiλst

2λs
, B =

∑
s=±

κeiλst

2iλs
. (19)

S = |A|+ |B|

|κ| = 1.05|δ|

量子压缩因子  是对系统压缩程度的

量化. 如图 9所示, 在 EP点附近压缩因子动力学

演化行为发生明显改变. 当  时, 压缩因

子呈指数级动态增长: 

S ≈ (κ/
√
κ2 − δ2)e

√
κ2−δ2t.

|κ| = 0.95|δ|
T = π/

√
κ2 − δ2

当  时, 压缩因子呈周期性振荡演

化, 其中振荡周期为  , 振荡峰值为
 

Smax =
√
(δ + κ)/(δ − κ).

|δ| = |κ|当系统处于动力学矩阵 EP点   时, 压
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图 8    (a) TMS存在下由 A, B类格点构成的压缩 SSH模

型. 相邻格点间的 BS强度与 TMS强度分别记为   和

 . (b) 在  且  情况下复平面中的能谱随

压缩强度   的变化.   处的红点标记 

处点隙拓扑闭合和打开的临界点; 拓扑指数   对应

 区间 . (c)—(e) 图 (b)中标记为 I, II, III的

能谱 (黑色曲线)可连续形变至 (c)   (蓝色点), (d) 单位

圆 (蓝色圆), (e)    (蓝色点), 同时保留相应的能隙 (红色)[59]

t1, t2 g1, g2

g2 t2 = 3t1/2 g1 = 0

g2 = 0.5t1, 2.5t1

E = 0 µ = 1

g2 ∈ (0.5, 2.5)t1

±1 ±i

Fig. 8. (a) Schematic of the squeezed SSH model consisting

of the A and B sublattices in the presence of TMS. The BS

and TMS strengths between the adjacent sites are denoted

by      and    ,  respectively.  (b)  Spectrum  in  the

complex  plane  as  varying  the  intercell  squeezing  strength

 .  Here      and    .  The  red  dots  at

  represent the critical points for closing or

opening the point gap at    and    corresponds to

 .  (c)–(e)  Spectra  (black  curves)  for  I,  II,

and III in panel (b) can be continuously deformed to panel

(c)    (blue dots), (d) unit circle (blue circle), and (e)  

(blue  dots),  respectively,  while  preserving  the  associated

gaps (red)[59].
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S =
√
1 + δ2t2 + κt δt ⩾ 1缩因子  会在长时间尺度  

呈线性增长. 2025年, Yu等 [68] 在引入单模压缩的

BKC模型中提出基于非厄米 EP的多模式纠缠动

力学调控方案. BKC模型为 

H =

N−1∑
j=1

(
ga†jaj+1 + Ja†ja

†
j+1

)
+

N∑
j=1

η(a†j)
2/2+H.c.

g = J

将多模玻色链的动力学演化映射至 BdG框架后得

到不同阶数的 EP, 且 EP划分的谱区域精确对应

三类纠缠动力学. 以两模系统为例, SMS使  

处的两个二阶 EP劈裂, 从而将能谱相图分割为三

个区域, 分别对应纯虚数、纯实数和复数本征值.

模式间的纠缠动力学演化则在三个区域分别呈指

数增加、振荡以及指数增加与振荡叠加的行为. 他

们还证实通过引入非整数 p 相位或调控相互作用

强度不相等可以实现多模系统中的高阶 EP, 并发

现相较于二阶 EP, 高阶 EP可显著增强多模纠缠

程度, 显示出该方案在纠缠调控中的独特优势.

此外, 最近的相关研究还包括: 在 BKC中实

现纠缠相变 [71]、通过拓扑相建立稳态纠缠 [70]、通过

高阶 EP增强量子 Fisher信息 [69] 和在 SSH模型

中引入 TMS实现量子传感 [100] 等. 这些研究均以

QBS作为载体, 通过引入压缩作用, 探索非厄米动

力学与量子效应的内在联系, 基于非厄米特性实现

对量子效应的有效调控.

 6   结论与展望

本文综述了以分束器型相互作用与双模压缩

相互作用为核心的二次型玻色系统中非厄米动力

学的研究进展. 主要回顾了从两模到多模拓展的二

次型玻色系统 (包括 BKC和玻色 SSH模型等),

在 BdG框架下通过构造等效非厄米动力学呈现的

丰富非厄米特性, 具体涵盖奇异点、正交性非互

易、非厄米拓扑及趋肤效应等新奇物理现象. 值得

注意的是, 二次型玻色系统中的双模压缩作用可同

步诱导量子关联效应, 这一特性使该系统成为深入

探究非厄米动力学与量子关联内在联系的天然载

体. 基于此, 我们也介绍了近期利用非厄米动力学

调控系统量子关联的相关研究成果, 为该领域的后

续研究梳理脉络. 在实验上, 量子技术尤其是玻色

平台的迅速发展为实现二次型玻色系统提供了多

种途径. 基于光子与机械振子的玻色子特性, 目前

可行的实验平台包括光力系统 [12,14,101]、集成光学

芯片 [102,103]、多模机械振子与超导量子比特耦合系

统 [104,105], 以及超导量子线路 [57] 等, 在上述量子系

统中通过采取有效调控机制, 都可以实现系统中模

式间的分束器型和压缩相互作用, 为构建等效的二

次型玻色系统并进一步观测其中新奇的非厄米特

性提供实验验证.

最后, 二次型玻色系统作为免受量子跳跃影响

的无耗散量子体系, 不仅能高效实现多种非厄米动

力学, 更为基于非厄米特性的量子效应调控提供了

重要平台. 现有研究多聚焦于少体体系与双模压缩

作用, 因此未来的研究方向可围绕以下方面展开:

在二次型玻色系统中进一步引入相位调控、单模压

缩及模式间长程耦合等机制, 探究其诱导的新型非

厄米动力学与新奇拓扑现象, 挖掘非厄米特性与多

种类量子效应的深层联系并阐明其物理机理等. 上

述研究旨为基于非厄米特性的量子调控提供全新

思路, 推动非厄米物理与量子物理交叉领域理论与

应用的深入发展.
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Abstract

x̂, p̂

x̂ p̂

Non-Hermitian  physics  has  emerged  as  a  rapidly  advancing  field  of  research,  revealing  a  range  of  novel

phenomena  and  potential  applications.  Traditional  non-Hermitian  Hamiltonians  are  typically  simulated  by

constructing asymmetric couplings or by introducing dissipation or gain to realize non-Hermitian systems. The

quadratic  bosonic  system (QBS) with squeezing interaction os intrinsically Hermitian;  however,  its  dynamical

evolution matrix in both real and momentum spaces is non-Hermitian. Based on this, applying a field-operator

transformation {  } to the dynamical evolution matrix yields quadrature nonreciprocal transmission between

the    and    operators. This nonreciprocal characteristic can be utilized in signal amplifiers. On the other hand,

within  the  Bogoliubov-de  Gennes  framework  in  momentum space,  one  can  observe  non-Hermitian  topological

phenomena such as point-gap topology and non-Hermitian skin effect, both of these phenomena are induced by

spectra with nonzero winding numbers. Additionally, QBS can be employed to realize non-Hermitian Aharonov-

Bohm  cages  and  to  extend  non-Bloch  band  theory.  Previous  studies  in  non-Hermitian  physics  have  largely

concentrated on classical systems. The influence of non-Hermitian properties on quantum effects remains a key

issue awaiting exploration and has evolved into a research direction at the intersection of  non-Hermitian and

quantum  physics.  In  QBS,  squeezing  interactions  without  dissipation  cause  the  dynamical  evolution  of  the

system  to  display  effective  non-Hermitian  characteristics  and  induce  quantum  correlation  effects,  such  as

quantum  entanglement.  Recent  studies  have  shown  that  the  non-Hermitian  exceptional  points  in  QBS  can

change  squeezing  dynamics  and  entanglement  dynamics.  Therefore,  such  systems  not  only  provide  a  natural

platform for realizing quantum non-Hermitian dynamics but also constitute an important basis for investigating

the relationship between non-Hermitian dynamics and quantum effects, as well as for achieving quantum control

based on non-Hermitian properties. Future research may further focus on elucidating the connections between

non-Hermitian  dynamics  and  quantum  effects  in  QBS,  which  is  expected  to  serve  as  a  bridge  linking  non-

Hermitian dynamics and quantum effects.
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