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基于二元 Darboux变换, 研究了高阶矩阵非线性薛定谔方程中孤子相互作用及束缚态的调控问题. 该方

程包含符号交替的非线性项和高阶色散效应, 可用于刻画非线性光学系统中多分量波的传播动力学. 通过调

节参数   , 系统构造了多种类型的束缚态孤子结构. 在二阶情形下, 通过调控矩阵   与  

的关系及其行列式条件, 获得了呼吸型孤子、具有一个/两个峰的束缚态孤子以及一个呼吸型孤子与亮孤子

的束缚态. 在三阶情形下, 进一步构造了一个孤子与两个呼吸型孤子、一个孤子与双峰孤子等多种束缚态孤

子. 结合数值图像, 深入分析了孤子相互作用过程中形态演化、传播方向、相位偏移及能量重分布等动力学

特性, 揭示了弹性与非弹性碰撞等不同相互作用机制. 数值稳定性测试表明, 在 10%噪声扰动下解的保真度

良好, 验证了其物理可靠性. 相关结果表明, 通过参数调控可以有效控制束缚态孤子的结构与演化特性, 为高

阶非线性系统中多分量孤子动力学的调控提供了理论依据.

关键词: 高阶矩阵非线性薛定谔方程, 二元 Darboux变换, 孤子相互作用, 束缚态孤子

DOI: 10.7498/aps.75.20251591　 　　　　CSTR: 32037.14.aps.75.20251591

 1   引　言

在当今数字化时代, 光纤通信的重要性日益凸

显, 已成为现代通信系统的核心支柱之一 [1,2]. 光孤

子动力学理论凭借其独特的物理内涵与特性, 对光

纤通信的发展产生了深远影响, 推动了光纤通信

技术在传输效率、稳定性及容量扩展等多方面的发

展 [3,4]. 光孤子可分为时间孤子和空间孤子两类, 前

者源于折射非线性与脉冲色散的共同作用, 后者则

源自非线性效应与光束衍射的平衡 [5]. 光空间孤子

本质上是一类具有有限空间横截面的自陷垂直光

束, 其传播特性表现为不存在与自由扩散光束相关

联的发散现象, 从而能够在介质中保持相对稳定的

传输状态 [6]. 值得关注的是, 当两个或多个孤子具

有相同速度时, 会形成束缚态孤子. 这类束缚态作

为一种典型的相互作用形式已被广泛研究 [7-10]. 此

外, 孤子和简并孤子之间的相互作用也可导致不同

形式束缚态的产生. 简并孤子解与量子物理系统中

的超透明势表现出很强的相关性, 这是Matveev[11]

在研究 Korteweg-de Vries方程时首次提出的. 简

并孤子解可视为具有相同谱参数的多孤子解的极

限情形, 其内在关系已通过理论与实验得到充分验

证 [12,13]. 为构造这些丰富的解, 研究者发展了多种

有效方法, 例如 Hirota双线性、Riemann-Hilbert

方法、Darboux变换等 [14–24].

在光孤子理论研究中, 非线性薛定谔方程被广

泛用于描述光孤子的特性及其在纳米光纤等介质
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中的传播动力学 [25–27]. 同时, 该方程也能准确刻画

双折射光纤等多种物理系统的行为特征, 因而成为

该领域备受关注的研究对象 [28–32]. 随着光纤技术

的发展, 研究人员进一步提出了具有负相干耦合的

矩阵非线性薛定谔方程, 用于描述各向同性介质中

正交偏振非线性波的传播行为 [33–35]. 然而, 当高强

度超短脉冲在光纤中传播时, 标准的非线性薛定谔

系统已不足以准确描述其演化过程, 必须考虑高阶

效应的影响, 如三阶色散、自陡峭、受激拉曼散射

等 [36–39]. 其中, 三阶色散效应会导致高阶孤子分裂;

自陡峭效应因脉冲峰值传播速度慢于两侧部分, 引

起脉冲宽度显著窄化; 自频移则是由受激拉曼散射

引起的脉冲频谱红移现象, 表现为长波长分量通过

消耗短波长分量获得拉曼增益, 从而导致红移量随

传播距离持续增大. 本文主要研究具有符号交替非

线性的高阶矩阵非线性薛定谔方程 

iQt+Qxx+2QQ∗Q+iαQxxx+6iαQQ∗Qx = 0, (1)

Q =

(
q1 q2
−q2 q1

)
q1 q2

Q =

(
q1 q2
−q2 q1

)
其中  ,    ,    分别代表两个相互

作用的偏振对应的缓变复振幅, “*”表示复共轭,

a 为高阶扰动强度. 将矩阵  代入方

程 (1), 可将其展开为如下分量形式: 

iq1t + q1xx + 2(|q1|2 − 2|q2|2)q1

− 2q∗1q
2
2 + iαq1xxx + 6iα(|q1|2 − |q2|2)q1x

− 6iα(q1q∗2 + q2q
∗
1)q2x = 0,

iq2t + q2xx + 2(2|q1|2 − |q2|2)q2

+ 2q∗2q
2
1 + iαq2xxx + 6iα(|q1|2 − |q2|2)q2x

+ 6iα(q2q∗1 + q1q
∗
2)q1x = 0, (2)

|q1|2q1 |q2|2q2 |q1|2q2
|q2|2q1 q∗1q

2
2 q∗2q

2
1

其中,    和   表示自相位调制,    和

 为交叉相位调制项,   和  则描述光纤

两轴之间能量交换的相干耦合项. 值得注意的是,

自相位调制与交叉相位调制的系数符号相反, 体现

了系统非线性的非对称特性. 目前针对该方程的研

究仍较为有限, 已报道的结果包括混合背景上的孤

子与怪波 [40] 以及局域波与周期波 [41]. 然而其束缚

态孤子问题尚未系统探讨. 为此, 本文借助于二元

Darboux变换, 系统研究方程 (1)中束缚态孤子的

解析构造及其动力学行为, 旨在揭示不同参数条件

下束缚态孤子的形成规律与演化特性.

本文结构安排如下: 第 2节构造方程 (1)的二元

Darboux变换. 第 3节和第 4节基于二元 Darboux

变换, 分多种情形构造不同类型的束缚态孤子, 结

合图像分析其空间形态、传播稳定性及相互作用动

力学, 并以表格形式系统总结不同约束条件下束缚

态孤子的分类与特征. 最后, 总结主要结果, 并对

未来可能的研究方向进行展望.

 2   二元 Darboux变换

方程 (1)的 Lax对可表示为 

Ψx = UΨ = (λU0 +U1)Ψ ,

Ψt = V Ψ = (λ3V3 + λ2V2 + λV1 + V0)Ψ , (3)

式中 

U0 = i

(
−I2×2 02×2

02×2 I2×2

)
, U1 =

(
02×2 Q

−Q∗ 02×2

)
,

V3 = 4αU0, V2 = 2(2αQ+U0),

V1 = 2(αQ2U0 +Q+ αQxU0),

V0 =2αQ3+Q2U0−αQxx+QxU0+α(QxQ−QQx),

I2×2 2× 2 02×2 2× 2

Ut − Vx + [U, V ] = 0

其中,   是  的单位矩阵,   是  的零

矩阵. 由相容性条件  可以导出

方程 (2).

Ψj(j = 1, 2, · · · , N) λj假设  是 Lax对在谱参数 

下的 N 个不同的特征函数, 受文献 [42]启发, 我们

构造了方程 (1)的 N 重二元 Darboux变换: 

Q[N ] = Q− 2iΨ1W
−1Ψ †

2 , (4)
 

W =


Ω(Ψ1,Ψ1) Ω(Ψ1,Ψ2) · · · Ω(Ψ1,ΨN )

Ω(Ψ2,Ψ1) Ω(Ψ2,Ψ2) · · · Ω(Ψ2,ΨN )

...
...

...
...

Ω(ΨN ,Ψ1) Ω(ΨN ,Ψ2) · · · Ω(ΨN ,ΨN )

 ,

 

Ω(Ψj ,Ψk) =
Ψ †

jΨk

λk − λ∗
j

.

Ω(Ψj ,Ψk)借助于二元 Darboux变换中的  , 即可得

到方程 (1)的多类型束缚态孤子.

 3   束缚态二孤子

N = 2当  时 ,  为了构造方程 (1)的束缚态孤

子, 我们选取零种子解. 于是, Lax对 (3)的解可表

示为 
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Ψj =

(
cj1e−iθj cj2e−iθj cj3e−iθj cj4e−iθj

−cj2e−iθj cj1e−iθj −cj4e−iθj cj3e−iθj

)
,

(5)

θj = λj [x+ (4αλ2
j + 2λj)t] ljk (j, k = 1, 2,

3, 4)

其中,   , 且 

 均为复数.

Ĉj =

(
cj1 −cj2
cj2 cj1

)
C̃j =

(
cj3 −cj4
cj4 cj3

)
令  ,   . 由

此, 根据二元 Darboux变换, 可以得到解
 

Q[2]=−2i
(
Ĉ1e−iθ1 Ĉ2e−iθ2

)
Ξ−1

jk

(
C̃1eiθ1 C̃2eiθ2

)†
,

(6)

Ξjk =
1

λk−λ∗
j

[
Ĉ†

j Ĉkei(θ
∗
j−θk)+C̃†

j C̃ke−i(θ∗
j−θk)

]
其中  .

Cj =

(
cj1 cj2
cj3 cj4

)
cjk(j = 1, 2, k = 1, 2, 3, 4)

接下来, 令   , 并分成四种情

况讨论  的取值对束缚态

孤子的影响.

C1 ̸=C2, det(C2)=idet(C1), det(C1C2)=− iCase A1:   .

q1 = −iq2 q1

q2 q1 q2

q1 q2

在此情况下, 可以导出  , 这暗示着 

和  的表达式线性相关. 换言之,    和   分量的

结构相似. 从图 1可以看到,   和  分量都表现为

λj(j = 1, 2)

一个呼吸型的孤子. 产生该现象的原因是两个孤子

之间的作用力足够强, 使得束缚态孤子合并成了呼

吸型孤子, 这种现象称为孤子融合, 即两个孤子合

并成了一个孤子. 需要注意的是, 图 1中的呼吸型

的孤子与文献 [43,44]中报道的耗散脉动孤子虽然

均呈现周期性演化, 但物理本质截然不同. 前者源

于可积守恒系统, 是矩阵非线性薛定谔方程在无增

益/损耗条件下的解析解, 其周期性振荡完全由内

部相位耦合与色散非线性平衡驱动, 能量严格守

恒. 后者则存在于耗散系统 (如锁模光纤激光器),

其脉动行为由增益、损耗、饱和吸收等外部参数共

同调制, 与腔回转周期相关, 常伴随能量或光谱的

周期性变化. 简言之, 二者分别属于保守系统中的

内部模式干涉与非平衡系统中的能量流调制这两

种不同的动力学类别, 虽波形特征相似, 但不能等

同. 此外, 还发现随着   的改变, 呼吸型

孤子又分裂成了两个平行的呼吸型孤子. 同时, 其

中一个呼吸型孤子的振幅要高于另一个呼吸型孤

子的振幅, 见图 2和图 3.
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Fig. 1. Breathing  soliton  via  Solution  (6)  with    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,   

 ,   ,   ,   .
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Fig. 2. Parabolic  breathing  soliton  via  Solution  (6)  with    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,

 ,   ,   ,   .
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C1 ̸=C2, det(C2)= idet(C1), det(C1C2)= iCase  B1:    .

q1 ̸= iq2 q1 q2

q1 q2

在这种情况下, 得到了   , 即   和   的

表达式线性无关. 也就是说,   和  分量的结构是

完全不同的. 此时, 图 4中得到了由一个孤子和一

个呼吸型孤子组成的束缚态孤子. 另一方面, 还发

现了一个有趣的现象, 即当两个孤子之间存在相互

吸引的作用时, 它们之间并不会发生相互作用, 这

反映了孤子这种特殊的物理实体在相互作用过程

中的复杂性和独特性.

C1=C2, det(C2)=det(C1), det(C1C2)=− 1Case C1:   .

在图 5中, 两个孤子呈现出以相同的振幅匀速

进行传播的态势. 尤为关键的是, 这两个孤子并非

处于静态稳定状态, 而是展现出周期性的吸引与排

斥行为. 从孤子动力学理论的视角来看, 孤子的束

缚态往往正是在这类特定条件下产生的. 更重要的

是, 从图 5可以发现, 其中的吸引点与排斥点呈现

出恒定的特性. 当两个孤子进入相互吸引阶段时,

能量发生显著的聚集与再分配, 进而产生一个具有

高振幅的波. 这一波形的出现. 不仅是孤子间相互

作用的外在表征, 更暗示着系统内部能量流转的动

态过程.

C1=C2, det(C2)=det(C1), det(C1C2)=
5

4
− 3iCase D1:   .

q1 q2

q1

q2

在这种情况下,    和   分量展示了两种完全

不同的构造. 从图 6(a)可以清晰地观察到,   分量

展示了两个具有独特双峰结构的束缚态孤子, 它们

以完全相同的振幅和速度传播, 且在传播过程中,

呈现出周期性的吸引与排斥交替现象. 这种规律化

的相互作用模式, 不仅深刻反映了孤子间复杂的非

线性耦合关系, 还为进一步探究孤子系统的内在稳

定性机制提供了直观的观测实例. 与此同时, 在

图 6(b)中,   分量揭示了另一类典型的束缚态孤

子, 这类孤子呈现单峰形态, 且孤子相互交错.

q1

t = −5, 0, 5 qexact(x, t)

我们将 N = 2时不同参数下解的结构总结于

表 1. 为检验所构造解析解在小扰动作用下的鲁棒

性, 以图 1中的  分量为例, 对其进行了基于噪声

扰动的数值稳定性测试.  具体地 ,  在固定时刻

 处, 取解析解  的实部作为参考
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图 3    由解 (6)给出的平行呼吸型孤子 , 参数为   ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,
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Fig. 3. Parabolic  breathing  soliton  via  Solution  (6)  with    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,

 ,   ,   ,   .
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qpert(x, t)

x ∈ [−5, 5] Re(qexact)−

Re(qpert)

解, 并在其幅值上引入幅度为 10% 的高斯随机噪

声扰动, 从而得到扰动解  . 通过比较两者

在区间  内的偏差分布, 计算  

 以刻画扰动对解构造的影响, 见图 7. 数值

结果表明, 尽管初始条件中引入了相对较强的随机

扰动, 扰动解与解析解之间的偏差在整个空间区间

内仍保持在较小量级, 且整体轮廓未发生明显畸

变. 同时, 基于归一化范数定义的形状保真度在所

选时刻均维持在较高水平, 表明该解对随机噪声具

有较好的抗扰动能力. 上述结果从数值角度验证了

该类孤子结构在有限扰动条件下的稳定传播特性.

 4   束缚态三孤子

N = 3该部分给出束缚态三孤子, 即选择  时的

二元 Darboux变换, 由此可得解
 

Q[3] = − 2i
(
Ĉ1e−iθ1 Ĉ2e−iθ2 Ĉ3e−iθ3

)
×Ξ−1

jk

(
C̃1eiθ1 C̃2eiθ2 C̃3eiθ3

)†
, (7)

Ξjk=
1

λk−λ∗
j

[
Ĉ†

j Ĉkei(θ
∗
j−θk)+C̃†

j C̃ke−i(θ∗
j−θk)

]
其中  .

下面分成七种情形来讨论多种类型的束缚态

孤子的构造.
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图 5    由解 (6)给出的束缚态孤子, 参数为  ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,
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Fig. 5. Bound-state soliton via Solution (6) with    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,

 ,   ,   .
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图 6    由解 (6)给出的一个孤子与一个呼吸型孤子的束缚态, 参数为  ,   ,   ,   ,   ,   ,
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c13 = i − 1/2 c14 = 1 c21 = 1 c22 = 1 c23 = i − 1/2 c24 = 1

Fig. 6. Bound-state of one soliton and one breathing soliton via Solution (6) with   ,   ,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,   ,   ,   .

 

表 1    N = 2时不同参数条件下解的结构
Table 1.    Structures of solutions under different parameter conditions when N = 2.

参数 解的结构

C1 ̸= C2 det(C2) = idet(C1) det(C1C2) = −i,   ,  呼吸型孤子/平行呼吸型孤子

C1 ̸= C2 det(C2) = idet(C1) det(C1C2) = i,   ,  一个孤子和一个呼吸型孤子的束缚态

C1 = C2 det(C2) = det(C1) det(C1C2) = −1,   ,  束缚态孤子

C1 = C2 det(C2) = det(C1) det(C1C2) = 5/4− 3i,   ,  双峰结构的束缚态孤子
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C1 ̸=C2, det(C2)= idet(C1), det(C1C2) =

−1 det(C3) = −i

Case  A2:   

 ,   .

在这种情况下, 图 8描述了一个孤子与两个呼

吸型孤子之间的相互作用. 值得注意的是, 在整个

碰撞过程中, 由一个孤子和两个呼吸型孤子所构成

的束缚态, 始终维持着恒定的速度, 这就暗示着能

量守恒定理在孤子相互作用情境下依旧满足. 此

外, 其中的恒定速度这一特性能够作为一个关键的

约束条件, 有助于更为精准的孤子运动模型的构建

与优化, 进而为诸如光通信、量子计算等诸多前沿

领域里基于孤子特性的技术应用, 奠定更为坚实可

靠的理论基石.

C1=C2, det(C2)= idet(C1), det(C1C2) =

−1 det(C3) = −i

Case  B2:   

 ,  

在此条件下, 我们导出了一个孤子和两个孤子

所形成的束缚态相互作用. 有趣的是, 不同于上一

种情形, 此处的相互作用过程中, 可以观察到不仅

一个孤子的形状保持不变, 而且束缚态的结构在相

互作用前后也不曾发生变换. 进一步观察还发现,

一个显著的相移现象清晰地呈现在图 9中.

C1=C2, det(C2)=det(C1), det(C1C2) =

5/4− 3i det(C3) = −i

Case  C2:   

 ,  

在这里, 得到了一个孤子与两个双峰孤子的束

缚态, 见图 10. 相较于图 8所呈现的情形, 图 10中

的孤子束缚态结构出现了显著差异. 图 10中展示

的是一个孤子与两个具有双峰的孤子所形成的束

缚态之间的相互作用. 可以看到, 在相互作用之后,

两个双峰孤子的振幅出现了变化, 这一变化暗示着

孤子间能量的汇聚与重新分配机制在起作用. 与之

形成鲜明对比的是, 另外那个单独的孤子, 其形态
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q1 t = −5, 0, 5Fig. 7. Deviation distribution of    in Fig. 1 after introducing 10% Gaussian noise disturbance at different times    with

the same parameters as Fig. 1.
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图 8    由解 (7)给出的一个孤子与两个呼吸型孤子的束缚态 , 参数为   ,   ,   ,   ,   ,   ,
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Fig. 8. Bound-state of one soliton and two breathing solitons via Solution (7) with   ,   ,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   .
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始终维持稳定, 未受此次相互作用的明显扰动, 凸

显出孤子体系在复杂能量交换场景下依然可能保

有局部稳定性.

C1 ̸=C2, det(C2)= idet(C1), det(C1C2)= i,
det(C3) = −i
Case D2:  

 .

此种条件下, 图 11展现了一个孤子与两个分

离的双峰孤子的束缚态. 与上一种情况相同的是,

在相互作用前后, 单独的一个孤子其形态自始至终

维持稳定. 但不同的是, 不论是一个孤子还是两个

双峰孤子的结构都发生了变化, 比如, 一个孤子的

形状发生了变化, 且两个双峰孤子出现了分离的现

象. 确切来说, 这是因为孤子之间出现了显著的能

量交换. 这种能量交换机制, 不仅推动了束缚态结

构的转变, 更是孤子间非线性相互作用的核心表现.
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Fig. 9. Bound-state of one soliton and two breathing solitons via Solution (7) with   ,   ,   ,   ,   ,
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图 10    由解 (7)给出的一个孤子与两个双峰孤子的束缚态, 参数为   ,   ,   ,   ,   ,   ,
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Fig. 10. Bound-state of one soliton and two bimodal solitons via Solution (7) with   ,   ,   ,   ,   ,
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图 11    由解 (7)给出的一个孤子与两个分离的双峰孤子的束缚态 , 参数为   ,    ,    ,    ,    ,
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Fig. 11. Bound-state of one soliton and two separated bimodal solitons via Solution (7) with   ,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   .
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C1 ̸=C2, det(C2)= idet(C1), det(C1C2) =

−1 det(C3) = i

Case  E2:   

 ,   .

这种情况下, 在图 12中观察到了一个孤子与

一个呼吸型孤子的保形相互作用. 与上面的情形不

同, 这里的两个孤子的束缚态经历了独特的演化过

程, 合并成了一个呼吸型孤子, 随后产生了一个孤

子与一个呼吸型孤子的相互作用. 另一方面, 在相

互作用前后, 虽然两个孤子的束缚态的振幅和宽度

始终保持不变, 但是相互作用后发生了相移.

C1=C2, det(C2)=det(C1), det(C1C2) =

−1 det(C3) = i

Case  F2:   

 ,   .

在这里, 图 13清晰呈现了一个孤子与两个孤

子的相互作用的束缚态, 可以明显看到两个孤子的

形状、大小与前面集中情形的孤子完全不同. 同时,

在整个相互作用过程中, 束缚态的结构维持稳定,

周期性的吸引与排斥现象持续出现. 不过, 相互作

用之后产生了相移现象. 这一转变表明孤子的两个

分量之间发生了能量交换.

C1 ̸=C2, det(C2)= idet(C1), det(C1C2)= iCase G2:   ,

det(C3) = i  .

图 14所示为一个孤子与两个分离的双峰孤子

的相互作用. 与图 11相比, 可以明显地观察到, 这

里的两个双峰孤子的形状发生了显著变化, 并且两

个双峰孤子之间的距离变大. 与此同时, 一个孤子

的形状结构也发生了变化. 这种结构上的动态变

迁, 精准反映出孤子间能量交换对孤子体系形态塑

造的关键作用.

将 N = 3时不同参数下解的结构总结于表 2.

1)束缚态多孤子的物理本质

在高阶矩阵非线性薛定谔方程 (1)中, 二阶和

三阶孤子并非简单的多个基本孤子的线性叠加, 而

是由多个谱参数在复平面中特定配置所诱导的非

线性相干结构. 当多个孤子对应的谱参数在实部与

虚部上满足一定约束关系时, 各孤子之间通过非线

性项与色散项形成有效“相互束缚”, 从而表现为:

能量在各孤子分量之间周期性交换; 相对间距保持

有限且随时间振荡;  整体结构呈现出类分子态

(soliton molecule)的动力学特征.
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图 12    由解 (7)给出的一个孤子与一个呼吸型孤子的束缚态 , 参数为   ,   ,   ,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,  

α =
1

2
λ1 = i λ2 =

9

10
i c11 = 1 c12 = 0

c13 = 1 c14 = i c21 = −i c22 = 0 c23 = 1 c24 = −i c31 = 1 c32 = 0 c33 = i c34 = −i

Fig. 12. Bound-state of one soliton and one breathing soliton via Solution (7) with   ,   ,   ,   ,   ,
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图 13      由解 (7)给出的一个孤子与两个孤子的束缚态 ,  参数为   ,    ,    ,    ,    ,    ,
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c14 = −i c21 = 1 c22 = 0 c23 = 1 c24 = −i c31 = 1 c32 = 0 c33 = i c34 = i

Fig. 13. Bound-state of one soliton and two solitons via Solution (7) with   ,   ,   ,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   .
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因此, 所谓“束缚态二阶或三阶孤子”, 在物理

上可理解为多个孤子在非线性介质中形成的稳定

或准稳定复合态.

2)不同参数条件下相互作用类型的物理来源

本文通过调节谱参数、相位参数以及背景参

数, 观察到多种不同的相互作用行为, 物理机制可

归结为以下几个方面:

①相对速度失配的影响

谱参数实部的差异对应不同孤子的群速度. 当

速度差较小时, 孤子之间可以长期保持近距离相互

作用, 形成稳定或呼吸型束缚态. 而当速度失配增大

时, 束缚态被破坏, 孤子逐渐解耦并发生分离传播.

②相位差诱导的吸引与排斥效应

不同孤子分量之间的相位差直接影响非线性

干涉项的符号与强度, 从而决定孤子间的有效相互

作用是吸引型还是排斥型. 这也是在不同参数区间

内出现“平行传播”、“周期碰撞”或“强烈呼吸振荡”

等行为的根本原因.

③高阶效应对相互作用调制的作用

高阶色散与非线性修正项改变了孤子的内部

结构, 使得能量不再局限于单一尺度, 而是在多个

特征频率之间分布. 这种多尺度耦合进一步丰富了

孤子之间的相互作用形式, 导致二阶与三阶束缚态

在动力学行为上呈现出明显差异.

3)二阶与三阶束缚态相互作用差异的物理

理解

从物理层面看: ①二阶束缚态孤子主要体现为

两孤子之间的能量交换与相位锁定, 其动力学行为

相对简单, 通常表现为周期性呼吸或准弹性碰撞.

②三阶束缚态孤子由于内部包含更多自由度, 其相

互作用过程涉及多重能量通道, 容易出现更复杂的

时空结构演化, 如多周期振荡、非对称碰撞以及局

域能量聚焦等现象.

这正是本文在不同参数条件下观察到多种相

互作用类型的物理根源.

 5   结　论

本文基于二元 Darboux变换, 系统研究了具

有符号交替非线性的高阶矩阵非线性薛定谔方程,
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图 14    由解 (7)给出的一个孤子与两个分离的双峰孤子的束缚态 , 参数为   ,    ,    ,    ,    ,
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Fig. 14. Bound-state of one soliton and two separated bimodal solitons via Solution (7) with   ,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   .
 

表 2    N = 3时不同参数条件下解的结构
Table 2.    Structures of solutions under different parameter conditions when N = 3.

参数 解的结构

C1 ̸= C2 det(C2) = idet(C1) det(C1C2) = −1 det(C3) = −i,   ,   ,  一个孤子与两个呼吸型孤子的束缚态

C1 = C2 det(C2) = idet(C1) det(C1C2) = −1 det(C3) = −i,   ,   ,  一个孤子和两个孤子的束缚态

C1 = C2 det(C2) = det(C1) det(C1C2) =
5

4
− 3i det(C3) = −i,   ,   ,  一个孤子与两个双峰孤子的束缚态

C1 ̸= C2 det(C2) = idet(C1) det(C1C2) = i det(C3) = −i,   ,   ,  一个孤子与两个分离的双峰孤子的束缚态

C1 ̸= C2 det(C2) = idet(C1) det(C1C2) = −1 det(C3) = i,   ,   ,  一个孤子与一个呼吸型孤子的束缚态

C1 = C2 det(C2) = det(C1) det(C1C2) = −1 det(C3) = i,   ,   ,  一个孤子与两个孤子的束缚态

C1 ̸= C2 det(C2) = idet(C1) det(C1C2) = i det(C3) = i,   ,   ,  一个孤子与两个分离的双峰孤子的束缚态
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N = 2

C1 C2

N = 3

成功构造了多种类型的束缚态孤子, 并深入探讨了

其相互作用动力学. 首先推导了该方程的 N 重二

元 Darboux变换, 进而详细分析了不同参数设定

下束缚态孤子的形成与演化行为. 在   情形

下, 根据矩阵  与  的关系及其行列式条件, 获

得了呼吸型孤子、单峰/双峰束缚态孤子以及呼吸

型孤子与亮孤子共存等多种构型, 揭示了孤子分量

间的线性相关性及其与参数的紧密联系. 在 

情形中, 进一步构造出包括一个孤子与两个呼吸型

孤子、一个孤子与双峰孤子等更为复杂的束缚态结

构. 通过图像分析, 揭示了孤子相互作用中丰富的

动力学行为, 如形态演化、能量转移与相位偏移等

现象, 并借助表格对不同约束条件下束缚态孤子的

类型进行了系统归纳.

近年来, 随着超快光学测量技术的发展, 孤子

及其非稳态动力学行为已能够在实验中被直接实

时观测. 文献 [43]中的相关实验研究展示了在多分

量或矢量光学系统中, 孤子之间的相互作用、束缚

态形成以及分量间能量交换等复杂动力学行为. 文

献 [44]报道的最新实验工作表明, 在耗散光学系统

中借助时间拉伸 (time-stretch) 等实时测量技术,

可以清晰捕捉到脉动孤子及其内部演化动力学过

程, 包括脉冲宽度、峰值强度以及频谱结构的周期

性变化. 从实验可观测性的角度来看, 本文获得的

呼吸型孤子和束缚态解在实验中可能对应于脉冲

包络随传播变量呈现周期性压缩与展宽的非稳态

孤子结构, 其演化特征有望在时域和频域中表现为

强度和光谱的周期性调制. 特别地, 由于本文所研

究模型具有矩阵结构, 不同分量之间的能量交换和

相位关联行为, 可能在偏振分辨或多通道实验中体

现为分量强度的同步或反同步振荡, 这与近期多分

量孤子实验中观测到的现象具有一定的相似性.
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Abstract

ljk(j, k = 1, 2, 3, 4)

(N = 2)

C1 C2 ljk C1 ̸= C2

det(C2) = i det(C1) det(C1C2) = −i q1 q2

λj C1 ̸= C2

det(C2) = i det(C1) det(C1C2) = i
C1 = C2 det(C1C2) = −1

C1 = C2

det(C1C2) = 5/4− 3i q1

q2

(N = 3)

We investigate the control of solitonic interactions and bound-state formations in the higher-order matrix
nonlinear Schrödinger equation with the sign-alternating nonlinearity and third-order dispersion. By employing
the  binary  Darboux  transformation,  we  construct  explicit N-soliton  solutions  from  a  zero  seed  background.

Adjusting  these  parameters      enables  systematic  generation  of  various  bound-state  soliton
structures.

　　For  the  second-order  case    ,  we  obtain  several  distinct  configurations  depending  on  the  relations

between  the  matrices      and      (constructed  from    )  and  their  determinants.  When      with

   and    ,  the  components      and      exhibit  breathing  solitons.  Varying  the

spectral parameters    transforms them into parallel breathing solitons with different amplitudes. For  

with    and   , the components become linearly independent, yielding a bound state

of one ordinary soliton and one breathing soliton. When     with    , the solitons propagate
with  identical  amplitude  and  velocity  while  displaying  periodic  attraction  and  repulsion,  which  is  a  typical

soliton  molecule  behavior  accompanied  by  energy  redistribution  at  the  collision  points.  For      with

 ,  we  find  the  double-peaked  bound-state  solitons  in      and  single-peaked  intertwined

structures in   .

　　In  the  third-order  case    ,  we  explore  seven  parameter  regimes  leading  to  even  more  complex
composite states. These include: one soliton coexisting with two breathing solitons (the elastic interaction with
constant velocity), one soliton with two ordinary solitons exhibiting phase shifts after the collision, one soliton
with  two  double-peaked  solitons  where  the  amplitude  changes  indicate  energy  redistribution,  and  one  soliton
with two separated double-peaked solitons where both shape and separation are modified by energy exchange.
In all cases, the binary Darboux transformation ensures that the solutions are exact and exhibit either elastic or
inelastic interactions characterized by phase shifts, amplitude modulation, and periodic energy transfer among
components.
　　To  verify  the  robustness  of  the  obtained  solutions,  we  perform  numerical  stability  tests  by  adding  10%
Gaussian noise to the analytical  profile  of  the breathing soliton at different propagation distances.  The shape
fidelity remains high, confirming the physical reliability of these structures under small perturbations.
　　  The  results  provide  a  theoretical  foundation  for  manipulating  multi-component  soliton  states  in
conservative  nonlinear  systems  and  offer  insights  into  the  design  of  all  optical  logic  devices  or  soliton-based
communication links where controlled interactions are essential.

Keywords: higher-order  matrix  nonlinear  Schrödinger  equation,  binary  Darboux  transformation,  solitonic
interactions, bound-state solitons
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