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致密硬球堆积是研究无热颗粒体系无序到有序转变的重要模型, 但摩擦颗粒在剪切驱动下的结晶起始

位置与统计描述仍缺乏直接实验检验. 本文对约 1万个直径约 6 mm的光滑 ABS塑料球施加准静态循环剪

切, 并在不同循环剪切阶段进行 X射线断层扫描技术重构三维构型. 并基于 Voronoi划分获得体积分数与局

域体积统计, 结合键取向序参量与晶态键判据识别局域有序性. 结果表明, 体系体积分数缓慢致密化并在约

0.70附近达到稳态; 当体积分数接近随机密堆积附近时, 序参量演化出现明显拐折, 并伴随晶态团簇快速增

长, 随后晶体分数趋于饱和 . 同时 , 在 Edwards体积系综框架下 , 由 Voronoi体积涨落积分得到可压缩率

(compactivity), 并计算 Edwards熵与类自由能密度, 发现无序分支与晶态分支在临界体积分数附近分支分离

与相平衡特征. 上述结果为剪切诱导结晶的结构演化及其统计力学描述提供了实验依据.
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 1   引　言

致密硬球堆积是研究无序固体、颗粒物质以及

无热介质中相变与阻塞 (jamming)行为的基础模

型体系之一 [1–6]. 硬球 (hard sphere, HS)模型能够

在最小相互作用模型中描述无序堆积、玻璃化以及

结晶等典型结构现象, 因此长期被视为研究无序固

体与相变问题的重要参照体系 [7–9]. 对于由宏观颗

粒组成的无热体系, 堆积结构不仅决定力学稳定性

与流动响应, 还在外部驱动 (振动、剪切等)作用下

呈现出丰富的结构和动力学演化过程 [10–12]. 然而,

在无热且具有摩擦的颗粒体系中, 无序球形颗粒在

致密化过程中实现结构重排与对称性选择、并最终

形成晶态有序结构的机制尚不清楚; 尤其是微观结

构表征与统计力学描述之间的对应关系仍缺乏明

确认识 [13,14], 理清这些问题是理解剪切驱动颗粒结

晶的关键 [7,15,16].

围绕无序-有序转变的结构表征方面, 已有研

究提出了多种可用于识别晶态生长起始点与增

长的结构判据.  以键取向序 (bond-orientational

order, BOO)为代表的局域取向分析能够区分类

液态与类晶态构型, 并追踪 fcc与 hcp类团簇的形

成与演化, 揭示在体积分数跨越随机密堆积密度附

近时无序与晶态区域的共存特征 [7,17]. 此外, 基于

Voronoi划分的局域体积分布可揭示无序态、共存

态与晶态区间在几何结构上的差异: 无序态中体积

分布呈现宽广的类高斯分布形式, 而在共存区间出

现双峰结构, 并在高密度晶态中收缩为窄峰分布,

反映出局域体积统计在转变过程中的系统变化 [13].
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另一方面, 结合高分辨率 CT成像技术与配位数分

析的研究表明, 在无序区、共存区以及晶态区间内,

几何配位数与力学配位数可呈现不同分支; 即使在

近乎完美的晶体结构中, 接触网络仍可能保持显著

的空间非均匀性 [12]. 这些结果表明: 无序到有序的

转变不仅体现在序参量的变化, 也对应着体积统计

与接触拓扑结构的协同重构.

除了几何结构表征之外, 近年来研究者们也尝

试在 Edwards体积系综的框架下, 为致密颗粒堆

积建立统计力学描述. 在该理论中, 体系体积在形

式上对应能量, 而其共轭的“温度”变量为可压缩

率 (compactivity)[5,18,19]. 借助 Voronoi体积涨落等

可观测量, 可以在阻塞态颗粒体系中构建类似于自

由能的热力学量, 从而为不同制备路径下的堆积状

态提供统一表征. 已有针对振动与剪切驱动堆积的

实验研究表明, 该方法能够在一定程度上一致地描

述无序阻塞态所呈现出的临界特征 [20]. 然而, 对于

三维硬球颗粒系统, Edwards体积系综能否合理刻

画剪切诱导结晶过程中由无序到有序转变, 尤其是

可压缩率与 Edwards描述是否能够同时适用于阻

塞态与晶态区间, 目前仍缺乏系统检验 [19].

基于上述背景, 本文聚焦于循环剪切诱导结晶

的过程中, 三维颗粒体系的结构演化与统计性质.

通过键取向序分析方法与高分辨率 CT成像技术

相结合, 系统表征无序-有序转变过程中的结构演

化. 结果显示, 当体系体积分数接近随机密堆积附

近时, 结构序参量出现显著变化, 对应晶态区域的

形成与增长; 在 Edwards 统计框架下, 以体积涨落

为基础得到的统计量能够对堆积的状态演化进行

有效描述. 上述结果为 Edwards体积系综在无热

体系中的适用性提供了实验支持, 并为理解剪切驱

动下无序到有序转变的结构与统计机制提供进一

步依据, 也为相关离散元模拟 (DEM)与理论研究

提供直接的实验参照.

 2   研究方法

20d×

本文采用医用牙科 CT(UEG Medical Group

Ltd., 空间分辨率为 0.2 mm)对循环剪切作用下

颗粒体系的结构演化进行实验表征. 实验颗粒为

约 1万颗光滑 ABS(丙烯腈–丁二烯–苯乙烯)塑料

球, 颗粒直径 d ≈ 6 mm, 其多分散效应约为 0.2%

(约为 0.012 mm). 颗粒装填于内部尺寸为  

20d× 20d  的有机玻璃剪切盒中. 为减弱重力导致

的密度梯度, 剪切盒顶部放置一块可自由竖直移动

的不锈钢盖板, 其质量约为颗粒总质量的 1.5倍. 剪

切加载通过底板步进电机驱动的直线位移台实现.

γ = 15% γ̇ = 0.15 s−1

I = γ̇d/
√
p/ρ

γ = 0

实验开始时将颗粒直接倒入剪切盒中形成可

重复的疏松堆积. 随后施加循环剪切直至体系达到

稳态, 其中前 120次循环用于预处理. 循环剪切应

变幅度  , 剪切速率  , 对应惯性

数  = 5.79×10–4, 其中 p 为顶部不锈

钢盖板在重力作用下施加于颗粒堆积的平均法向

压强, r 为 ABS颗粒的材料密度. 表明体系处于准

静态剪切区间 [21]. 正式实验共施加 4000次剪切循

环保证结构充分演化并达到稳态. 为获得结构演化

信息, 在剪切过程中按固定循环间隔采集三维 CT

图像, 并统一在  (回到零应变)状态下进行扫

描, 从而获得对应的阻塞构型.

∆γ = 1.25%

γmax = 33.75%

此外, 为获得无序堆积的生成, 在完成上述预

处理后我们对体系进行等步长分步剪切: 每一步将

剪切应变增大  , 直至累计剪切应变达

到  . 我们在每完成一次应变加载后

均进行一次 CT扫描, 以记录颗粒构型随剪切应变

的演化.

ϕ

ϕ ϕ =
∑

i
vi,g

/(∑
i
vvor
i

)
vi,g vvor

i i

CT数据的颗粒识别与三维重构在 Matlab中

完成 [22]. 具体而言, 采用基于标记的分水岭分割算

法提取颗粒的位置与尺寸信息, 其识别不确定度小

于粒径的 0.3%. 实验共进行 3次独立重复. 为降低

边界效应对统计量的影响, 我们在后续分析中剔除

距容器壁小于 3倍粒径范围内的颗粒, 仅对内部颗

粒进行分析.  关于本研究选取 3d  (d 为颗粒直

径)作为体相 (bulk)截取标准的考量如下: 首先,

这是一个关于减弱边界影响与保证统计样本量之

间的权衡. 虽然增大剔除厚度 (如 5d)能更彻底地

消除壁面约束, 但由于本研究样本尺寸有限, 过大

的剔除厚度会导致内部统计样本量急剧减少, 从而

引入较大的统计涨落. 其次, 我们进行了系统的敏

感性分析 (见图 1). 结果表明, 当剔除厚度大于 2d,

体积分数  的演化趋势已趋于收敛. 选取 3d 不仅

能有效规避明显的壁面有序化效应, 同时也保留了

足够的颗粒数量以确保统计分析的鲁棒性. 体系总体

体积分数  定义为  , 其中

 与   分别表示第   个颗粒体积及其对应的

Voronoi元胞体积.
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ϕ

ϕ ≈ 0.636

ϕ ≈ 0.70

图 2(a)为循环剪切实验装置示意图. 图 2(b)

给出了体积分数  随剪切循环次数 t 的演化. 体系

初始体积分数约为  , 随后随 t 增大逐渐

升高并趋于平台. 不同实验在稳态平台值上存在轻

微差异, 可能与初始微结构、动力学路径、边界以

及有限尺寸效应有关; 总体而言, 稳态体积分数集中

在  附近. 为提高统计可靠性, 将 3次独立

实验的构型合并为统计样本, 并划分多个小体积分数

区间对相关物理量进行平均, 给出其均值与标准差.

 3   结果与讨论

 3.1    结构分析

i

为定量识别剪切诱导结晶过程中由无序到有

序的结构转变, 采用键取向序 (bond-orientational

order, BOO)方法对局域结构有序性进行表征. 对

于每个中心颗粒  , 选取其 12个最近邻颗粒进行

结构表征. BOO的思想是将中心颗粒与其邻居连

线的方向分布映射到球谐基底上, 从而刻画局域排

布相对于理想晶体参考结构的角向相似性与对称

性特征 [16,23]. 相应地, 定义复数序参量: 

qlm (i) ≡ 1

Nb (i)

Nb(i)∑
j=1

Ylm (r̂ij) ,

m = ±l, ±(l − 1), · · · , 0, (1)

r̂ij i

Ylm Nb(i) i

其中  为中心颗粒   指向其近邻颗粒 j 的单位矢

量,    为球谐函数,    为颗粒   的近邻数 [24].

为消除坐标旋转对结果的影响, 进一步引入旋转不

变量: 

ql (i) =

√√√√ 4π
2l + 1

l∑
m=−l

|qlm (i)|2. (2)

q4 q6 
w6

⟨q6⟩
ϕ

ϕ < 0.636

⟨q6⟩

ϕ > 0.636 ⟨q6⟩

ϕRCP

⟨q6⟩

在三维硬球堆积中, 主要计算   ,    以及三

阶旋转不变量  等 BOO指标, 用于描述结构随

剪切演化的变化. 图 3(a)给出了平均序参量  

随总体体积分数  的演化趋势. 结果表明, 体系可

划分为两个具有不同结构演化的区间: 当 

时,   随密度缓慢增大, 说明无序堆积的局域有

序性主要通过几何填充与局部重排逐步增强; 当

 时,   的增长明显加快, 并与晶态区域

的出现相对应, 表明体系开始发生更具协同性的结

构重排, 有序域迅速扩展.   附近的斜率变化可

理解为: 在无序致密化阶段, 体系基于几何填充与

排斥约束下系统进行结构重排; 而体积分数在接近

与超过随机密堆积 (RCP)后, 在剪切驱动下体系

更易通过协同重排进入低缺陷的晶态几何构型,

使 BOO有序性出现更快的增长. 这与 DEM 研究

中基本趋势是一致的, 但实验中观察到的  转变

点位置, 并不是在 RCP的位置, 这个可能与外部

驱动和表面摩擦相关.

 


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
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ϕ t

图 1    排除边界层厚度 (以颗粒直径 d 为单位)下, 全局体

积分数    随循环次数   的变化

ϕFig. 1. Global  packing  fraction      as  a  function  of  cycle

number t for different excluded boundary-layer thicknesses,

where  the  thickness  is  measured  in  units  of  the  particle

diameter d.

 



0.62

0.64

0.66

0.68

0.70

0.72
(b)



Exp 1
Exp 2
Exp 3

103 104

(a)

ϕ

图 2    (a)循环剪切实验装置示意图; (b)体系总体体积分

数   随剪切循环次数 t 的演化关系 , 其中不同符号表示不

同重复实验

ϕ

Fig. 2. (a) Schematic illustration of the cyclic shear experi-

mental setup; (b) evolution of the global packing fraction  

as a function of the number of shear cycles t, where differ-

ent symbols represent independent experimental runs.
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wl l = 6

为提高对结构转变测量的灵敏度, 进一步引入

三阶旋转不变量  (本文取   )作为有序性的

补充表征 [17]:
 

wl(i) =
∑

m1,m2,m3

m1+m2+m3=0

(
l l l

m1 m2 m3

)

× qlm1(i)qlm2(i)qlm3(i), (3)

(·) w6

⟨q6⟩
其中  是Wigner 3j符号. 相较于二阶不变量,  

对局域结构的相位关联更敏感, 因而能在  尚未

显著变化时揭示对称性相关的微弱结构重排.

P (w6)

P (whh
6 ) = 1/2 whh

6

whh
6 ϕ ≈ 0.636

我们进一步定义归一化累积分布  , 并

将满足  的半高位置   作为表征量.

图 3(b)表明, 随着体积分数增大,   在 

附近出现明显跃升, 这与晶态区域的出现相一致,

表明体系在该体积分数附近发生结构重组, 并由无

序向有序结构转变, 随后进入晶核快速生长阶段.

同样发现这与 DEM 研究中基本趋势是一致的, 但

实验中晶核出现的位置小于 RCP的位置.

i

为识别类晶 (crystal-like/solid-like)团簇 , 采

用 ten Wolde-Frenkel提出的晶态键判据 [17]. 具体

做法是: 先基于 BOO向量定义相邻颗粒   与 j 的

取向相关性: 

Sij=

6∑
m=−6

q6m(i)q∗6m(j)

(
6∑

m=−6

|q6m(i)|2
)1/2( 6∑

m=−6

|q6m(j)|2
)1/2

,

(4)

Sij > 0.5

nb nb ⩾ b

nb

并将满足  的相邻对定义为一条晶态键 [17].

随后, 对每个颗粒统计其晶态键数   ; 当  

(本文取 b = 6)时, 将该颗粒判定为类固态 (solid-

like). 阈值的选取遵循经典成核研究中的“相态分

布分离”原则 [17]: 通过比较纯无序参考态与晶态参

考结构中  的概率分布 (图 4(a)), 选择能够最大

程度区分两相、同时降低无序相中误判的阈值, 从

而提高类晶识别的稳健性.

ϕ

ϕ < 0.636

ϕ ≳
0.69

图 4(b)给出了类晶体颗粒分数随体积分数  

的演化. 结果表明体系经历了由无序向晶态逐步转

变的过程: 在初始阶段 (  ), 类晶分数接近

零, 体系主要保持无序几何构型; 随着体积分数增

大, 体系进入无序与晶体共存的转变区, 类晶分数

持续上升, 表明晶态团簇逐渐形成并扩展. 当 

 时, 类晶分数进入平台, 此时体系整体已经以

晶态结构为主, 而进一步致密化主要表现为晶态内

部缺陷的缓慢消除而非类晶体积分数的显著增长.

平台行为可理解为剪切诱导有序化与动力学约束

之间的竞争平衡: 部分区域由于局域几何不匹配或

重排受限, 难以完全满足晶态对称性要求, 从而在

稳态中保留一定比例的无序成分.

 3.2    Edwards 体积系综

 3.2.1    Edwards系综理论

V

Ω(V )

在 Edwards及其合作者提出的统计框架中,

无热颗粒体系的“阻塞态”(jammed microstates)

可按体积进行计数 [18]. 将体积为   的阻塞构型数

记为  , 并定义 Edwards熵为 

S = lnΩ. (5)
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6

图 3    (a)平均二阶旋转不变量   随   的变化; (b)基于

三阶旋转不变量   的累积分布函数   定义的半高位

置序参量   随   的变化, 即   处的  

⟨q6⟩
ϕ

⟨
whh

6

⟩
ϕ P (w6)

w6 whh
6

P (whh
6 ) = 1/2

Fig. 3. (a)  Mean  second-order  rotational  invariant   

versus   ; (b) half-height order parameter    as a func-

tion of   , defined from the cumulative distribution  

of  the  third-order  rotational    ,      is  defined  by

 .
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χ

在该框架下, 体积在形式上对应平衡统计中的

能量, 而与体积共轭的“温度型”状态变量为可压缩

率 (compactivity)   
[25], 其定义为 

χ ≡
(
∂S

∂V

)−1

, (6)

χ

χ Ω(V )

Vi

这一思想为堵塞态颗粒体系提供了一种以体积为

核心的统计描述途径: 不同制备方法若能在  上实

现一致表征, 则有望建立类似热力学的状态变量体

系. 实验上,    通常无法通过直接计数   得到,

而需要借助体积 (或体积分数)涨落来间接测量.

对于基于 Voronoi 剖分得到每个颗粒对应的元胞

体积  , 定义其涨落为 

σ2 ≡ ⟨(∆v)
2⟩ ≡

⟨
v2
⟩
− ⟨v⟩2, (7)

在大量实验与模拟中, Voronoi(或 radical Voronoi)

体积涨落已被证明是表征堵塞态结构统计的重要

观测量, 并可与 Edwards体积系综的构造相衔接.

 3.2.2    基于涨落关系计算可压缩率

类比平衡统计中能量涨落与比热的关系,

Edwards体积系综下可得到可压缩率与体积涨落

之间的积分关系 (涨落法): 

1

χ (ϕ)
− 1

χr =

∫ ϕ

ϕr

dφ
φ2σ2 (φ)

. (8)

χ

该方法在颗粒体系的振动和剪切实验中被广泛用

于从体积涨落反推出可压缩率  . 其中, ϕr ≈ 0.60
(随机疏松堆积)为参考态的体积分数, c = c(ϕr)

χr → ∞
为该参考态对应的可压缩率. 在选取的随机疏松堆

积参考态下, 取  , 即无穷温.

σ2
V ϕ

σ2
V ϕ

σ2
V

ϕ ≈ 0.68

σ2
V

图 5(a)展示了  随体积分数  的演化. 对无

序分支而言,   随  增大总体呈下降趋势, 这反映

了致密化过程中自由体积逐步收缩、构型空间被压

缩的几何效应. 进入结晶共存区后, 体系中无序与

晶态局域结构在空间上并存, 使得局域体积分布表

现出明显的“混合”特征并被显著拉宽, 从而导致表

观涨落  增强并在某一体积分数 (实验观察在

 )附近出现峰值; 当晶态团簇进一步占主

导且缺陷逐步减少时, 体积分布重新收敛,   再次

下降并趋于稳定.

σ2
2(ϕ)

χ(ϕ)

σ2
2(ϕ)

需要强调的是: 共存区涨落的增强很大一部分

来源于“两类结构的混合导致的分布变宽”, 它未必

等同于单一相内在的热力学涨落. 为避免将“共存

混合”误当作单相本征涨落, 本文在计算   与

后续  时, 分别对无序颗粒与类晶颗粒 (按前

文 BOO与类晶判据分类)进行条件统计, 并在各自

分支内进行拟合, 从而得到两条分支对应的  .

σ2
1(ϕ)

σ2
1(ϕ) = −28.656ϕ3 + 53.956ϕ2−

33.963ϕ+ 7.152 ϕ > 0.68

ϕ > ϕm

ϕ ≈ 0.70

σ2
2(ϕ) σ2

2(ϕ) = 20.547ϕ3 − 42.189ϕ2 + 28.709ϕ−
6.467

针对无序分支,    可用低阶多项式拟合

以获得平滑函数 

 . 对于  的区间, Jin和Mak-

se[19] 指出当  时共存态在热力学意义上并不

稳定, 因此本文仅选取靠近晶态稳态 (  )

的高密数据拟合晶态分支, 从而得到晶态分支对应

的  :   

 .
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图 4    (a)参考态中单颗粒晶态键数   的概率分布, 不同符号分别对应不同体积分数的参考构型; (b)类固态颗粒分数   随体系

总体体积分数   的变化; 结果显示体系由无序态向晶态结构逐步转变的过程, 其中红色符号表示类液态颗粒分支, 蓝色符号表示

类晶态颗粒分支, 圆形表示在无序阶段, 三角形表示在结晶开始后的阶段

nb

nb

ϕ

Fig. 4. (a)  Probability  distribution  of  the  number  of  crystal-like  bonds  per  particle,    ,  in  reference  states.  The  classification

threshold at    = 6 optimally distinguishes between fluid-like and solid-like particles. (b) Fraction of solid-like particles as a func-

tion of global packing fraction    ,  showing the gradual transition from a disordered state to a crystalline structure. Red symbols

represent the liquid-like branch and blue symbols represent the crystal-like branch. Circles indicate the disordered stage, whereas

triangles indicate the stage after the onset of crystallization.
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χ

χ(ϕ0)

χRLP → ∞

ϕ0 = 0.60

χ(ϕ)

由 (8)式可见为确定  , 必须指定一个参考态

(  ). 对无序分支, 通常取随机疏松堆积 (ran-

dom loose packing, RLP)作为参考态 [26]. RLP常

被视为给定体系可实现的最疏松力学稳定堆积,

并在 Edwards观点下对应“无穷可压缩率”极限

 , 即认为在该极限下阻塞构型等概率 [5].

近期研究表明 RLP并非普适的状态, 而与体系制

备过程和颗粒摩擦直接相关 [26,27]. 在本文剪切实验

中, 取实验中可稳定获得的最松无序稳态 

作为参考 RLP 态, 并据此得到无序分支的  

(图 5(b)左支), 其结果与我们过去的工作一致 [20].

χ

晶体态分支对应参考态的选择更为微妙. 原则

上, 完美晶体可作为 Edwards 熵为零的参考态; 但

实验上难以获得任意接近完美晶体的状态, 并且若

直接以“完美晶体”为  的参考, 积分在实际数据区间

往往对积分上下限假设高度敏感. 在 Jin和Makse[19]

的工作中, 他们认为无序分支中的凝固点与有序分

支中的熔化点具有相同的可压缩率状态, 并且其自

由能相等的关系. 其凝固点对应于随机致密堆积

ϕ ≈ 0.64 ϕ ≈ 0.68(  ), 熔化点对应  
[19].

χ

ϕ ≈ 0.70

ϕ

γ

ϕ = 0.636

χ

χ(ϕ)

我们之前的研究中建立了 Edwards系综理论

的热力学第零定律 [26], 在此基础上可认为在一个

恒定的剪切幅度下, 此时无序支 (亚)稳态与晶体

稳态两者的可压缩率是相同的. 从而在可压缩率的

两条分支中对应的稳态位置用同一  标定. 在本文

实验中, 晶态分支稳态位于   . 无序分支的

稳态难以直接达到, 因为当  接近 RCP即开始结

晶. 考虑到近期双分散球体的循环剪切实验表明稳

态体积分数对  的依赖较弱 [28], 本文将“理想”的无

序稳态近似取为  (RCP附近). 一旦固定

该无序稳态点与晶态稳态点满足  相等, 即可确定

晶态分支的  , 结果如图 5(b)所示.

 3.2.3    基于可压缩率的熵与自由能密度

根据可压缩率定义, 可将熵写为对体积分数

(或体积)的积分形式:
 

S (ϕ)− Sr =

∫ ϕr

ϕ

dϕ
ϕ2χ (ϕ)

, (9)
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图 5    (a) Voronoi元胞体积的归一化方差   随体积分数   的变化 ; (b)可压缩率的倒数   随   的变化 ; (c) Edwards熵  

的演化; (d) Edwards自由能密度   随   的变化, 五角星为无序分支与晶体分支的等自由能位置

σ2 ϕ χ−1

ϕ S(ϕ) ϕ f χ

Fig. 5. (a) Normalized variance of Voronoi cell volumes    as a function of the packing fraction   ; (b) inverse compactivity  

versus   ; (c) Edwards entropy    as a function of   ; (d) Edwards free energy density    versus   , where the pentagram de-

notes the equal free energy point between the disordered branch and the crystalline branch.
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Sr χ(ϕ)

ϕFCC =

π/
(
3
√
2
)
≈ 0.74

S = 0 S(ϕFCC) = 0

S(ϕ)

χfreezing = χmelting ffreezing = fmelting

ϕc

其中  为参考态熵. 在实际处理时, 通常通过对 

的拟合获得平滑积分.  对晶态分支 ,  取  

 的“近乎完美晶体”作为参考态, 并

令  (即  ), 结合拟合形式即可得到

 (图 5(c)). 对无序分支, RCP态的熵长期存在

争议 [29]. 在 Edwards框架下, Jin和Makse[19] 提出

无序与晶态阻塞态在“类熔化点与类凝固点”处满

足平衡条件  且  , 其

中 f 为自由能密度. 本文以临界体积分数  作为两

分支的连接点, 用以确定无序与晶态分支之间的潜

热及相应自由能差.

ϕm = 0.68

ϕRCP

ϕRCP

ϕm = 0.68

在 Jin和 Makse[19] 工作中,    被提出

作为类熔化点, 而类凝固点对应 RCP[9]; 但其物理

依据并非完全确定. 本文实验中, 结晶在  以下

已经发生, 说明有序化起始并不必然锁定在  .

同时, 也缺乏直接证据表明类熔化点在不同摩擦条

件下固定为  . 事实上, 近期研究提示熵与

自由能可能依赖摩擦 [30], 因此相变位置随摩擦变

化在物理上是自然的.

ϕ ≈ 0.68

ϕc = 0.68 χc

结合结构分析结果,   附近出现清晰的

弯折与涨落峰值 (见图 5(a)、图 4), 该特征既可能

源于动力学效应, 也可能指示类熔化转变. 鉴于其

与既有建议值接近, 本文取   (及对应   )

作为连接点, 用于确定无序与晶态分支之间的潜

热 (图 5(c))以及由此得到的自由能密度 (图 5(d)).

潜热定义如下: 

∆s = sfreeze − smelt =
Vfreeze − Vmelt

χc
. (10)

f =

V (ϕ)− χ(ϕ)S(ϕ) V (ϕ)

S(ϕ)

ϕ

ϕc

χ

χ

χ

ϕc

为便于表征, 定义 Edwards自由能密度  

 , 其中   为体积 (或体积分数

的等价量)对应的密度表述,   为熵. 由此可对

无序、晶态两分支在不同  区间的自由能进行比较,

并与结构序参量的分段演化对应起来 (图 5(d)).

自由能曲线在  附近出现清晰的相交与分支分离:

在较高  区域内, 无序分支自由能更低, 因此体系

不会发生结晶; 随着  逐渐降低, 两条分支会在自

由能相等的位置相交; 在这之后的更低的   位置

下, 此时体系会不可逆的进入晶态. 这一趋势与结

构分析中晶态团簇持续生长、最终达到平台的现象

相一致. 与此同时,   附近的自由能差变化与体积

涨落峰值相伴随, 指示转变区间的主要贡献来自晶

态与非晶共存导致的体积分布展宽与结构异质性

增强.

f(ϕ)

χ f

需要指出的是, 上述自由能的“稳定性比较”应

理解为对外驱阻塞稳态的一种有效统计描述: 其定

量结果不可避免地依赖参考态选取、分支拟合方式

以及等可压缩率连接假设. 尽管如此,   的分支

结构仍提供了一个可检验的判据: 若等可压缩率假

设成立, 则在相同剪切协议下, 不同初态或不同重

复实验所达到的稳态应在  与  上表现出一致性;

反之, 自由能分支的偏移可用于量化协议依赖与非

平衡效应的强弱. 该思路为后续通过调控剪切幅

度、摩擦条件的实验来检验 Edwards框架的适用

性提供了明确路径.

 4   结　论

q6 whh
6

ϕ ϕ ≳ 0.69

ϕ

本研究利用 X射线断层成像对准静态循环剪

切下三维光滑球形颗粒体系的致密化与结晶过程

进行了实验表征, 并将结构序参量与 Edwards体

积系综的统计变量相结合形成统一的表征框架. 结

果表明: 体系体积分数随循环次数逐步升高并在高

密区达到稳态平台; 基于  与  的分析在随机密

堆积附近识别出显著结构拐折, 且晶态键统计给出

的类固态颗粒分数随  连续增长并在   进

入饱和, 反映从无序态到共存态再到晶态主导态的

分段演化. 体积涨落在无序分支随  单调减小, 而

在共存区间显著增大并出现峰值, 指示结构差异性

增强; 由此得到的可压缩率、熵与自由能密度呈现

分支分离, 说明循环剪切稳态在 Edwards意义下

对有序构型具有更高统计稳定性. 综上所述, 本研

究为理解循环剪切下无热颗粒体系由无序致密化

向剪切诱导结晶的转变, 并为剪切驱动堵塞态的统

计力学描述提供实验依据.
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Abstract

Dense  hard-sphere  packings  offer  a  minimal  yet  powerful  platform  for  exploring  disorder  to  order
transitions in athermal materials. Despite extensive progress in colloids and simulations, the microscopic route
by  which  frictional  granular  assemblies  crystallize  under  cyclic  shear  and  whether  such  evolution  can  be
captured  within  an  Edwards  statistical  framework  remains  insufficiently  constrained  by  experiments.  In  this
work, quasi-static cyclic simple shear is imposed on a three-dimensional packing of 1×104 smooth ABS spheres
(diameter ≈ 6 mm) confined in a cubic shear cell. At prescribed cycle numbers, the system is brought back to
the  zero-strain  configuration  and  scanned  using  X-ray  computed  tomography,  enabling  particle-resolved
reconstruction of positions and subsequent statistical analysis in the bulk region away from boundaries. Global
packing fraction is determined from Voronoi tessellation, while local structural ordering is quantified via bond-
orientational  order  metrics  computed  from  the  twelve  nearest  neighbors,  complemented  by  a  crystal-bond
classification that identifies solid-like particles and crystalline clusters.
　　The packing fraction increases monotonically from an initially loose state, with the global packing fraction
equal  to  0.636,  and reaches  a  steady plateau after  long  cycling,  with  the  steady-state  global  packing  fraction
equal  to  0.70.  A  pronounced  structural  crossover  is  observed  near  the  random-close-packing  regime:  bond-
orientational indicators exhibit a clear kink, coincident with the onset of rapid nucleation and growth of fcc,hcp-
like clusters. The crystalline fraction saturates with further densification, suggesting a dynamical steady state in

which shear-induced ordering competes with geometric
frustration  and  topological  constraints  that  stabilize  a
residual disordered component. To connect structure to
an  effective  thermodynamic  description,  we  analyze
Voronoi-volume  fluctuations  within  the  Edwards
volume  ensemble.  The  fluctuation-based  compactivity
is  extracted  along  the  disordered  and  crystalline
branches,  and  the  Edwards  entropy  and  an  effective
free-energy density are evaluated. The resulting curves
display  a  branch  separation  and  provide  experimental
support  for  an  Edwards-style  statistical  characteriz-
ation across a shear-driven disorder–order transition in

an athermal granular packing.
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