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研究了由   和   李代数生成元所构成的含时非厄米系统的 Berry相位, 分别对应于周期驱动

外场下的一维谐振子及任意参数下的单个自旋粒子模型. 具体来说, 基于广义规范变换方法, 通过引入含时

厄米的且非幺正的变换算符, 系统可变换为不显含时间的形式 , 并可导出系统的精确解及其对应的非绝热

Berry相位 . 结果表明 , 对于   系统 , 存在奇异点   , 在该点处等效本征值发散 , Berry

相位从实数变为复数, 对应赝厄米相的自发破缺. 而   系统的能谱始终保持实数, Berry相位为纯实数,

无奇异点出现. 该对比揭示了   非紧致群与   紧致群结构对非厄米系统几何相位的根本性影响.

该研究结果为非厄米系统中 Berry相位的理论分析提供了新的视角和理解.
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 1   引　言

PT

PT

PT

在标准量子理论中, 可观测的量与厄米算符相

关联, 而时间演化规律是由厄米哈密顿算符所决定

的 [1]. 哈密顿算符的厄米性既确保了能量谱的实数

性质, 也确保了时间演化的幺正性. 然而, 哈密顿

算符的厄米性确保是实谱仅仅是充分条件而非必

要条件. 非厄米哈密顿算符也会出现实能谱, 前提

是该哈密顿算符满足一定的对称性, 比如宇称时间

对称性 (即  对称)[2]. 随着实验技术的发展, 在超

导 [3,4]、光学系统 [5–8]、微波腔 [9]、原子扩散 [10] 和核

磁共振 [11] 等各种实验中, 已经实现了   对称的

非厄米系统. 近年来, 关于   对称非厄米谐振子

系统的研究已取得诸多进展, 包括实谱的获得 [12]、

二维含时系统的精确解 [13]、开放边界下奇异点处

的行为 [14]、时变 Dyson映射与度量的构造 [15] 以及

光力学系统中机械振子的动力学特性 [16] 等. 在非

PT

H†

H†

PT

厄米系统中, 具有实能谱的除了  对称哈密顿算

符外, 还有一类被称为赝厄米哈密顿算符, 其可以

通过相似变换转换成厄米哈密顿算符 [17–19]. 通常

由非厄米哈密顿算符 H 和   的一对薛定谔方程

来控制非厄米哈密顿算符的量子态时间演化 [20].

而 H 和  的态矢量之间需要通过合适的度规算符

建立起联系 [21,22]. 关于赝厄米系统的研究也有许多,

例如 2020年, Cheniti等 [23] 提出了赝厄米系统的绝

热定理和广义几何相位. 2023年, Zerimeche等 [24]

使用赝厄米性关系将反  对称谐振子与倒置谐

振子联系起来. 同年, 梁九卿等 [25] 发现, 在 SU(1, 1)

和 SU(2)的含时系统中, 可以通过引入广义规范变

换将赝厄米哈密顿算符转化成厄米哈密顿算符.

随着人们对非厄米量子系统产生日益浓厚的

兴趣, 诸如 Berry相位、绝热非阿贝尔几何相位以

及非绝热阿贝尔几何相位等几何相位的概念已逐

渐从厄米量子系统扩展到了非厄米量子系统. Berry

相位是理解量子态在循环绝热演化过程的关键
 

*  山西省基础研究计划自由探索类青年项目 (批准号: 202403021212025)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: guyan@sxgkd.edu.cn

©  2026 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 18 (2026)    180601

180601-1

http://doi.org/10.7498/aps.75.20260270
https://cstr.cn/32037.14.aps.75.20260270
mailto:guyan@sxgkd.edu.cn
mailto:guyan@sxgkd.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


PT物理量. 当推广到具有   对称的非厄米系统时,

Berry相位会变为复数. 例如, Liang和 Huang[26]

推广了复 Berry相位以识别拓扑不变性, Singhal

等 [27] 首次实现了实验测量, 此后非绝热非阿贝尔

几何相位 [28] 及动力学相位差异引发的几何相位 [29]

相继被推广至非厄米系统.

PT

SU (1, 1)

SU (2)

SU(1, 1) SU(2)

之前的研究工作表明, 一个  对称的非厄米

哈密顿算符可以规范等价于厄米哈密顿算符, 该哈

密顿算符是由  李代数生成元构成的 [30,31],

实际上该系统对应着一维周期驱动谐振子模型. 而

对于具有赝厄米对称性的含时  系统, 非厄米

哈密顿算符中存在实谱 [32]. 而利用广义规范变换

方法, 可以对  和  系统的含时赝厄米

哈密顿算符进行解析求解 [25]. 基于以上的研究进

展, 本文研究了周期驱动外场下的一维非厄米谐

振子和复杂时变磁场中的自旋粒子两类系统的

Berry相位. 通过广义规范变换方法对含时非厄米

哈密顿量进行解析求解, 可以精确确定系统中奇异

点的位置.

 2   理论模型

本文考虑一个含时非厄米哈密顿算符, 其表示

如下: 

Ĥ (t) = ΩK̂0 +G
(
K̂+eiϕ(t) − K̂−e−iϕ(t)

)
, (1)

ϕ (t) = ωt Ω G

SU(1, 1) SU(2)

K̂0 K̂+ K̂−

其中  , w 表示驱动频率;    和   是实参

数. 系统的哈密顿算符 (1)可以由  和 

李代数生成元  ,    ,    构成, 这些生成元满

足以下对易关系:  
[
K̂0, K̂±

]
= ±K̂±,[

K̂+, K̂−

]
= DK̂0.

(2)

SU(1, 1) SU(2)在对易关系 (2)中,    和   系统分别对

D = −2 2 K̂†
0 = K̂0 K̂†

± = K̂∓应着  和   , 且存在     和     .

系统的哈密顿算符 (1)是非厄米的哈密顿算符, 表

示为 

Ĥ(t) ̸= Ĥ†(t) = ΩK̂0 −G
(
K̂+eiϕ(t) − K̂−e−iϕ(t)).

(3)

 3   研究方法

Ĥ(t)为求解含时非厄米哈密顿算符  , 这里采

用广义规范变换方法. 为此, 构造一个含时变换算

符如下: 

R̂ (t) = exp
[
−η
2

(
K̂+eiϕ(t) + K̂−e−iϕ(t)

)]
, (4)

R̂ (t)

R̂† ̸= R̂−1

R̂†(t) = R̂(t)

ℏ = 1

其中, h 为待定实参数. 含时变换算符  是非幺

正算符 (即满足关系式   ), 且是厄米算符

(即  ). 这里考虑对偶薛定谔方程 (取自

然单位,   ): 

i
∂

∂t
|ψ⟩r = Ĥ(t)|ψ⟩r, (5)

 

i
∂

∂t
|ψ⟩l = Ĥ†(t)|ψ⟩l, (6)

|ψ⟩r |ψ⟩l Ĥ(t)

R̂(t)

Ĥ ′(t)

其中  和   分别代表非厄米哈密顿算符  

的右矢态和左矢态. 通过含时变换算符   的广

义规范变换后得到等效哈密顿算符  , 变换后

薛定谔方程表示为 

i
∂

∂t
|ψ′⟩r = Ĥ ′(t)|ψ′⟩r, (7)

|ψ′⟩r = R̂ (t) |ψ⟩r
Ĥ ′(t)

其中      . 那么, 根据 (5)式和 (7)式

推导出新规范下的等效哈密顿算符  表达式:
 

Ĥ ′ (t) = R̂ (t) Ĥ (t) R̂−1 (t)− iR̂ (t)
∂

∂t
R̂−1 (t) . (8)

为了化简 (8)式, 需要借助对易关系式 (2)和贝克-

霍斯多夫-坎贝尔公式 (Baker-Hausdorff-Campbell

formula), 能够推导出下列关系式 [33]:
 

 

R̂ (t) K̂+R̂
−1 (t) = K̂+ cosh2

(α
2

)
− K̂−e−2iϕ(t) sinh2

(α
2

)
+ K̂0e−iϕ(t)

√
D

2
sinh (α) , (9)

 

R̂ (t) K̂−R̂
−1 (t) = K̂− cosh2

(α
2

)
− K̂+e2iϕ(t) sinh2

(α
2

)
− K̂0eiϕ(t)

√
D

2
sinh (α) , (10)

 

R̂ (t) K̂0R̂
−1 (t) = K̂0 cosh (α) +

1√
2D

sinh (α)
(
K̂+eiϕ(t) − K̂−e−iϕ(t)

)
, (11)

 

iR̂ (t)
∂

∂t
R̂−1 (t) =

dϕ
dt

[
− 2 sinh2

(α
2

)
K̂0 −

1√
2D

sinh (α)
(
K̂+eiϕ(t) − K̂−e−iϕ(t)

)]
, (12)
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α = η
√
D/2其中     . 结合 (8)—(12)式, 能够得到一

个不含时的等效哈密顿算符: 

Ĥ ′ = 2Γ (ω) K̂0, (13)

Γ (ω)其中  表示为 

Γ (ω) =
1

2

± (Ω + ω)
2
+ 2DG2√

(Ω + ω)
2 − 2DG2

− ω

 . (14)

以下辅助条件是导出等效哈密顿算符 (13)所必

需的: 

G cosh (α) = −Ω + ω√
2D

sinh (α) . (15)

Ĥ ′

SU(2)

SU(1, 1)

该条件是使等效哈密顿算符  不含时的必要条

件, 且要求 a 为实数 (对于   系统)或纯虚数

(对于  系统). 等效哈密顿算符 (13)的本征

方程表示为 

Ĥ ′|n⟩ = λn|n⟩. (16)

借助 (7)式和 (16)式, 可以得到原规范中薛定谔方

程 (5)含时形式的右矢态: 

|ψn (t)⟩r = e−iλntR̂−1 (t) |n⟩. (17)

|ψ⟩l
|ψ⟩r

对偶薛定谔方程 (5)和 (6)中双正交的左矢态 

和右矢态  满足归一化条件: 

l⟨ψ|ψ⟩r = r⟨ψ|χ̂†|ψ⟩r = l⟨ψ|χ̂−1|ψ⟩l = 1. (18)

考虑到右矢态 (17)式是显含时间的形式 ,  此时

(18)式重新表示为 

l⟨ψn (t) |ψm (t)⟩r = r⟨ψn (t) |χ̂†|ψm (t)⟩r

= l⟨ψn (t) |χ̂−1|ψm (t)⟩l = δnm. (19)

为了满足归一化条件 (19)式, 左矢态表示为 

|ψn (t)⟩l = e−iλntR̂ (t) |n⟩. (20)

|ψn (t)⟩r
|ψn (t)⟩l

借助度规算符 [34] 可以将含时的右矢态   转

化为左矢态  , 表示如下: 

|ψn (t)⟩l = χ̂|ψn (t)⟩r. (21)

χ̂ = χ̂†此时, 度规算符是厄米算符  , 其表示为 

χ̂ = R̂2 (t) . (22)

 4   Berry相位

为了得到非厄米哈密顿算符 (1)的 Berry相

位, 需要对对偶薛定谔方程的右矢态 (17)式进行

进一步分析. 根据 (8)式和 (16)式, 右矢态 (17)式

的精确解重新表示为
 

|ψn(t)⟩r

= exp
(
− i

∫ t

0

⟨n|R̂ĤR̂−1 − iR̂
∂

∂t
R̂−1|n⟩dt

)
× R̂−1(t)|n⟩

= exp
(
−i

∫ t

0

⟨n|R̂ĤR̂−1|n⟩dt
)
eiγn(T )

× R̂−1(t)|n⟩. (23)

γn (T )

精确解 (23)式的指数相位因子的第一项为动力学

相, 第二项   被定义为 Berry相位. 借助变换

关系 (12)式和辅助条件 (15)式, 得到一个周期 T

的非绝热 Berry相位的表达式:
 

γn (T ) = i
∫ T

0

⟨n|R̂ ∂

∂t
R̂−1|n⟩dt

= −2 sinh2
(α
2

)∮
⟨n|K̂0|n⟩dϕ

= −2kn

∮
sinh2

(α
2

)
dϕ, (24)

ϕ (t) = ωt

R̂ (t)

R̂ (T ) = R̂ (0) sinh2 (α/2)

该积分适用于周期 T 内参数 (    )的非绝

热演化, 且要求  在周期始末回到同一规范 (即

 ). 其参数函数  表示为
 

sinh2
(α
2

)
= ± Ω + ω

2

√
(Ω + ω)

2 − 2DG2

− 1

2
. (25)

SU(1, 1) D = −2

sinh (iη) = i sin (η)

对于  系统 (即   ), 根据双曲函

数和三角函数的转换关系  , 参数

函数 (25)简化为
 

sin2
(η
2

)
= ± Ω + ω

2

√
(Ω + ω)

2
+ 4G2

+
1

2
. (26)

SU(2) D = 2对于  系统 (即  ), 参数函数 (25)简化为
 

sinh2
(η
2

)
= ± Ω + ω

2

√
(Ω + ω)

2 − 4G2

− 1

2
. (27)

左矢态 (20)式和右矢态 (17)式具有相同的 Berry

相位. 下面分别讨论这两个系统下 Berry相位的具

体表达式.

SU(1, 1) 4.1      系统

SU(1, 1) SU(1, 1)

â† â

首先考虑  系统,    李代数生成

元可用玻色子产生算符  和湮灭算符  来表示, 满

足下列关系式 [35]:
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K̂0 =
1

2

(
â†â+

1

2

)
,

K̂+ =
1

2

(
â†
)2
, K̂− =

1

2
(â)2. (28)

K̂0谐振子的哈密顿算符  满足本征方程:
 

K̂0|n⟩ =
1

2

(
n+

1

2

)
|n⟩, (29)

|n⟩
â†â|n⟩ = n|n⟩

Ĥ ′

其本征值即为系统的能量,  且   表示 Fock态 ,

 . 结合 (13)式和 (29)式, 新规范变换

下的等效哈密顿算符  的本征值是 

λn =

(
n+

1

2

)
Γ (ω) , (30)

Γ (ω)其中  表示为 

Γ (ω) =
1

2

± (Ω + ω)
2 − 4G2√

(Ω + ω)
2
+ 4G2

− ω

 . (31)

Γ (ω)

Γ (ω)

T = 2π/ω

由此可知, SU(1, 1)系统的非厄米哈密顿能谱恒为

实数. 此时 (13)式看作频率为  的谐振子哈密

顿算符.  随着参数 G 的增强 ,  谐振子等效频率

 减小, 能量单调减少且没有任何奇异点出现.

因此, 奇异点不是非厄米系统的必然结果. 借助

Berry相位表达式 (24)和参数函数 (26), 一个周期

T (  )的非绝热 Berry相位具体表示为 

γn(T )=π
(
n+

1

2

)[
1± Ω + ω√

(Ω+ω)2+4G2

]
, (32)

SU(1, 1)

SU(1, 1)

K̂±

SU(2)

这里表示 Berry相位是实数. 非厄米  系统

无奇异点是与  群的非紧致性密切相关. 非

紧致群表示空间是无限维的且无上界, 其生成元

 的期望值无下界, 这使得系统对非厄米扰动具

有更强的鲁棒性, 不会在有限参数下出现能谱的

简并与复转变. 相反,    作为紧致群, 表示空

间有限维, 能谱有界, 更容易在临界参数处发生谱

简并.

SU(2) 4.2      系统

SU(2) SU(2)接着考虑  系统, 将  李代数生成元

看作自旋算符. 此时非厄米哈密顿算符 (1)重新表

示为 

Ĥ (t) = ΩŜz +G
(
Ŝ+eiϕ(t) − Ŝ−e−iϕ(t)

)
, (33)

Ŝz Ŝ+

Ŝ−

其中  为自旋算符在 z 轴方向分量,   为自旋升

算符,    为自旋降算符. (33)式用来描述复杂时

Ŝz变磁场中的自旋粒子. 自旋为 j 时,   的本征方程

定义为 

Ŝz|j, n⟩ = n|j, n⟩, (34)

n = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j

Ĥ ′

其本征值  . 新规范变换

下的等效哈密顿算符  的本征值由下式给出: 

λn = 2nΓ (ω) , (35)

Γ (ω)其中  表示为 

Γ (ω) =
1

2

± (Ω + ω)
2
+ 4G2√

(Ω + ω)
2 − 4G2

− ω

 . (36)

SU(1, 1)

Gc (ω) =

(Ω + ω)/2

SU(2)

此本征值不同于  系统的 (30)式, 在参数

G 的奇异点处能量发散 .  该奇异点是  

 . 当增大参数 G 且超过奇异点后, Berry

相位变为复数. 结果表明, 在   系统中, 随着

系统中参数 G 增加到奇异点以上, 可以观察到谱

相变, 即从完全实能谱转变为复能谱. 借助 Berry

相位表达式 (24)和参数函数 (27), 一个周期演化

的非绝热 Berry相位具体表示为 

γn (T ) = 2πn

1− Ω + ω√
(Ω + ω)

2 − 4G2

 . (37)

dϕ (t)
dt

= ω → 0在外场缓慢变化的极限下, 即   , 绝

热 Berry相位是 

γn (T ) = 2πn
(
1− Ω√

Ω2 − 4G2

)
. (38)

Gc = Ω/2此时奇异点变为  , 仍然存在复域.

 5   物理讨论

SU(2)

Ĥ ′ = R̂ĤR̂−1 Ĥ ′† = R̂−1Ĥ†R̂ Ĥ ′ =

Ĥ ′† Ĥ† =

χ̂Ĥχ̂−1 SU(2)

这里讨论  系统中奇异点的物理机制. 首

先通过广义规范变换将原哈密顿量 (1) 在新规范

下变为不显含时的厄米哈密顿量 (13), 变换关系简

化为  , 且   . 因为  

 ,  结合已有的度规算符 (22)可得到  

 , 这就是赝厄米条件. 在   系统中, 根

据辅助条件 (15)得到 

η = arc tanh
(
− 2G

Ω + ω

)
. (39)

SU(2)

Gc(ω)=(Ω + ω)/2

G < Gc tanh(η) > −1

本文的  非厄米系统属于赝厄米系统. 奇异点

 对应于赝厄米性破缺的临界点.

当  时,   , h 是实参数. 存在正定
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χ̂ Ĥ† = χ̂Ĥχ̂−1

Gc tanh(η) < −1

度规算符  使得  . 此时系统可映射为

厄米系统, 能谱为实数, Berry相位为实数. 当 G 超

过  时,   , h 是复参数, 度规算符失去

厄米性. 此时系统进入非赝厄米相, 不再等价于任

何厄米系统, 能谱出现虚部, Berry相位变为复数.

为了更好地观察转变过程, 下面进行数值结果分析.

SU(2)

Gc = 1

Re(λ) G

λ+ λ−

0 < G < 1 G

λ+ λ− ±∞
λ+ λ−

Im(λ) G

λ+ λ−

Gc 0 < G < 1

λ+ λ− G > 1

图 1(a)和图 1(b)清晰表明  非厄米系统

中赝厄米相转变. 图中黑色虚线是由 (35)式给出

的奇异点 (  ). 图 1(a)显示了本征值的实部

 随着非厄米耦合强度  的变化趋势. 其中蓝

线代表  的实部, 红线代表  的实部. 可以看到,

整个变化过程被这条黑色虚线分成了两个不同的

区域. 具体来说, 当   时, 随着   的增大,

 和  的实部逐渐增大并分别趋于  , 即本征

值发散. 当 G 增加到 (1, 2)区间内时,   和  的

实部消失, 对应的值为 0. 图 1(b)显示了本征值的

虚部  随着非厄米耦合强度  的变化趋势. 其

中蓝线代表  的虚部, 红线代表  的虚部, 黑色

虚线代表奇异点  的位置. 具体来说, 当 

时,   和  的虚部为 0. 在  处, l 的虚部开

始分裂出一对相反的虚数. 结合图 1(a)和图 1(b)

可知, l 的实部和虚部在 G = 1附近的大小变化直

接对应了能谱从实谱到复谱的转变.

SU(2)

G < Gc(ω)

众所周知, 在非厄米系统中, Berry相位也会随

着参数变化出现实-复转变. 分析  系统的Berry

相位 (37)式的转变. 当  时, 分母为正实

γn (T )

G > Gc (ω)

eiγn(T ) γn (T )

数,   为实数, 对应于系统在周期演化中仅积

累几何相位, 态矢量的模长保持恒定 (在双正交归

一化意义下). 当   时, 分母变为纯虚数,

Berry相位成为复数. Berry相位的虚部 (不等于 0)

的物理意义在于: 系统在一个绝热循环过程中, 态

矢量的模长发生指数变化.  具体来说 ,  右矢态

(23)式的   中   的虚部贡献一个实指数

因子, 表征增益 (若为正)或衰减 (若为负). 这反映

了非厄米系统的非保守特性, 即能量不与环境交

换, 但态的概率 (或模长)不再守恒. 因此, Berry

相位从实变复, 直接关联到系统耗散或增益行为的

出现.

SU(2)

G

Im(γ)

Gc = |Ω + ω|/2

0 < G < Gc Im(γ)

0

G > Gc Im(γ)

Im(γ) G 0

Gc = 1 Gc = 1.4

Gc

图 2展示了非厄米   系统的 Berry相位

从赝厄米相到赝厄米破缺相转变的相图. 图 2(a)

显示了参数空间 (w,    )中的 Berry相位虚部

 的变化趋势. 黑色实线代表相边界 (奇异点),

其方程表示为  . 整个转变过程被这

条黑色实线分成了两个具有不同 Berry相位的区

域. 当  时,   对应的颜色为深蓝色,

对应的值接近  . 这一显著特征对应着赝厄米相.

当  时,   则呈现出大小不一的非零值,

从浅蓝色、白色到深红色对应的值逐渐增大. 这表

示赝厄米相已经转变为赝厄米破缺相. 图 2(b)展

示了固定 w 时   随   的变化图. 当 w =    时,

奇异点  ;  当 w = 0.8时 ,  奇异点   .

可以看到, 在奇异点  处, Berry相位的虚部从零
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Gc = 1

图 1    当   ,   ,   时 , (a)本征能量的实部 (  )随着非厄米耦合强度   的变化 ,   和   的变化趋

势分别由蓝色和红色实线表示; (b)本征能量的虚部   随着非厄米耦合强度   的变化 ,   和   的变化趋势分别

由蓝色和红色实线表示. 图 (a)和图 (b)中黑色虚线代表由 (35)式确定的系统的奇异点, 此时奇异点  

Re(λ) G

Re(λ+) Re(λ−)

Im(λ) G Im(λ+) Im(λ−)

n = 1 ω = 0 Ω = 2 Gc = 1

Fig. 1. (a) Variation of the real part of the eigenenergy    with the non-Hermitian coupling strength   . The variation trends

of     and     are represented by the blue solid line and red solid line, respectively. (b) Variation of the imaginary part

of the eigenenergy    with the non-Hermitian coupling strength   . The variation trends of    and    are repres-

ented by the blue solid line and red solid line,  respectively.  In panels  (a)  and (b),  the black dashed lines  denote the exceptional

points of the system determined by Eq. (35). Other parameters:   ,   ,    and the exceptional point   .
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Gc开始增长, 表明了系统哈密顿量在参数奇异点  

两侧从“赝厄米相”(实 Berry相位)过渡到“赝厄米

破缺相”(复 Berry相位).

 6   结　论

SU(1, 1)

SU(2)

R̂ (t)

SU(1, 1) SU(2)

SU(1, 1)

SU(1, 1)

SU(2)

Gc

SU(2)

SU(2)

SU(2)

Gc (ω)

利用广义规范变换方法, 本文对   和

 李代数生成元构成的含时非厄米哈密顿算

符进行了精确求解. 与传统量子力学不同, 这里构

建了一个非幺正但厄米的变换算符  , 而在传

统量子力学中, 算符必须是幺正算符. 本文以统一

的方式推导了  和   系统中非厄米哈

密顿算符在规范变换下的等效形式. 通过求解对偶

薛定谔方程得到了精确解和 Berry相位. 结果发

现, 非厄米   系统的能谱恒为实数, 这表明

 系统的实能谱随参数 G 增强而单调减小,

不会出现奇异点. 但是非厄米  系统的能谱却

存在复数,  这里存在一个奇异点   ,  在该点上 ,

 系统的所有本征态都处于代数简并状态, 系

统不可对角化, 约当标准型中出现非平凡的 Jordan

块结构. 在参数 G 的值足够小的情况下,   系

统的能量本征值始终为实数. 对应的   系统

的 Berry相位在奇异点  处会发散, 超过该点

后, Berry相位就会从实数变成复数. 复 Berry相

SU(1, 1)

SU(2)

位的虚部反映了态模长的指数变化, 对应增益或损

耗主导的非保守动力学. 这正是赝厄米自发破缺的

谱转变的典型标志: 系统哈密顿量在参数临界点两

侧从“赝厄米相”(实谱)过渡到“赝厄米破缺相”(复

谱). 这一对比揭示了非紧致群   与紧致群

 结构对非厄米系统几何相位的影响.

 附录A   Berry相位形式证明

在非厄米系统中, Berry相位的标准定义应基于双正交

基, 即
 

γn = i
∮

l⟨ψn (t) |
d
dt
|ψn (t)⟩rdt, (A1)

|ψn (t)⟩r |ψn (t)⟩l

l⟨ψm (t) |ψn (t)⟩r = δmn

|n⟩ Ĥ ′ ⟨n|m⟩

δnm R̂ (t)

其中  和   分别为右矢态和左矢态, 满足双正

交归一化条件  . 正文 (24)式, 实际上

正是上述标准定义在本文具体变换下的等价形式. 在本文

中, 右矢态和左矢态的精确解分别见 (17)式和 (20)式, 其中

 是变换后等效厄米哈密顿量  的本征态, 满足  =

 且  是厄米但非幺正的变换算符. 此时双正交归一

化条件自动满足:
 

l⟨ψn(t)|ψm(t)⟩r = δnm. (A2)

将上述左右矢态代入标准 Berry相位定义 (9)式, 计算被

积函数:
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图 2    当参数   ,   时 , (a) Berry相位的虚部   随着驱动频率 w 和非厄米耦合强度   的变化 . 图中的颜色条代表

Berry相位的虚部   的大小 , 黑色实线代表由奇异点构成的相边界 , 其方程表示为   ; (b) Berry相位的虚部

 随着非厄米耦合强度   的变化. 驱动频率   和   时   的变化趋势分别由蓝色实线和红色实线表示. 图中蓝

色虚线和红色虚线分别代表由 (37)式确定的在不同驱动频率下   非厄米系统的奇异点

Im(γ)

G Im(γ)

Gc = |Ω + ω|/2 Im(γ)

G Im(γ) ω = 0 ω = 0.8

SU(2) n = 1

Ω = 2

Fig. 2. (a) Variation of the imaginary part of the Berry phase    with the driving frequency w and the non-Hermitian coupling
strength    .  The color  bar  in  the figure  represents  the magnitude of    .  The black solid  lines  denote  the phase  boundaries

composed  of  exceptional  points,  with  the  analytical  expression    .  (b)  The  variation  of     with  the  non-Her-

mitian coupling strength    . The changing trends of     at driving frequencies     and     are depicted by the blue

solid  line  and  red  solid  line,  respectively.  The  blue  dashed  line  and  red  dashed  line  correspond  to  the  exceptional  points  of  the

  non-Hermitian system under different driving frequencies, which are determined by Eq. (37). Other parameters:    and

 .
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l⟨ψn(t)|
d
dt
|ψn(t)⟩r = eiλnt⟨n|R̂(t) · d

dt

(
e−iλntR̂−1(t)|n⟩

)
= −iλn + ⟨n|R̂(t)dR̂

−1(t)

dt
|n⟩, (A3)

−iλn −iλnT式中, 第一项   在周期积分后产生   , 这属于动力

学相位部分. 几何相位来源于第二项的积分: 

γn = i
∫ T

0

⟨n|R̂ ∂

∂t
R̂−1|n⟩dt. (A4)

这正是本文 (24)式. 由此可见, 本文所用的公式是严格从

双正交基下的标准非厄米 Berry相位定义出发, 通过左右

矢态的具体形式推导得到的等价形式.
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Abstract

SU(1, 1) SU(2)

R̂ (t)

Ĥ ′

SU(2) Gc (ω) = (Ω + ω)/2

G < Gc

γn (T ) G > Gc

ω → 0

SU(1, 1)

Γ (ω)

SU(1, 1) SU(1, 1)

Based  on  the  generalized  gauge  transformation  method,  this  paper  investigates  time-dependent  non-
Hermitian Hamiltonians described by the generators of the     and     Lie algebras, corresponding to
the  harmonic  oscillator  system  under  a  periodically  driven  external  field  and  the  single-spin  system  with
arbitrary  parameters,  respectively.  By  introducing  a  time-dependent  Hermitian  but  non-unitary  transfor-
mation  operator    ,  the  original  time-dependent  Hamiltonian  is  transformed  into  a  time-independent

effective  Hamiltonian    .  Exact  solutions  of  the  dual  eigenequations  and  the  associated  non-adiabatic  Berry
phases  are  derived.  For  the      system,  an  exceptional  point  occurs  at    ,  where  the
eigenvalues of the effective Hamiltonian diverge and the Berry phase becomes complex. Specifically, for   ,
the  Berry  phase      is  real,  while  for    ,  it  acquires  an  imaginary  part,  signaling  the  spontaneous
breaking of the pseudo-Hermitian phase. In the slowly varying external field limit (  ), the non-adiabatic
Berry phase reduces to the adiabatic counterpart. To more clearly reflect the variation of the Berry phase, we
plot  the  phase  diagram  on  the  parameter  plane  of  the  driving  frequency w  and  the  non-Hermitian  coupling
strength G using the magnitude of the imaginary part of the Berry phase.
　　From the above results, it is evident that the Berry phase reflects the transition from the pseudo-Hermitian
phase to the pseudo-Hermitian broken phase, and the analytical results agree well with the numerical results. In
contrast, for the non-Hermitian    system, the eigenvalues of the effective Hamiltonian remain real for all
parameters,  and  no  exceptional  point  appears.  As  the  non-Hermitian  coupling  G  increases,  the  effective
oscillator frequency    decreases monotonically without any singularity. The absence of exceptional points in
the  non-Hermitian      system  is  closely  related  to  the  non-compactness  of  the      group.  The

K̂±

SU(2)

representation space of a non-compact group is infinite-
dimensional and unbounded above, and the expectation
values  of  the  generators      have  no  lower  bound.

This  endows  the  system  with  greater  robustness
against  non-Hermitian  perturbations,  preventing
spectral  degeneracy  and  the  transition  to  complex
eigenvalues  at  finite  parameter  values.  In  contrast,

 ,  as  a  compact  group,  has  a  finite-dimensional
representation space and a bounded spectrum, making
it  more  susceptible  to  spectral  degeneracy  at  critical
parameter  values.  These  results  provide  a  clear
comparison  of  the  geometric  phase  behavior  between

compact and non-compact Lie algebraic structures in non-Hermitian systems.
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